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Aufgabe 5. Sei A eine σ-Algebar in Ω. D.h. wir haben folgende Eigenschaften gegeben:

(a) Ω ∈ A,

(b) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A,

(c) A1, A2, . . . ∈ A ⇒
⋃∞

i=1Ai ∈ A.

Daraus können wir herleiten:

(i) A1, A2, . . . ∈ A ⇒
⋂∞

i=1Ai ∈ A:
A1, A2, · · · ∈ A

(b)
=⇒ Ac

1, A
c
2, . . . ∈ A

(c)
=⇒

⋃∞
i=1A

c
i ∈ A

Weil a ∈
⋃∞

i=1A
c
i ⇔ ∃i ≥ 1 : a ∈ Ac

i ⇔ ∃i ≥ 1 : a /∈ Ai ⇔ a /∈
⋂∞

i=1Ai,

folgt
⋃∞

i=1A
c
i = (

⋂∞
i=1Ai)

c. Somit erhalten wir
⋃∞

i=1A
c
i = (

⋂∞
i=1Ai)

c ∈ A (b)
=⇒

⋂∞
i=1Ai ∈ A.

(ii) A1, . . . , An ∈ A =⇒
⋃n

i=1Ai ∈ A,
⋂n

i=1Ai ∈ A:
Definiere An+k := An für alle k ≥ 1. Dann gilt

n⋃
i=1

Ai =
n−1⋃
i=1

Ai ∪An =
n−1⋃
i=1

Ai ∪
∞⋃
i=n

Ai =
∞⋃
i=1

Ai

(c)
∈ A und

n⋂
i=1

Ai =
∞⋂
i=1

Ai

(i)
∈ A.

(iii) A,B ∈ A =⇒ A \B ∈ A:
Wegen (b) folgt, dass Bc ∈ A. Weil des Weiteren A\B = A∩Bc folgt mit (ii), dass A\B ∈ A.

Aufgabe 6. (i) Ak = {ω ∈ Ω :
∑n

i=1 ωi = k}

(ii) Jede k-elementige Menge hat 2k Teilmengen. Dies ist ersichtlich, da man jede Teilmenge da-
durch charakterisieren kann, welche Elemente enthalten sind und welche nicht. Da nun jedes
Element in einer Teilmenge entweder enthalten ist oder nicht, es also für jedes Element zwei
Möglichkeiten gibt, und dies für alle Elemente gilt, ist die Anzahl aller möglichen Kombina-
tionen gleich 2k.
Weil #Ω = 2n folgt also, dass #P(Ω) = 22

n .

Offenbar sind die Mengen Ak, k = 0, . . . , n disjunkt und ihre Vereinigung ergibt Ω. Da wir
somit jede mögliche Kombination aus Vereinigungen von Ak codieren können mit Ai ist ent-
halten für jedes einzellne i ∈ [0, . . . , n], erhalten wir, dass es 2n+1 solcher Möglichkeiten für
Vereinigungen ist. Dabei haben wir ∅ mitgezählt als Vereinigung über die leere Indexmenge.
Weil sich nun jedes Komplement und jeder Schnitt dieser Mengen ebenfalls als eine Vereinigung
von Ak schreiben lässt - es gilt ja Ω =

⋃n
i=0Ai -, erfüllt die Menge aller Vereinigungen bereits

die Eigenschaften einer σ-Algebra. Somit bildet sie die kleinste σ-Algebra und wir wissen, dass
die kleinste σ-Algebra, die die Mengen A0, . . . , An enthält 2n+1 Elemente hat.



Aufgabe 7. Diese Gleichung wird auch die Siebformel genannt. Wir beweisen sie via Induktion:

• „n = 1”: Dieser Fall ist trival zu überprüfen, da P (
⋃n

i=1Ai) = P (A1).
„n = 2”:

P(A1 ∪A2) = P((A1 \ (A1 ∩A2)) ∪ (A1 ∩A2) ∪ (A2 \ (A1 ∩A2)))

= P(A1 \ (A1 ∩A2)) + P(A1 ∩A2) + P(A2 \ (A1 ∩A2))

= P(A1) + P(A2)− P(A1 ∩A2)

=
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

(i1,...,ik):1≤i1<...<ik≤n

P(Ai1 ∩ . . . ∩Aik).

• „n→ n+ 1”:

P

(
n+1⋃
i=1

Ai

)
= P

(
n⋃

i=1

(Ai ∪An+1)

)

=
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

(i1,...,ik):1≤i1<...<ik≤n

P((Ai1 ∪An+1) ∩ . . . ∩ (Aik ∪An+1))

=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

(i1,...,ik):1≤i1<...<ik≤n

P((Ai1 ∩ . . . ∩Aik) ∪An+1)

=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

(i1,...,ik):1≤i1<...<ik≤n

[
P(Ai1 ∩ . . . ∩Aik) + P(An+1)

− P(Ai1 ∩ . . . ∩Aik ∩An+1)
]

=
n+1∑
k=1

(−1)k+1
∑

(i1,...,ik):1≤i1<...<ik≤n+1

P(Ai1 ∩ . . . ∩Aik).

Man könnte zusätzlich noch erwähnen, dass
⋃n

i=1Ai und alle anderen auftauchenden Mengen in A
enthalten sind wegen Aufgabe 5., was sicher stellt, dass diese erlaubte Funktionsargumente für P
sind.


