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Aufgabe 15. Sei n € N und definiere Q,, := {1,...,n}, P,({k}) = % fir alle k£ € Q,,. Des Weiteren
sein = p’fl S p’fnm die Primfaktorzerlegung von n in paarweise verschiedene Primzahlen p1,...,ppy
und Potenzen k; € N.

Wir betrachten die Ereignisse A4; := {p;, 2p;,...,n} fiir i € {1,...,m}. Offenbar enthdlt A;
jede natiirliche Zahl kleiner oder gleich n, die durch p; teilbar ist. Somit gilt |A;| = p%. Genau so
ist in A; N Aj jedes k € €, enthalten, das sowohl durch p; als auch p; teilbar ist. Somit gilt fiir

1 <i,j <mmitiz#j, dass [A;NAj| = ﬁ. Analog erhalten wir, dass [A;; N...NA;, | = 7 .”.p_
1Py i1 Pig
fiir alle paarweise verschiedenen Indizes iy, ..., fir 1 <k < m.
. 1 1 . .. .
Es gilt also P(A4;) = %z% = und P(A4; N...NA,) = Epil,f‘_.pik = H‘I;:lle'j' Somit erfiillen die
Mengen Ay, ..., A,, die Definition von (vollstandiger) stochastischer Unabhéngigkeit.
Nun sei B = {k € Q, : kistzun teilerfremd}. Da auf Grund der Konstruktion

B = Afn...N A, wie im Hinweis gegeben, kénnen wir verwenden, aus Ay, ..., A, unabhén-

gig auch folgt, dass A, ..., AS, unabhéngig sind (siehe Lemma 4.4). Wir erhalten also

P(B) =P(A{N...NA45)
_B(AS) .. P(AD)
S (- B(A)) - (1~ B(An)
—a- Y. a-ty

b1 Pm

Da auferdem ¢(n) = |B| und P(B) = |n£| =(1- p%) o (1= %), folgt, dass
go(n):n-(l—p%)m..-(l—i).

Aufgabe 16. (i) Es gibt mehrere Wege den Erwartungswert auszurechnen. Hier mochten wir die
beiden folgenden présentieren:

_ - (n—1)! B o
_;np- (k_l)'((n—l)—(k_l))‘p(k 1)(1_p)( 1)—(k—1)

_ n—1 k-1 n—1)—(k—1
_npz_;(k_l)p< (1 — p)n——(-1)

Mit einer Neudefinition von m := n — 1 und [ := k — 1 ist es etwas einfacher zu sehen,

dass ( Z:i >p(k_1)(1 —p)n -1 = ( 77 )pl(l — p)™ ! wieder die Dichte einer



Binomialverteilten Zufallsvariable ist und somit aufsummiert 1 ergibt. Insgesammt ergibt
sich also E[X] = np.

(b) Eine binomialverteilte Zufallsvariable kann aufgefasst werden, als die Summe von un-
abhéngigen Bernoulliverteilten Zufallsvariablen, also X = "7 | B; mit P(B; = 1) = p
und P(B; = 0) = 1 — p. Wegen der Linearitét des Erwartunswertes erhalten wir also
EX] =200 BB =20, (1-p+0-(1=p) =n-p.

k=0
> A
_ -
= ke o
k=1
o0 Ae—1
= e
2
[ee) . )\l

Aufgabe 17. Gegeben: P(X =1,Y =1) =1, P(X =1,Y =-1) = L und P(X =0,Y =0) = 1.
Da dies ein vollstdandiges System darstellt, ergibt sich
PX=1)=PX=1Y=1)+P(X=1Y=-1)=2,

P(X =0)=P(X =0,Y =0) = £,
P(Y=-1)=P(Y=-1,X=1)=
PY=0)=P(Y =0,X=0)=14u
P(Y:l):P(Y:LX:l):%
Es folgt, dass
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3
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E[X] = 1 P(X:1)+0-IP>(X:0):§
und
IE[Y]:—1-IP’(Y:—1)+0-IP>(Y:O)+1-IP>(Y:1):—%Jr%:O.
Des Weiteren haben wir
cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
:(O—g)(O—O)IP(X:O,Y:O)Jr(l—g)(—l—O)P(X:LY:—l)
+(1—§)(1—0)P(X:1,Y:1)
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Nun noch zur Unabhéingigkeit: P(X =0)-P(Y =0) =33 =3 #1 =P(X =0,Y =0). X und Y
sind also nicht unabhéngig.



Aufgabe 18. Seien z; fir ¢ € I alle Werte, die die Zufallsvariable X annehmen kann, sodass
> e P(X = ;) = 1. Nach Definition ist E[(X — ¢)?] = ¥,c;(2 — ¢)* - P(X = ;). Da dies ein
nach ¢ (beliebig oft) differenzierbarer Ausdruck ist und wir ein Minimum suchen, wenden wir die
altbekannte Methode des Differenzierens und gleich Null Setzens an. (Hierbei iibergehen wir, dass
eigentlich noch gezeigt werden miisste, dass die Summe und die Differntation wirklich vertauscht
werden konnen.) Es ergibt sich also

0 E[(X = 0)’) = 0e Y (i — ¢)* - P(X = ;)

el

= 0w —0)* P(X =)

el
=Y 2w —c) - P(X =)

icl
=2 (CZIF’(X =ux;) — Z:L‘Z P(X = xl)>

i€l iel
= 2(c - E[X])
und somit als Kandidat fir das Minimum ¢ = E[X]. Da nach einer analogen Rechnung

0? E[(X — ¢)?] = 2 > 0 ist, erhalten wir, dass dies tatsichlich ein Minimum ist. Da wir {iberall
Differenzierbarkeit haben und nirgendwo sonst das Notwendige Kriterium erfiillt ist, muss dies auch
das globale Minimum sein.

Als vollstéandig rigorosen Beweis, wenn man bereits vermutet, dass E[X] der Minimierer ist, kann
man auch folgende Rechnung anfiihren:

E[(X - ¢)*] = E[(X — E[X] + E[X] - ¢)’]
= E[X — E[X])*] + 2E[(X — E[X])(E[X] - ¢)] + E[E[X] — ]
= E[X — E[X])*] + 2(E[X] - ¢)E[X — E[X]] + (E[X] - ¢)
= E[X — E[X])*] + (E[X] - o).

Da sowohl E[X — E[X])?] > 0 und (E[X] — ¢)?> > 0 und letzteres genau dann gleich 0 ist, wenn
¢ = E[X], erhalten wir, dass dies das Minimum darstellt.



