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Bemerkung: Die Rechnungen in dieser Musterlösung sind sehr ausführlich um klar zu machen,
was in den einzelnen Schritten passiert. Wirklich benötigt wird nur, dass der Rechenweg erkennbar
ist. Nur die Hälfte der Zwischenschritte würde also ebenfalls vollkommen ausreichend sein.

Aufgabe 26. X ist exponentialverteilt, dh.

fX(t) = λe−λt1I{t ≥ 0} =
{
λe−λt, falls t ≥ 0,
0, sonst.

(i)

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

=

∫ x

−∞
λe−λt1I{t ≥ 0}dt

=

∫ x

0
λe−λtdt1I{x ≥ 0}

= [−e−λt]x01I{x ≥ 0}
= (1− e−λx)1I{x ≥ 0}

Es ist also FX(x) =
{

1− e−λx, falls x ≥ 0,
0, sonst.

(ii) Seien s, t > 0 beliebig. Da somit 1I{t > 0} = 1I{s > 0} = 1I{t + s > 0} = 1, müssen wir die
Indikatorfunktion in FX nicht unbedingt mitschreiben.

P(X > t+ s|X > t) =
P(X > t+ s,X > s)

P(X > t)

=
P(X > t+ s)

1− P(X ≤ t)

=
1− FX(t+ s)

1− FX(t)

=
e−λ(t+s)

e−λt

= 1− (1− e−λs)
= 1− FX(s)
= P(X > s).



Aufgabe 27. X1, X2 seien unabhängige und auf [0, 1] gleichverteilte ZV. Zuerst eine kleine Neben-
rechnung:

1I{0 ≤ t− z ≤ 1} = 1I{−t ≤ −z ≤ 1− t} = 1I{t− 1 ≤ z ≤ t}.

Nach Satz 7.7 gilt

fX1+X2(t) =

∫ ∞
−∞

fX1(z)fX2(t− z)dz

=

∫ ∞
−∞

1I{0 ≤ z ≤ 1}1I{0 ≤ t− z ≤ 1}dz

=

∫ ∞
−∞

1I{0 ≤ z ≤ 1}1I{t− 1 ≤ z ≤ t}dz

=

∫ ∞
−∞

1I{max(0, t− 1) ≤ z ≤ min(1, t)}dz

=

∫ min(1,t)

max(0,t−1)
1dz · 1I{max(0, t− 1) ≤ min(1, t)}

=
(
min(1, t)−max(0, t− 1)

)
· 1I{0 ≤ t ≤ 2}

=


0, falls x < 0,
x, falls 0 ≤ x < 1
2− x falls 1 ≤ x < 2
0, falls x ≥ 2.



Aufgabe 28. (Xn)n∈N sei eine Folge unabhängier Exp(λ) verteilter ZV mit λ > 0.

(i) Wir gehen über Induktion vor. Zuerst stellen wir fest, dass für k = 1 gilt

f∑k
i=1Xi

(x) = fX1(x) = e−λxλ1
x0

0!
1I{x ≥ 0} = e−λxλk

xk−1

(k − 1)!
1I{x ≥ 0}.

Nun vollziehen wir den Induktionsschritt.

f∑k+1
i=1 Xi

(x) =

∫ ∞
−∞

f∑k
i=1Xi

(z)fXk+1
(x− z)dz

=

∫ ∞
−∞

e−λzλk
zk−1

(k − 1)!
1I{z ≥ 0}e−λ(x−z)λ1I{x− z ≥ 0}dz

= λk+1e−λx
1

(k − 1)!

∫ x

0
zk−1e−λ(z−z)dz · 1I{x ≥ 0}

= λk+1e−λx
1

(k − 1)!

[
zk

k

]x
0

1I{x ≥ 0}

= λk+1e−λx
xk

k!
1I{x ≥ 0},

was der Dichte behaupteten Dichte von X1 + . . .+Xk+1 entspricht.

(ii) Mit partieller Integration erhalten wir für beliebige k ∈ N0

P(Zt = k)

= P(X1 + . . .+Xk ≤ t)− P(X1 + . . .+Xk+1 ≤ t)

=

∫ t

−∞
f∑k

i=1Xi
(z)dz −

∫ t

−∞
f∑k+1

i=1 Xi
(z)dz

=

∫ t

−∞
λke−λz

zk−1

(k − 1)!
1I{z ≥ 0}dz −

∫ t

−∞
λk+1e−λz

zk

(k)!
1I{z ≥ 0}dz

=

∫ t

0
λke−λz

zk−1

(k − 1)!
dz1I{t ≥ 0} −

([
λk+1 z

k

k!

1

−λ
e−λz

]t
0

−
∫ t

0
−λk zk−1

(k − 1)!
e−λzdz

)
1I{t ≥ 0}

= λk
tk

k!
e−λt1I{t ≥ 0}

= e−λt
(λt)k

k!
1I{t ≥ 0}.

Somit ist Zt ∼ Poisson(λt) für alle t ≥ 0.


