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15. (3 Punkte)

In der Zahlentheorie bezeichnet man als Eulersche ϕ-Funktion die Abbildung ϕ: N→ N
mit ϕ(1) = 1 und ϕ(n) = Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen in Ωn = {1, . . . , n} ,
falls n ≥ 2.

Zeigen Sie: Ist n = pk11 · · · pkmm die Primfaktorzerlegung von n in paarweise verschiedene
Primzahlen p1, . . . , pm und Potenzen ki ∈ N, so gilt:

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pm

)
.

(Hinweis: Betrachten Sie den W-Raum (Ωn, 2
Ωn , Pn), wobei Pn({k}) = 1/n ∀k ∈ Ωn.

Zeigen Sie, dass die Ereignisse A1 := {p1, 2p1, . . . , n}, . . . , Am := {pm, 2pm, . . . , n} sto-
chastisch unabhängig sind und nutzen Sie die Beziehung
B := {k ∈ Ωn: k ist zu n teilerfremd} = Ac1 ∩ · · · ∩ Acm.)

16. (1+1 Punkte)

Berechnen Sie den Erwartungswert für eine Zufallsvariable X mit folgenden Verteilun-
gen:

(i) X sei binomialverteilt mit Parametern n und p, d.h.,

PX({k}) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k ,

wobei p ∈ [0, 1] und k ∈ {0, . . . , n},
(ii) X sei poissonverteilt mit Parameter λ, d.h., PX({k}) = e−λλk/k!, wobei λ ≥ 0

und k ∈ {0, 1, . . .} !

17. (2 Punkte)

Gegeben seien ZufallsvariableX und Y mit P ({ω: X(ω) = Y (ω) = 1}) = P ({ω: X(ω) =
−Y (ω) = 1}) = P ({ω: X(ω) = Y (ω) = 0}) = 1/3.

Zeigen Sie, dass cov(X, Y ) = 0 ist, aber X und Y nicht unabhängig sind!

18. (1 Punkt)

X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem W-Raum (Ω,A, P ) mit E[X2] <∞.

Für welches c ∈ R ist E[(X − c)2] minimal und wie groß ist dieses Minimum?


