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1 Einfiihrende Beispiele

Die Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigt sich mit der Beschreibung von zufélligen Pha-
nomenen und entsprechenden Gesetzméfigkeiten. Doch was ist eigentlich ,Zufall“? Einer
Reihe von Ereignissen wiirde man sicherlich ohne zu zégern das Pradikat ,zufallig® zuge-
stehen, z.B.

e Augenzahlen beim Wiirfeln
e Ergebnis (Zahl oder Wappen) beim Miinzwurf
e Lottozahlen
Aber auch andere Ereignisse werden durch Zufallsmodelle beschrieben:

e verbleibende Lebenszeit eines Individuums oder die Zeit bis zum Ausfall eines tech-
nischen Gerétes

e Borsenkurse
e Erfolg/Misserfolg einer medizinischen Behandlungemethode

An dieser Stelle scheint es nun weniger klar zu sein, wie weit der Begriff des Zufalls
geht. Die Schwankungen von Borsenkursen konnen im Riickblick oft auf konkrete Ur-
sachen zuriickgefiihrt werden. Positive Unternehmensnachrichten (gestiegende Gewinne,
hohere Verkaufszahlen,...) fithren so zu steigenden Kursen der Aktien des entsprechenden
Unternehmens. Auch wenn eine Behandlungsmethode bei verschiedenen Patienten zu un-
terschiedlichen Ergebnissen fiihrt, so kann doch der jeweilige Behandlungserfolg auf die
Wirkung vieler Aspekte (Alter, allgemeiner Gesundheitszustand,...) zutickgefithrt werden.
Was nun rechtfertigt die Verwendung des Begriffs ,,Zufall“? Charakteristisch ist, dass sich
die Ergebnisse (Augenzahlen, zukiinftige Aktienkurse,...) nicht deterministisch vorausbe-
stimmen lassen. Hierbei ist unerheblich, ob ,reiner Zufall“ vorliegt oder ob ein Ereignis
aufgrund einer zu komplexen Ursache-Wirkungsbeziehung nicht exakt vorhergesagt wer-
den kann. Ob {iberhaupt ,reiner Zufall“ existiert ist eher eine philosophische Frage, deren
Beantwortung an dieser Stelle nicht nachgegangen wird. Vielmehr soll festgehalten wer-
den, dass Zufallsmodelle auf vielen Gebieten seit langer Zeit erfolgreich eingesetzt werden,
z.B. bei der Beschreibung der Bewegung von Aktienkursen. Ebenfalls charakteristisch ist,
dass zuféillige Phanomene gewissen Gestzméfigkeiten folgen. Beim oftmaligen, wiederhol-
ten Wiirfeln wird man sicher feststellen, dass der Anteil der Wiirfe mit der Augenzahl 6
gegen 1/6 konvergiert. Ein mathematisch rigoroser Beweis dieser Gesetzméfigkeit wird
im Rahmen dieser Vorlesung gefiihrt werden.

Bevor wir nun einige einfache Beispiele fiir zuféillige Ereignisse und entsprechende ma-
thematische Modelle betrachten, soll noch kurz der fiir diese Vorlesung zentrale Begriff der
Wahrscheinlichkeit erwédhnt werden. Unter der Wahrscheinlichkeit eines gewissen Er-
eignisses verstehen wir ein Maf$ fiir die Bestimmtheit des Eintretens dieses Ereig-
nisses. Dem sicheren Ereignis (z.B. ,Ergebnis des Wiirfelns liegt zwische 1 und 6*) wird
hierbei die Wahrscheinlichkeit 1 zugeordnet, dem unmdoglichen Ereignis (z.B.  Augen-
zahl 7°) die Wahrscheinlichkeit 0. Man beachte dass, anders als in der Umgangssprache,



Wahrscheinlichkeiten durch Zahlen zwischen 0 und 1 und nicht in Prozenten angegeben
werden. Diese Festlegung hat ihren Ursprung darin, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie
auf der sogenannten Maftheorie basiert, wobei Teilmengen eines gewissen Grundraumes
nichtnegative reelle Zahlen zugeordnet werden.

Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele von einfachen Zufallsexperimenten. Ne-
ben dem Wecken von etwas Intuition soll dabei auch schrittweise die in der Wahrschein-
lichkeitstheorie iibliche Terminologie eingefiihrt werden.

Beispiel 1.1. Wiirfeln bei ,,Die Siedler von Catan®

Dieses Brettspiel wurde im Jahr 1995 sowohl mit mit dem Kritikerpreis ,,Spiel des Jah-
res* als auch mit dem , Deutschen Spielepreis* ausgezeichnet. Bei diesem Spiel wiirfeln die
Spieler reihum jeweils gleichzeitig mit zwei Zahlenwiirfeln sowie einem weiteren Wiirfel.
Fiir den Fortgang des Spiels ist unter anderem die Augensumme der beiden Zahlenwiirfel
relevant. Um zu Spielbeginn eine strategisch sinnvolle Entscheidung zu treffen, sollten
die Spieler die Wahrscheinlichkeiten fiir das Vorkommen der moglichen Augensummen
in Betracht ziehen. Wir wollen einen Weg skizzieren, wie man beispielsweise die Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Augensumme 10, ist bestimmen kann.

Losung: Auch wenn die Antwort auf die Frage mit etwas Intuition leicht gefunden
werden kann, werden wir uns im Hinblick auf kompliziertere Aufgabenstellungen die
Losung systematisch erarbeiten. Zunéchst beschreiben wir die mdéglichen Versuchsaus-
gange (sogenannte Elementarereignisse) in einer geeigneten Form. Dabei werden wir
abstrahieren und unwesentliche Details (z.B. exakte Lage der Wiirfel nach dem Werfen,
Ergebnis des dritten Wiirfels,...) nicht beriicksichtigen. So kénnte man folgende Mengen
zur Beschreibung der moglichen Versuchsausgénge ansetzen:

Qb = {2,3,...,12} (Augensummen),
0@ = {(1,1),...,(1,6),(2,2),...,(2,6),...,(6,6)} (kleinere/grofsere Augenzahl).

Nun soll die gesuchte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,die Augensumme ist gleich 10
bestimmt werden.

1) Wir versuchen, Q) als Beschreibung der moglichen Versuchsausgéinge heranzuzie-
hen. Es ist zu vermuten, dass beispielsweise die Augensumme 10 mit groferer Wahr-
scheinlichkeit eintritt als die 12. Dies ist heuristisch klar, denn die Augensumme 12
tritt nur auf, wenn beide Zahlenwiirfel 6 anzeigen. Dagegen ist die Augensumme 10
auf verschiedene Weise erreichbar. (Diese Heuristik wird iibrigens bei der Gestaltung
von entsprechenden Spielkédrtchen dadurch unterstiitzt, dass die 12 wie auch die 2
kleiner gedruckt sind als beispielsweise die 8 oder die 6.) Trotz der hier beschrie-
benen Heuristik scheint eine exakte Bestimmung der gesuchten Wahrscheinlichkeit
nicht trivial zu sein.

2) Die Menge Q) bietet eine etwas detailliertere Beschreibung der moglichen Versuch-
ausgange. Das interessierende Ereignis ,,10° tritt ein, falls beide Wiirfel 5 anzeigen
oder falls die kleinere Augenzahl 4 und die grofere 6 ist. Da sich (5,5) und (4, 6) ge-
genseitig ausschliefen, so gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit (eine axiomatische



Begriindung folgt spéter), dass
P(,,Augensumme 10“) = P(,,(5,5)“) + P(,,(4,6)“).

Hier wurde der Buchstabe P fiir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten (proba-
bility) verwendet. Wenn wir nun die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der
Augenpaare (5,5) und (4,6) kennen, so kénnen wir mit obiger Gleichung die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit berechnen. Ohne jegliche Erfahrung auf diesem Gebiet
kann man aber bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten fiir diese Augenpaa-
re dennoch fehlgreifen. Einsichtig sollte noch sein, dass die Wahrscheinlichkeit des
Augenpaares (4,6) grofer ist als die von (5,5). Wie gesagt, eine exakte Bestimmung
kann immer noch unklar sein.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma wird wiederum durch die Gestaltung des Spielmaterials
bei ,Die Siedler von Catan* suggeriert. Zumindest in der Version aus dem vorigen Jahr-
tausend waren die beiden Zahlenwiirfel verschiedenfarbig (rot bzw. holzfarben). Dement-
sprechend konnte man die moglichen Versuchsausginge auch durch die folgende Menge
beschreiben:

Q® = {(1,1),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,,(6,1),...,(6,6)}  (roter/holzf. Wiirfel).

An dieser Stelle erscheint die Annahme gerechtfertigt, das jeder der moglichen 36 Ver-
suchsausgénge dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzt. Ein Rechtfertigung dieser Annahme
wird sich nach Einfithrung des Begriffes der stochastischen Unabhéngigkeit ergeben. Fiir
den Moment stelle man sich vor, dass die beiden Zahlenwiirfel nicht gleichzeitig, sondern
nacheinander geworfen werden und denke an die in der Schule verbreiteten Baumdia-
gramme. Unter dieser Annahme ergibt sich nun fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(,Augensumme 104) = P(,(4,6)“) + P(,(5,5)¢) + P(,(6,4)) = %

—1/36 —1/36 —1/36
Der ,/Trick” bestand darin, dass wir die moglichen Versuchsausgéinge so beschrieben ha-
ben, dass diese jeweils (mehr oder weniger) offensichtlich die gleiche Wahrscheinlichkeit
besitzen. Die Darstellung durch ein Zufallsexperiment mit gleichwahrscheinlichen Ver-
suchsausgéangen hat hier tatsdchlich bei der Bestimmung der gesuchten Wahrscheinlich-
keit geholfen und wird auch bei weiteren Problemstellungen hilfreich sein. Wir formali-
sieren dies durch die folgende Definition.

Definition 1.2. Ein Zufallsezperiment mdge Q@ = {wy,...,wn} als Menge der maglichen
Versuchsausgange besitzen und es gelte

P({w}) = # - & Wwea

Ein solches Experiment heifst Laplace-Experiment.

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass sich hier eine etwas gestelzt wirken-
de Bezeichnung eingeschlichen hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Versuchsausgang w



eintritt wird mit P({w}) und nicht mit P(w) bezeichnet. Diese in der Mathematik tib-
liche Schreibweise wird gewéhlt, da im Allgemeinen Wahrscheinlichkeiten fiir Mengen
von moglichen Versuchsausgéngen angegeben werden, also beispielsweise fiir {wy, wo, w3}
oder eben auch fiir {w;}. Dies wird auch im Zusammenhang mit dem spéter definierten
Begriff eines Wahrscheinlichkeitsmafies klar.

Beispiel 1.3. Urnenmodell I: Ziehen ohne Zuriicklegen
Wir betrachten das folgende, zunéchst verbal beschriebene Zufallsexperiment:

e In einer Urne befinden sich s schwarze und w weifse, ansonsten in ihrer Beschaffen-
heit gleichartige Kugeln.

e Aus dieser Urne werden nacheinander n Kugeln ,rein zuféllig“ und ohne Zuriickle-
gen gezogen (n < s+w =: N). (Wie vermutlich auch im Schulunterricht geschehen,
wird das Zufallsexperiment verbal und ohne rigorose mathematische Modellierun-
gen beschrieben. Mit der auf dieser Stufe iiblichen Formulierung ,rein zuféllig* ist
gemeint, dass jede der verfiigharen Kugeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ge-
zogen wird.)

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k schwarze Kugeln gezogen werden.

Losung: Wir beginnen wiederum mit Suche nach einer addquaten Beschreibung der
moglichen Versuchausgéinge. Naheliegend wéren:

Qb = {O, e ,n} (Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln)
02 = {(wl, coown) s w; €40, 1}} (,1 entspricht schwarz, ,0 weif).

Die obigen Mengen konnen ggf. verkleinert werden, z.B. kann Q) ersetzt werden durch
{(n —w)VO0,...,sA n} Die angegebene Wahl von Q) ist aber ebenso moglich; gef. gilt
P({w}) = 0 fiir gewisse w € QWM. Wichtiger ist jedoch, dass die durch Q") bzw. Q2
vorgenommenen Beschreibungen der moglichen Versuchsausgénge fiir die Bestimmung
der gesuchten Wahrscheinlichkeit nicht hilfreich sind. Stattdessen benutzen wir wiederum
den ,Kunstgriff der Zuriickfithrung auf ein Laplace-Experiment.

Losung: Wir nummerieren (zumindest gedanklich) die schwarzen Kugeln mit 1,...,s
und die weiffen mit s +1,..., N durch. Die Menge der méoglichen Versuchausgénge lisst
sich dann so beschrieben:

Q= {(wl,...,wn): w; € {1,...,N}, w; # wj fiiri;«éj}.

An dieser Stelle kann man sich leicht zu einer addquat scheinenden Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeiten durchringen: Aus ,,Symmetriegriinden* setzt man nun passenderweise
voraus, dass

1 1
PUY =2 = vv—g - ovonsy e




Das interessierende Ereignis stellen wir nun als Teilmenge von (2 dar:

E, = ,Es werden genau k schwarze Kugeln gezogen®
= {we: le(wi <s)=k}.
i=1
Hierbei bezeichnen wir mit 1(-) die Indikatorfunktion, welche im obigen Fall den Wert 1

annimmt, falls w; < s ist und andernfalls den Wert 0 annimmt. Es gilt

n

#E), = (k:

)s(s—1)~--(s—k:—|—1)w(w—1)--~(w—(n—k:)—l—l),

wobel der Binomialkoeffizient (Z) durch

n\ _ [ moen falls0<k<n,
k) 0 sonst

gegeben ist. Damit erhalten wir schlieflich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(Ee) = > P({})

k 1
:<MN—D~(N—n+D#m
_ n! s(s—=1)---(s—k+1) ww—-1)---(w—(n—Fk)+1)
NN-1)---(N—n+1) k! (n—k)!

Ein entsprechendes ,Verteilungsgesetz* (Spéter!) wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie
hypergeometrische Verteilung genannt.

Beispiel 1.4. Urnenmodell II: Ziehen mit Zuriicklegen

Wie beim vorangegangenen Beispiel wird vorausgesetzt, dass sich in einer Urne s
schwarze, w weifle, ansonsten aber gleichartige Kugeln befinden. Es wird n-mal ,rein
zuféllig® eine Kugel gezogen, welche sofort wieder in die Urne zuriickgelegt wird. Es
soll wiederum die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass dabei genau k-mal eine
schwarze Kugel gezogen wird.

Losung: Wir stellen dieses Zufallsexperiment wiederum in der Form eines Laplaceexpe-
rimentes dar. Wir stellen uns vor, dass die schwarzen Kugeln mit 1, ..., s und die weifsen
mit s+ 1,..., N durchnummeriert sind. Die Menge der méglichen Versuchausgénge lasst
sich nun so beschrieben:

Q= {(wi,...,wp): w; €{1,...,N}}.



An dieser Stelle sollte zumindest heuristisch nachvollziehbar sein, dass jedes mogliche
n-Tupel mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt, also

1 1
P({W}):%:m Yw € €.

(Eine fundierte Begriindung dieser Annahme wird erst moglich, nachdem der Begriff der
,stochastischen Unabhéngigkeit geklart wurde.) Das interessierende Ereignis kann als
Teilmenge von €2 beschrieben werden,

E, := ,Es werden genau k schwarze Kugeln gezogen®
= {we: le(wi <s) =k},
i=1
und es gilt

k

Damit ergibt sich fiir das interessierende Ereignis die folgende Wahrscheinlichkeit:
#E k n—k
n s s
P(E) = T2F = ) 1-= fir k=0,1,...,n.
( k) #Q (k’) (N) < N) ur ) y T

Beispiel 1.5. Verallgemeinerung von Beispiel

Wir nehmen an, dass ein Zufallsexperiment n-mal hintereinander durchgefiihrt wird,
wobei nur das Eintreten von ,Erfolg” interessiert und die einzelnen Versuchsausgénge
sich nicht beeinflussen. Die jeweilige Erfolgswahrscheinlichkeit bei einem Teilversuch sei
p € [0, 1]. Es ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass genau k Erfolge eintreten.

#E, = <n>skw"k.

Losung: An dieser Stelle bietet sich die Betrachtung eines addquaten Laplaceexperimen-
tes nicht direkt an. Falls jedoch p eine rationale Zahl wére, p = s/N fiir ganzahlige s,
N mit 0 < s < N, so konnte man stattdessen das Urnenmodell IT mit s schwarzen und
w = N — s weilsen Kugeln betrachten. Da sich wegen des Zuriicklegens auch im Ur-
nenmodell IT die einzelnen Versuchausgénge nicht beeinflussen (entsprechende Ereignisse
sind ,stochastisch unabhéngig®), so ist zumindest heuristisch klar, dass die zu Beispiel
gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich jener Wahrscheinlichkeit ist, dass bei Urnenmodell 11
genau k-mal eine schwarze Kugel gezogen wird. In diesem Fall gilt also

P(,,genau k Erfolge treten ein“) = (Z) pP(L—p)"F VE=0,1,...,n. (1.1)

Im Falle von irrationalem p lasst sich zwar kein dquivalentes Urnenmodell finden, jedoch
kann man p durch rationale Zahlen approximieren und es erscheint naheliegend, dass
auch in diesem Fall gilt. Eine fundierte Begriindung hierfiir wird nachgereicht nachdem
der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit eingefiihrt wurde.
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2 Mathematische Modellierung von Zufallsexperimen-
ten

In ersten Kapitel hatten wir einige einfache Zufallsexperimente vorrangig verbal beschrie-
ben und den in der Wahrscheinlichkeitstheorie {iblichen Formalismus nur ansatzweise be-
nutzt. Der Fokus auf konkrete Modelle hatte den Einstieg in dieses Gebiet vermutlich
erleichtert. Andererseits hat das Fehlen eines Formalismus beispielsweise verhindert aus-
zudriicken, was genau mit ,stochastischer Unabhéangigkeit gemeint ist; siche Beispiele
und Die Moglichkeit einer abstrakten Beschreibung von Zufallsexperimenten wird er-
lauben, Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht nur fiir spezielle Zufallsexperimente,
sondern in einem allgemeinen Rahmen herzuleiten.

Welche Bestandteile soll nun ein jedes Modell fiir ein Zufallsexperiment besitzen?
Zunéchst sollte die Menge der moglichen Versuchausgédnge in einer moglichst kompak-
ten, aber auch fiir die jeweiligen Zwecke geeigneten Form beschrieben werden. Die Men-
ge der moglichen Versuchsausginge wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie iiblicherweise
mit () bezeichnet und Grundraum genannt. Elemente von €2 sind dann die einzelnen Ver-
suchsausginge, genannt Elementarereignisse, und werden mit Kleinbuchstaben wie
z.B. w bezeichnet. Nun kommen wir zu den Wahrscheinlichkeiten. Bei einem Laplace-
Experiment sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten eines der moglichen Versuchs-
ausgéinge gleich 1/#). So ist bei Beispiel die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte
Folge von Nummern (wy, ..., w,) eintritt gleich 1/(N(N —1)--- (N —n+1)). In diesem
Fall waren wir aber gar nicht wirklich an der Wahrscheinlichkeit eines gewissen Musters
an Nummern interessiert, sondern lediglich an der Wahrscheinlichkeit, dass genau k der
gezogenen Kugeln rot sind. Da dies dquivalent dazu ist, dass genau k£ der gezogenen Num-
mern nicht groker als s sind, konnten wir ohne Miihe auch die Wahrscheinlichkeit des uns
interessierenden Ereignisses berechnen. Die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen werden
nun durch eine Funktion P beschrieben, welche den Ereignissen (Teilmengen von ) ihre
jeweilige Wahrscheinlichkeit zuordnet. Im Falle eines Laplace-Experimentes kann man
problemlos jeder Teilmenge von €2 ihre Wahrscheinlichkeit zuordnen. In diesem Fall ist
also P: 2% — [0,1] gegeben durch P(A) = #A/#Q fiir alle A C Q. (An dieser Stelle
wird das Symbol 29 anstelle anderer Schreibweisen wie z.B. P(f2) fiir die Potenzmenge
benutzt, damit eine zu grofe Ahnlichkeit mit dem Symbol P(A) fiir die Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses A vermieden wird.) Wir werden jedoch spéter sehen, dass wir in
gewissen, durchaus relevanten Féllen nicht jeder Teilmenge auf widerspruchsfreie Art ei-
ne Wahrscheinlichkeit zuordnen kénnen. Wir werden daher geeignete, wohl strukturierte
Systeme von Teilmengen von {2 heranziehen, auf denen dies dann gut moglich ist. Ein
mathematisches Modell fiir ein Zufallsexperiment wird aus den folgenden Bestandteilen
bestehen:

e (): Grundraum, Menge der moglichen Versuchausgénge, welche Elementarer-
eignisse genannt werden

e A: Menge jener Teilmengen von 2 (,Ereignisse”), denen Wahrscheinlichkeiten
zugeordnet werden

e P: A—[0,1]: , Wahrscheinlichkeitsmaf*.
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Hier kommen nun die exakten Definitionen:

Definition 2.1. Q) sei eine nichtleere Menge. Fin System A von Teilmengen von §2 heif$t
o-Algebra in 2, wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) NeA,

(i)  falls A € A, so folgt A° € A,
(iii)  falls Ay, As,... € A, so folgt |2, A; € A.
Falls statt (iii) nur die Figenschaft
(iii’)  falls Ay, Ay € A, so folgt Ay U Ay € A
gilt, so heifst A Algebra (Mengenalgebra) in (2.

Die Struktur einer o-Algebra A ist so, dass Ereignisse, welche iiblicherweise von Interesse
sind, auch tatsdchlich in A enthalten sind. Falls A € A und das Elementarereignis w
eingetreten ist, so bedeutet w € A, dass auch das Ereignis A eingetreten ist. Umgekehrt
bedeutet w € A€ dass das Ereignis A nicht eingetreten ist. Falls Ay, A, ... Ereignisse
aus A sind und das das Elementarereignis w eingetreten ist, so bedeutet w € (J;°, 4;,
dass mindestens eines der Ereignisse A;, A,, ... eingetreten ist. Weiter unten wird dann
gezeigt, dass aus Ay, A, ... € Astets (=, A; € Afolgt. w € .2, A; bedeutet schlieklich,
dass alle Ereignisse Aq, A, ... eingetreten sind.

Falls Q eine beliebige nichtleere Menge ist, so sind einfache Bespiele fiir o-Algebren
in 2 gegeben durch:

L -/41 = {@7 Q}?
o A, =2% (Potenzmenge von ().
Es ist leicht zu sehen, dass A; und Ay o-Algebren in €2 sind. Dariiber hinaus ist klar,
dass A; die kleinste und A, die grofite o-Algebra in €2 ist.
Definition 2.2. A sei eine o-Algebra in einer nichtleeren Menge §2. Eine Abbildung
P: A —[0,1] heifst Wahrscheinlichkeitsmafl auf A, falls
(1)  PQ)=1,
(ii)  Falls Ay, As, ... € A disjunkt sind, so folgt

P(QAi> = i;P (4:). (,o-Additivitit)

(Q, A, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum.
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An dieser Stelle sei noch einmal auf die Abstraktheit der Definition eines Wahrschein-
lichkeitsmafes hingewiesen. Es wird lediglich verlangt, dass die Funktion P auf einer
o-Algebra A in einer beliebigen Menge € definiert ist. Axiom (i) ist eine Normierungs-
bedingung und (ii) ist eine Eigenschaft, welche der Anschauung entspricht. Mit dem
hier vorhandenen Grad der Allgemeinheit geht die breite Anwendbarkeit dieser Konzepte
einher. Einige Eigenschaften einer o-Algebra seien im Folgenden aufgezéhlt.

Lemma 2.3. A sei eine o-Algebra in . Dann gelten:

(i) A, Ay...e A = N2, A €A,

(i) Ay,...,A,c A = U, AcA N_ AcA
(ii)) A, Be A = A\BeA

Beweis. Ubungsaufgabe 5, Serie 2 O

Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafen zu-
sammen.

Satz 2.4. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gelten:
(i) P(0)=0 (Nulltreue)
(ii)  Falls Ay, ..., A, € A disjunkt sind, so folgt

P( Q A,-) = zj; P (Al) (endliche Additivitét)

(ii)  Falls A,B€ A, AC B, so folgt
P(A) < P(B). (Isotonie)

(iv)  Falls A,B € A, AC B, so folgt
P(B\ 4) = P(B) — P(A). (Subtraktivitét)

(v)  Falls Aj, Ay, ... € A, A, C A1 Y €N, so folgt

P(A,) — P( U Ai>‘ (Stetigkeit von unten)

(vi)  Falls A1, Ay,... €A, A, D Ay Yn €N, so folgt

P(A,) — P( ﬁ AZ-) : (Stetigkeit von oben)

n—00 d
=1
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(vit)  Falls Ay, Ay, ... € A, so folgt

P( G 4;) < f: P(A;). (Sub-o-Additivitiit)
i=1 =1

Beweis. (i)  Wir wéhlen A; := 0 Vi € N. Da Q € A, so gilt auch A; = Q° € A. Aus
der o-Additivitat von P ergibt sich

P(0) = P(@Ai) = g:P(Ai) = gjp(@),

woraus P(()) = 0 folgt.

(i)  Wir wihlen A; := () Vi > n. Dann folgt aus (i) und der o-Additivitit von P, dass

P(Ua) = P(Ua) =3 Pa) = Do p(a)

i= M
=0, fiir i>n

(iii), (iv) Aus (ii) folgt, dass P(B) = P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A). Daraus
folgen jedoch (iii) und (iv).

(v)  Zum Beweis dieser Aussage werden wir die Eigenschaft der o-Additivitit heran-
ziehen, welche jedoch fiir disjunkte Mengen gilt. Daher werden wir | J;°, A; durch
eine Vereinigung disjunkter Mengen darstellen und definieren:

B, = AlaBQ = A?\Ala"~7Bn = An\(A1UUAn—1)7

Nun gilt

Daraus folgt ‘
U4 =UUs = Us;
i=1 i=1j=1 j=1

Da die Mengen B, Bs,... nach Konstruktion disjunkt sind, so folgt aus der o-
Additivitat und (ii), dass

P(QAZ) - P(QBi) _ gp(&)

= Jm 3 P(B) = m P(UB) = lim P(4)
i=1

(i =1

~



14

(vi)  Wir werden die soeben bewiesene Aussage (v) zum Beweis von (vi) benutzen.
Dazu ist allerdings eine nichtfallende Folge von Ereignissen erforderlich; (A1 \Ai)ieN
ist eine solche. Somit gilt nach (v):

lim P(A; \ A;) = P(U(Al\Ai)>. (2.1)

i—00 )
=1

Nun formen wir noch die Terme in (2.1]) so um, dass wir die gewiinschte Gleichheit
erhalten. Zunéchst gilt

lim P(A1\ A) = lim {P(A) = P(A)} = P(A) = lim P(4).  (22)

1— 00 1—00
Wegen

AI\A -

=1

||'Cg

(AmA) = Am(UAC)
- Am(ﬂA) - Al\(i:ﬂlAi)

erhalten wir

P(D(Al\Ai)> = P(Al\(fin)) — P(4)) — P(ﬁAi) (2.3)

Aus (2.1]) bis (2.3) folgt schlieklich (vi).

(vil)  Wir definieren wie beim Beweis von (v) disjunkte Menge, deren Vereinigung
U2, A; ergibt:

By = A1,By = A3\ Ay,....,B, = A\ (AiU---UA,_),...

Dann gilt
P(HAZ) :P<¢U13i> :; i(@ §;PA

<P(A;) wegen Isotonie

]

Im Folgenden wollen wir eine einfache Rechenregel herleiten, die Formel von Poicaré

und Sylvester, auch als Siebformel bekannt. Dazu bietet sich die folgende (wohl etwas
gekiinstelte) Fragestellung an:
n Teilnehmer einer Feier bringen jeweils ein Geschenk mit. Diese Geschenke werden
anschliefend ,rein zufillig® verteilt. (Dies ist eine wohl auch in Schulbiichern iibliche
Umschreibung der Tatsache, dass jede mogliche Verteilung mit derselben Wahrschein-
lichkeit eintritt.)
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Wie grof ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Gast sein eigenes Geschenk
erhalt? Wie verhélt sich diese Wahrscheinlichkeit wenn n sehr grofs ist?

Um moglichst ,unfallfrei zur Losung zu kommen, sollte man zunéchst ein mathema-
tisches Modell aufstellen. Damit lassen sich verbal getroffene Annahmen noch einmal klar
formulieren und notwendige Uberlegungen lassen sich auf solch einer abstrakten Ebene
besser beschreiben. Die Menge der moglichen Versuchsausginge léasst sich durch folgenden
Grundraum in geeigneter Form beschreiben:

Q= {(wl,...,wn): wi €4{1,2,...,n}, w; #w; fiirz';éj}.

(Hierbei ist unerheblich, ob w; = j das Ereignis ,Der i-te Teilnehmer bekommt das j-te
Geschenk. “ oder ,Das i-te Geschenk geht an den j-ten Teilnehmer. “ beschreibt; in bei-
den Féllen erhdlt man schliefslich dieselbe Losung.)

Die verbal getroffene Annahme, dass die Geschenke ,rein zufallig” verteilt werden bedeu-
tet, dass

1 1

gilt. Nun definieren wir Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten sich leicht bestimmen
lassen:

A; = ,Der i-te Gast erhélt sein eigenes Geschenk. = {w e w, = @}

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Gast sein eigenes Geschenk
bekommt, also P (A1 U---u An). Die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit ist nicht
trivial, da die Kardinalitdt der Menge A; U --- U A,, zumindest nicht offensichtlich ist.
Andererseits lassen sich jedoch die Wahrscheinlichkeiten des gemeinsamen Eintretens von
diesen Ereignissen bestimmen. So gelten #A; = (n — 1)! sowie, fiir i # j, #A, N A; =
(n — 2)! u.s.w., woraus

COH#O n!

,}%&QAQ::#&HAJ:(H_%!@¢ﬁ WS.W.

P(4;) 40 nl

folgen. Nun stellt sich die Frage, inwieweit diese Uberlegung bei der gewiinschten Bestim-
mung von P(A1 u---u An) hilft. Wir betrachten dazu zunéchst den Fall n = 2, welcher
auch Gegenstand des Schulunterrichts ist. Das Ereignis A; U Ay lésst sich folgendermafsen
als Vereinigung disjunkter Ereignisse darstellen:

ATUAy = (A1NA) U (A \ (AN Ay)) U (A (A1 N Ay)).

(Auf das obligatorische Bildchen sei an dieser Stelle verzichtet, da dies auch so offensicht-
lich ist.)
Damit ergibt sich unter Ausnutzung der Additivitat und Subtraktivitdt von P, dass
P(A1UAy) = P(AINAy) + P(A\ (AiNAy)) + P(A\ (41N Ay))
= P(A1NAs) + P(A) — P(AiNAy) + P(Ay) — P(Ai1NAy)

Dieses Ergebnis kann nun leicht auf den Fall von n Ereignissen verallgemeinert werden.
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Satz 2.5. (Formel von Poincaré und Sylvester, Siebformel)
(Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A, € A seien Ereignisse. Dann

qgilt:
P(UA,») = 3 (- 3 P(Ail N ﬂAik>.
i=1 k=1 (i1,0myig): 1<in <--<ig<n
Beweis. Ubungsaufgabe 7, Serie 2 n

Mit diesem Resultat lasst sich nun die ,Geschenkeaufgabe“ einfach 16sen. Es gelten
#{(1, .., i): 1< iy < oo <dp <np = (}) und, fir 1 <4 < -+ < i < m,
#(A;, N---NA;,) = (n— k). Damit folgt

P(A U UA,)

- Z P<Ai1) - Z P(Ai1 ﬂAiQ) 4.

i1: 1<i1<n —(n—1)!/n! (i1,i2): 1<ii<iz<n —(n—2)!/n!
C 4 (=1 > P(A,N---NA,)
(1y0emsin): 1< <o i<y S g
n\ (n —1)! n\ (n —2)! n\ (n —n)!
= ASEVAR AT —1)ntt A
(1) n! (2) n! * + (=) n n!
1 1 1 1
= N —— .. —1\nHl
R R T S A
SRR S R E DE 1
k=2 k=0

Wenn wir die Potenzreihenentwicklung e = Y77 (= \)*/k! benutzen, so sehen wir auch,
dass selbst fiir sehr grofses n die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast sein eigenes Geschenk
bekommt weder nahe 0 noch nahe 1 ist. Es gilt stattdessen

| —

lim P(A;U---UA,) =1 —

n—oo

(—D)F =1

o)

o

k=0

Die Verwendung des Konzeptes einer o-Algebra mag auf den ersten Blick abgehoben
und vielleicht auch unnétig wirken. Die néchste Aussage wird zeigen, dass man in einfa-
chen Situationen ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf allen Teilmengen von €2 definieren kann.
Das System aller Teilmengen bildet natiirlich auch eine solche o-Algebra, jedoch ist in
diesem Fall die abstrakte Definition eines solchen Mengensystems nicht erforderlich. Ver-
mutlich wird dieses Empfinden durch Erfahrungen aus dem Schulunterricht unterstiitzt,
wo man Ublicherweise nicht mit dem Begriff der o-Algebra belastigt wird. Andererseits
gibt es durchaus relevante Fille, in denen die widerspruchsfreie Festlegung eines Wahr-
scheinlichkeitsmafies auf allen Teilmengen eines geeigneten Grundraumes nicht mdglich
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ist. Ein Beispiel dafiir wird am Ende dieses Kapitels vorgestellt werden. Auch bei der
Festlegung von Wahrscheinlichkeitsmafien kann man zwangslaufig wieder beim Konzept
der o-Algebra landen; siehe ebenfalls das Beispiel am Ende dieses Kapitels. Die dann
vorausgesetzten Struktureigenschaften einer o-Algebra sichern, dass fiir die iiblicherweise
interessierenden Ereignisse tatséchlich die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert
sind.

Lemma 2.6. Q) sei eine nichtleere, hochstens abzihlbare Menge, d.h., Q = {w1,...,wNn}
bzw. Q = {wy,wa,...}. Weiter seien p; > 0 mit Zfilpi =1 bzw. Y oo p; = 1 gege-
ben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafs P: 2% — [0, 1] mit
P({wi}) = pi Vi.

Beweis. Wegen der zu beachtenden o-Additivitdt des zu definierenden Wahrscheinlich-
keitsmafies ist die einzig mogliche Definition gegeben durch

P(A) = Z Di VA C Q.

i wEA

Damit gilt insbesondere P({w;}) = p; Vi. AuBerdem erfiillt die so definierte Funktion
P: 2% —[0,1] die Axiome eine WahrscheinlichkeitsmaRes. Es gelten nimlich

P(Q) = Zpi =1

sowie, fiir beliebige disjunkte Mengen A;, A,, ... € 22,

P(L)AO = > p=> > Pj:zi:P(Ai)~

j: wiel; 4s 1 Jrwi€A;

]

Es kann also konstatiert werden, dass im Falle eines hochstens abzahlbaren Grund-
raumes §) die Festlegung der Wahrscheinlichkeiten auf allen einelementigen Mengen {w}
fiir w € Q) hinreichend ist. Als o-Algebra kann dann stets die Potenzmenge von €2 gewahlt
werden. Falls jedoch der Grundraum 2 iiberabzéhlbar ist, so kann die Definition eines
Wahrscheinlichkeitsmakes durchaus komplizierter werden. Wir betrachten dazu noch das
folgende Beispiel, welches wohl {iber den Unterrichtsstoff an Gymnasien hinausgeht, je-
doch eine Illustration fiir die Notwendigkeit der verwendeten Konzepte liefert.

Wir stellen uns vor, dass eine unverfilschte Miinze (d.h., beim Werfen erscheinen ,Wap-
pen“ oder ,Zahl“ jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2) unendlich oft ,rein zuféllig"
geworfen wird. (Bevor Protest angemeldet wird: Dies ist in der Praxis vermutlich schwer
durchféhrbar; jedoch sind Modelle mit unendlich vielen Versuchsdurchfithrungen fiir theo-
retische (z.B. asymptotische) Betrachtungen durchaus iiblich. Fiir den Mathematiker ist
es hinreichend, dass solch ein Modell widerspruchsfrei konstruierbar ist.)
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Als Grundraum zur Beschreibung der moglichen Versuchausgénge eines solchen Zufalls-
experiments drangt sich natiirlich

Q= {(wl,wQ,...): w; € {0,1}}

auf. Bevor wir nun die Festlegung einer geeigneten o-Algebra diskutieren, iiberlegen wir
uns, welche Eigenschaften das zu konstruierende Wahrscheinlichkeitsmal P besitzen soll-
te. Fiir beliebige wf,...,w/, € {0,1} definieren wir das Ereignis A = {w € Q: w; =
Wi, ..., wy = w)}. Da die Miinze unverfélscht sein soll und die einzelnen Miinzwiirfe sich
nicht beeinflussen sollen (spéter fassen wir dies unter ,stochastischer Unabhéngigkeit®),
so muss P so festgelegt werden, dass

P(A) = 27" (2.4)

Somit gilt fiir beliebiges w’ € €2, dass

n

P({w’}) < P({wEQ: wlzwi,...,wn:w’n =2  VneN,

woraus P({w/}> .

folgt. An dieser Stelle wird bereits offenbar, dass eine Definition des Wahrscheinlichkeits-
mafes anhand der Festlegung der Wahrscheinlichkeiten einelementiger Teilmengen von €2
zu keinem sinnvollen Ergebnis fiihrt. Aus Symmetriegriinden ist jedoch klar, dass P die im
Weiteren beschriebene Figenschaft haben sollte. Ausgehend von Abbildungen 7,,: €2 — €2
mit

Tn<W) = (wlw'-awnflvl_wn7wn+17wn+2a'--)

definieren wir zu A C €2 die Menge
T(A) = {To(w): we A},
Falls wir nun P auf 29 definieren, so sollte gelten
P(T,(A4)) = P(4) VAe€2? VneN. (2.5)

Die nun folgende Aussage zeigt, dass es kein Wahrscheinlichlichkeitsmaf P auf 2% gibt,
welches diese Symmetrieeigenschaft besitzt.

Bemerkung 2.7. Es gibt kein Wahrscheinlichlichkeitsmaf P auf 22, welches (2.5 er-
fillt.

Beweis. Die Idee des Beweises besteht darin, dass wir €2 in abzéhlbar viele disjunkte
Ereignisse zerlegen, welche wegen (2.5 alle dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen. Dies
liefert dann einen Widerspruch.
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Zunéchst definieren wir mit Hilfe der Abbildungen 7, (n € N) eine Aquivalenzrelation
auf Q. w und W’ seien dquivalent (w ~ w'), falls ny,...,np € N und k € N existieren mit

w = Tnl QO+« - oTnk(w/)’

d.h., w unterscheidet sich von w’ nur an endlich vielen Stellen. Es ist leicht zu sehen, dass
~ tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf Q definiert, d.h., ~ besitzt die Eigenschaften
der Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitat. Nun wihlen wir aus jeder Aquivalenzklasse
genau einen Représentanten; dies ergibt die Menge A. Weiter sei

T = {Tnlo---oTnk: ni,...,nE €N, k:EN}
die Gesamtheit endlicher Verkniipfungen der 7,,. Nun gelten:

a) 7T ist abzdhlbar unendlich,

b)  Urer T(4) = @,

c) falls S,T €T und S #T,s0 S(A) NT(A) =0, (Dies sicht man am einfachsten
indirekt. Es seien also S, 7 € T und S # T'. Falls nun w € S(A)NT(A), so existieren
wg,wr € A mit w = S(ws) = T(wr). Darus folgt jedoch, dass wr = T o S(wg),
d.h. ws ~ wr. Da A aus jeder Aquivalenzklasse nur ein Element enthilt, folgt
wg = wy. Nun miisste aber w = S(wg) = T'(wg) gelten, was wegen S # T' zu einem
Widerspruch fiihrt.)

d furT =T, 00T, gilt

Aus b) bis d) folgt nun, dass

1= P©Q) = P(UTMA) = 3 P(T(4) = > P(4).

TeT TeT TeT

Dies ist jedoch unméglich, da nach a) 7 abzdhlbar unendlich ist. O

Trotz der hier dargestellten Problematik ist es mdoglich, auf widerspruchsfreie Art ein
Modell fiir den abzéhlbar oft wiederholten Miinzwurf zu konstruieren. Dies erfordert al-
lerdings tiefliegende Hilfsmitte aus der sogenannten Maftheorie, weswegen wir hier auf
eine detaillierte Darstellung verzichten. Die Definition eines addquaten Wahrscheinlich-
keitsmafes P auf einer geeigneten o-Algebra A erfolgt dann in den folgenden Schritten:

e P wird zunéchst auf Mengen einfacher Bauart festgelegt: Fiir A = {w el w =
Wiy enny Wy = w;} fir gewisse wi,...,w,, € {0,1}, n € N definieren wir

P(A) =27 (2.6)
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o Wir wihlen A als die kleinste o-Algebra in €2, welche alle Mengen der obigen Bauart
enthalt.

Nun hilft ein tatsachlich tiefliegender und in seiner Bedeutung kaum zu unterschéatzender
Satz aus der Mafstheorie, welcher besagt, dass es ein eindeutig bestimmtes Wahrschein-
lichkeitsmafs P auf A gibt, welches die obige Eigenschaft besitzt.

Nach der vorher bewiesenen Bemerkung ist klar, dass A # 29 gilt. Trotzdem
enthélt A eigentlich alle Mengen, welche normalerweise von Interesse sind. Ein weiterer
Vorteil dieses Zuganges ist, dass eine konkrete Festsetzung der Wahrscheinlichkeiten nur
fiir sehr einfach strukturierte Mengen erforderlich ist, was in der Tat elementar ist.
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3 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem Kapitel wollen wir uns dem Begriff der (elementaren) bedingten Wahrschein-
lichkeit ndhern. Um die spéter folgende abstrakte Definition nachvollziehen zu kénnen,
betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel.

Wir stellen uns vor, dass sich in einer Urne s schwarze und w weifse, ansonsten gleichar-
tige Kugeln befinden (s > 2, w > 1). Aus dieser Urne werden ,rein zuféllig“ nacheinander
zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Angenommen, beim ersten Ziehen wurde eine
schwarze Kugel gezogen, wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass beim zweiten
Ziehen wieder eine schwarze Kugel gezogen wird?

Losung: Die gesuchte (bedingte) Wahrscheinlichkeit kann auch ohne komplizierte Rech-
nungen leicht bestimmt werden. Wahrend die Wahrscheinlichkeit, dass beim ersten Ziehen
eine schwarze Kugel gezogen wird, gleich s/(s + w) ist, finden wir vor den zweiten Zie-
hen eine verdnderte Ausgangssituation vor. Nachdem eine schwarze Kugel aus der Urne
entnommen wurde, befinden sich noch s — 1 schwarze sowie w weifte Kugeln in der Urne.
Da wiederum davon ausgegangen wird, dass beim zweiten Ziehen jede der noch verfiigba-
ren Kugeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen wird, ist die gesuchte bedingte
Wahrscheinlichkeit gleich (s — 1)/(s +w — 1).

Wir betrachten nun die in Beispiel benutzte Modellierung durch ein Laplace-

Experiment. Dazu nummerieren wir die schwarzen Kugeln mit 1, ... s und die weifsen mit
s+1,...,s4+w =: N durch. Da nur zwei Mal gezogen wird, konnen wir den Grundraum
so wahlen:

Q= {(wl,wg): wiE{l,...,N}, wl#(JJg}.
Wie bereits erlautert, handelt es sich hier um ein Laplace-Experiment, d.h.

1 1

P = = W Q.
W =gg=vm-p ™€
Wir definieren die folgenden Ereignisse:
Ay = ,erste gezogene Kugel schwarz* = {w e w < s},
Ay = ,zweite gezogene Kugel schwarz = {w €N wy < 5}.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beim ersten Ziehen eine schwarze Kugel gezogen wird, ergibt
sich nun als 1 N1
P(Al):# 1 sV ) ==
#Q N(N —-1) N
Analog kann man auch die Wahrscheinlichkeit, dass beim zweiten Ziehen eine schwarze
Kugel gezogen wird, erhalten:

# Ay s(N —1) s
P(Ay) = = = —. 3.1
(42) #Q  N(N—-1) N (31)
Wenn nun aber nach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, dass nach Ziehen einer schwar-
zen Kugel eine weitere schwarze Kugel gezogen werden soll, so dndert sich die Aus-

gangslage: Elementarereignisse w € A{ konnen nun nicht mehr eintreten und
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die Menge A; tritt an die Stelle des bisherigen Grundraumes (). Nach wie vor
sind nun die noch verbliebenen Elementarereignisse gleichwahrscheinlich. Jenes Ereignis,
dass nach dem Ziehen einer schwarzen Kugel eine weitere schwarze Kugel gezogen wird
entspricht dem Ereignis A; N Ay. Somit ergibt sich fir die (bedingte) Wahrscheinlich-
keit P(A2 | Al), dass nach Ziehen einer schwarzen Kugel eine weitere schwarze Kugel
gezogen wird,

#AINA s(s—1)  s(s—1) s P(A; N A)
P(Ay | 4) = Ty _s(N—1)_N(N—1)/N_—p(A1) . (3.2)

An dieser Stelle kann man erkennen, wie die in (3.1)) angegeben Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten von A, angesichts des Bekanntwerdens des Eintretens von A; angepasst
wurde. Wir kommen nun zu einer formalen Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition 3.1. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien Ereig-
nisse.

Falls P(B) > 0, so heifit

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

die (elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit wvon A unter der Bedin-
gung/Hypothese B.
Falls P(B) =0, so setzen wir P(A| B) = 0.
Falls P(B) > 0, so heifit
P(-1B): A—10,1]

bedingte Verteilung von A unter der Bedingung/Hypothese B.

Der hier eingefiihrte Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist im Rahmen dieser Vor-
lesung und wohl auch im Rahmen des Schulunterrichts ausreichend. In Féllen, wo es
wichtig ist, bedingte Wahrscheinlichkeiten anzugeben obwohl die bedingenden Ereignisse
Wahrscheinlichkeit 0 besitzen, lasst sich mit Mitteln der Maftheorie die Definition be-
dingter Wahrscheinlichkeiten entsprechend erweitern. Zur Abgrenzung von jener in der
(fortgeschrittenen) Mathematik iiblichen Definition gebrauchen wir hier gelegentlich das
Wort ,elementar zur ndheren Charakterisierung der gewahlten Reichweite der Definition.

Ein interessanter Aspekt wird bei der obigen Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit klar: Nach dieser Definition gilt im Falle des Urnenbeispiels auch

P(AlﬁAg) o S—l
P(4,)  N-1

P(A ] Ay) =

Das mag zunéchst nicht der Intuition entsprechen, da in der zeitlichen Abfolge das Ereig-
nis A; nur vor dem Ereignis A, eintreten kann. Die Moglichkeit solch einer , Zeitumkehr*
ist aber bei der obigen formalen Definition durchaus gewollt. Und letztlich ist es selbst auf
anschaulicher Ebene nachvollziehbar: Nehmen wir an, es wird wie oben beschrieben zwei
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Mal hintereinander aus der Urne gezogen. Ein Beobachter des Experimentes verrat Thnen,
dass beim zweiten Ziehen eine schwarze Kugel gezogen wurde. Mit diesem Zusatzwis-
sen ausgestattet, wie hoch wiirden Sie die Wahrscheinlichkeit ansetzen, dass beim ersten
Ziehen ebenfalls eine schwarze Kugel gezogen wurde? — Nachdem das Experiment des
zweimaligen Ziehens ausgefiihrt wurde ist das Eintreten von A; nicht mehr zufillig. A,
ist halt eingetreten oder auch nicht. Da wir aber nicht iiber das Eintreten bzw. Nichtein-
treten von A; informiert sind, messen wir dem eine gewisse Wahrscheinlichkeit zu. Mit
Wahrscheinlichkeiten kann also auch dann sinnvoll gerechnet werden, wenn die Entschei-
dung tiber das Eintreten/Nichteintreten des interessierenden Ereignisses bereits gefallen
ist, man selbst aber nicht dartiber informiert ist. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit wird
somit auch gebraucht, wenn nicht nur ,reiner Zufall® vorkommt, sondern wenn wir kei-
ne oder nur teilweise Kenntnis von Ausgang eines Zufallsexperimentes besitzen. (Auch
wenn im Skatspiel die Karten bereits ausgeteilt sind, so spekuliert ein halbwegs wach-
samer Spieler dennoch, mit welcher Wahrscheinlichkeit zwei fiir ihn passende Karten im
sogenannten ,Skat“ liegen.)

Der folgende Satz fasst einige wichtige Aussagen bzw. Rechenregeln im Zusammen-
hang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten zusammen.

Satz 3.2. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(i)  Falls B€ A und P(B) > 0, so ist
P(-1B): A—0,1]
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A.

(i)  (Multiplikationssatz)
A1, ..., A, € A seien beliebige Ereignisse. Dann gilt

P(AN---NA,) = P(A)P(Ay | A) - P(An | Ain---N A, ).

(i)  (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
A, A, € Abzw. Ay, Ag, ... € A seien disjunkte Ereignisse mit Zizl P(Ai) =1
und A € A sei ein weiteres Ereignis. Dann gilt

P(A) = ZP(A | Az’)P(Az‘)'

i>1

Teil (i) des obigen Satzes bedeutet, dass auch fiir bedingte Verteilungen jene Eigen-
schaften und Rechenregeln gelten, die fiir gewohnliche Wahrscheinlichkeitsverteilunegn
hergeleitet wurden. Aussagen (ii) und (iii) sind sicher vielen aus dem Schulunterricht
bekannt, auch wenn sich diese Rechenregeln dort hinter den beriihmten Baumdiagram-
men verstecken. Die formelméfigen Darstellungen verdeutlichen, an welchen Stellen beim
Durchgehen eines Baumdiagrammes mit gewohnlichen bzw. bedingten Wahrscheinlich-
keiten gerechnet werden muss. Wir werden im Folgenden einen mathematisch fundierten
Beweis dieser Aussagen liefern.
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Beweis von Satz[32. (1)  Ubungsaufgabe

(ii)  Wir beweisen die Aussage durch vollstéandige Induktion. Es sei zunéchst n = 2.
Falls P (Al) > 0, so gilt nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(Ag | Ay) = P(A1 N Ag)/P(Al), woraus die Behauptung folgt. Falls P(Al) =0,
so erhalten wir P(A1 N Ag) =0= P(Al)P(AQ \ Al).

Wir nehmen nun an, dass die Formel fiir n — 1 Ereignisse gilt. Dann folgt

P(ANANA;N---NA,,)
=B

= P(B) P(As|B)---P(A, | BNAsN---NA,)
N——
=P(A1)P(Az2|A1)

(iii)  Falls U5, A = Q, so folgt A=ANQ=AN(U;s; Ai) =U;>; (AN 4;). Da aus
der Disjunktheit von Ay, A, ... auch die von AN Ay, AN As, ... folgt, erhalten wir
aus der o-Additivitdt von P sowie Aussage (ii), dass

P(A) =) P(ANn4A) \:/Z P(A| A)P(A).
i>1 (i) >1

Wenn wir jedoch die Aussage (iii) in voller Allgemeinheit beweisen wollen, miissen
wir aufpassen: Zi>1P(Ai) = 1 bedeutet selbst bei disjunkten A;, As, ... nicht
notwendigerweise, dass (J,»; 4; = €, da es ggf. nichtleere Mengen B € A geben
kann mit P(B) = 0. Wir definieren also 4y := Q\ (U,», 4;). Nun gelten Q =
Uizo Ai und

P(A)) = P(Q) — P([J4) = P(Q) - DY _P(4) = 0.

i>1 i>1

Daraus folgt, dass

P(A) = p(Am(UAi)) - P(U(an4))

- Zp(Afixi) = P(ijmi)P(Ai)
= z_:P(A|AZ-)P(Ai)_.

i>1
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Die folgende Rechenregel diirfte auch den meisten aus dem Schulunterricht bekannt sein.

Satz 3.3. (Satz von Bayes, Bayessche Formel)

(Q,A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, Ay, ..., A, € A bzw. Ay, Ay, ... € A seien
disjunkte Ereignisse mit Y., P(A;) = 1. B € A sei ein weiteres Ereignis mit P(B) > 0.
Dann gilt

P(B] 4)P(A)

Pz P(BA)P(A)

P(A, | B) =

Die inhaltliche Bedeutung dieser Aussage wird klar, wenn man Aj, As, ... als mogliche
,Ursachen” und B als eine mogliche ,Wirkung” ansieht. Falls man nun P(Al) , P(Ag), .
und P(B | 4;),P(B| As),...kennt und B eingetreten ist, so kann man mit dieser Formel
auf jene Wahrscheinlichkeit schlieffen, dass Ay eingetreten ist. (Die abstrakte Definition
bedingter Wahrscheinlichkeiten gestattet auch solch eine ,Zeitumkehr.)

Beweis von Satz[3.3 Nach (ii) und (iii) aus Satz [3.2] folgt
P(ANB)  P(B|A)P(A)
P(B) >is1 P(B | Ai) P(Ai)

P(Ac| B) =

]

Beispiel 3.4. Das folgende Beispiel fiir eine Anwendung der Bayesschen Formel findet
sich auf Seite 53 im Buch von Hesse [2].

Die Trisomie 21 ist eine genetische Anomalie, deren Trager das Chromoson 21 dreifach
besitzen (Down-Syndrom). Die Auspragung dieser Anomalie beim Kind kann durch eine
Fruchtwasseruntersuchung pranatal festgestellt werden, was jedoch mit einer gewissen
Unsicherheit versehen ist. So wird angenommen, dass der Befund in 99% der Falle positiv
ist, falls Trisomie 21 vorliegt. Falls Trisomie 21 nicht vorliegt, so ist der Befund in 99%
der Fille negativ. Die Haufigkeit des Auftretens des Down-Syndroms beim Kind héngt
stark vom Alter der werdenden Mutter ab. So kommt es bei einer 25-jahrigen Mutter
in einem von 1250 Fillen, bei einer 43-jahrigen Mutter dagegen in einem von 50 Féllen
vor. Fallt nun ein medizinischer Test auf Trisomie 21 positiv aus, so stellt sich fiir die
werdende Mutter die Frage, wie hoch denn nun die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Kind
das Down-Syndrom besitzt.

Losung:  Zur besseren Beschreibung der Uberlegungen definieren wir Ereignisse:
D := ,Down-Syndrom liegt vor*, A := ,Test ist positiv‘. Nun gelten im Falle einer 25-
jahrigen Mutter:

1 124
P(D) = 1250’ P(D") = 1253’
PAID) =2 palDp) =

100
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Damit ergibt sich fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Kind einer 25-jédhrigen
bei einem positiven Testergebnis das Down-Syndrom aufweist
P(A|D)P(D)

PWTA) = 5amDypD) + Pla DypD — - = 007

Im Falle einer 43-jahrigen Mutter ergeben sich dagegen

1 49
P(D) = —, P(D°) = —
woraus
P(D|A) =~ 0,67
folgt.

Sollte jedoch der Test negativ ausfallen, so kann wohl in beiden Fillen Entwarnung ge-
geben werden:

. 8,1-10°6 bei 25-jihriger Mutter,
PD]A%) ~ { 2,1-1074 bei 43-jahriger Mutter.

Bei diesem Beispiel ist iibrigens ein typisches Muster erkennbar. Im Falle seltener Krank-
heiten (oder Ereignisse) muss selbst ein positives Ergebnis eines recht zuverlassigen Tests
noch nicht bedeuten, dass diese Krankheit tatsdchlich mit einer hohen Wahrscheinlichkeit
vorliegt. Umgekehrt liefert ein negatives Testergebnis weitgehend Gewissheit, dass solch
eine Krankheit nicht vorliegt.
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4 Stochastische Unabhangigkeit

Die Definition des Begriffs der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Ereignisse wird ver-
mutlich auch ohne vorbereitende Betrachtungen als der Intuition nicht vollstandig wider-
sprechend erkannt. Andererseits ist vielleicht nicht klar, ob damit genau das abgebildet
wird, was man intuitiv unter ,,Unabhéngigkeit” verstehen wiirde. Wir werden uns daher
mit einer einfachen Uberlegung an eine formale Definition herantasten. Wir nehmen an,
dass A und B zwei Ereignisse auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) sind. Um tri-
viale Fille auszuschlieffen setzen wir voraus, dass P(A) weder 0 noch 1 ist. Wie soll man
nun das voneinander ,unabhéngige” Eintreten der Ereignisse A und B formal beschrei-
ben? Sicher wird jeder zustimmen, dass die Verwendung des Begriffs der Unabhéngigkeit
gerechtfertigt ist, wenn das Eintreten/Nichteintreten des Ereignisses A keinen
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B hat, d.h.,

P(B|A) = P(B| A°).

Wegen P(B) = P(A)P(B | A) + P(A°)P(B | A¢) = (P(A) + P(A°))P(B | A) gilt diese
Gleichheit genau dann, wenn
P(B) = P(B|A).

Das jedoch ist dquivalent zu
P(ANB) = P(A)P(B| A) = P(A)P(B),

was nun die folgende formale Definition nahelegt.

Definition 4.1. (Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € A
heifien stochastisch unabhangig, falls

P(ANB) = P(A)P(B).

Die Begriffsbildung der stochastischen Unabhéngigkeit wurde hergeleitet unter der Vor-
aussetzung, dass P(A) weder 0 noch 1 ist. Die gegebene Definition schliefst aber den
Fall von P(A) € {0,1} ein. Es ist leicht zu sehen, dass zwei Ereignisse A und B stets
stochastisch unabhéngig sind, falls P(A) € {0, 1}.

Wir werden die Definition der stochastischen Unabhéngigkeit nun auf den Fall von
mehr als zwei Ereignissen erweitern. Dazu betrachten wir das einfache Beipiel des einma-
ligen Ziehens aus einer Urne mit vier von 1 bis 4 durchnummerierten, ansonsten gleich-
artigen Kugeln. Dies wird addquat beschrieben durch ein Modell mit Q = {1,2,3,4},
A =2%und P({w}) = 1/4 Vw € Q. Wir betrachten die Ereignisse A = {1,2}, B = {1, 3}
und C' = {1,4}. Nun gelten

P(ANnB) = P(A)P(B), P(ANnC) = P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C),
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d.h., jeweils zwei dieser Ereignisse sind stochastisch unabhéngig. Andererseits erhalten
wir, dass

P(ANBNCQC) =

| =

Dies erklart die nun folgende Definition.

Definition 4.2. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;)icr sei eine Familie
von Ereignissen, wobei I eine beliebige Indexmenge ist. Dann heiffen die Ereignisse

e paarweise stochastisch unabhéngig, falls
P(A;NA)) = P(A4)P(4;)  Vi,jel miti#j,
e (vollstiandig) stochastisch unabhingig, falls fiir jede endliche und nichtleere

Menge Iy C I gilt
P(N4) =TT P(a).

i€l i€lp

Bemerkung 4.3. Aus P ( Ny Ai> =1, P(A;) folgt im Allgemeinen nicht die (voll-
standige) stochastische Unabhéngigkeit der Ereignisse Ay,..., A,. Hier ist ein einfaches
Gegenbeispiel:

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) sei ein Ereignis A € A mit P(A) € (0,1)
gegeben. Wir definieren A; = A, := A sowie A3z = ). Dann gilt

P(A;NAsNA3) =0 = P(A;)P(As) P(As).
Andererseits gilt
P(A;NA4y) = P(A) > P(A)” = P(A,)P(A,),
d.h., A1, Ay, A; sind nicht stochastisch unabhsngig.

Falls € eine nichtleere Menge ist und A C Q, so ist das Mengensystem {0, A, A°, Q}
die kleinste o-Algebra in (2, welche die Menge A enthélt. Etwas hochgestochen wird
{0, A, A¢,Q} auch die von A erzeugte o-Algebra genannt. Die folgende Aussage zeigt, dass
sich die Eigenschaft der stochastischen Unabhéngigkeit von Ereignissen auf die jeweiligen
erzeugten o-Algebren iibertragt.

Lemma 4.4. (Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;)ier sei eine Familie von
stochastisch unabhingigen Ereignissen. Weiter seien B; € {0, A;, AS,Q} (i € I) beliebig.
Dann ist (B;)ie; ebenfalls eine Familie von stochastisch unabhdingigen Ereignissen.
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Beweis. Wir mssen zeigen, dass fiir eine beliebige nichtleere und endliche Indexmenge
Iy C I und beliebige Ereignisse B; € {0, A;, A5, Q} (i € 1) die Eigenschaft

P( N B) = [17(5) (4.1)

erfiillt ist. Wir beweisen dies durch eine vollsténdige Induktion iiber die Kardinalitat der
Mengen Ij.

Der Induktionsanfang erfordert keinerlei iiberlegung, da im Falle von # 1, = 1 tri-
vialerweise erfiillt ist. Wir nehmen nun an, dass die Eigenschaft fiir beliebige Index-
mengen Iy mit #1p = n—1 > 1 und beliebige B; € {0, A;, A5, Q} (i € Ip) erfiillt ist. Es sei
nun /; eine beliebige Indexmenge mit # 1y = n. Zur Vereinfachnung der Darstellung neh-
men wir an, dass Iy = {1,...,n} sei. Esseien By € {0, Ay, A{,Q}, ..., B, € {0, A,, A5, Q}
beliebig. Es ist also zu zeigen, dass

P(Bin---NB,) = P(B))- P(B,). (4.2)
Wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit der A; gilt

P(AiN-NA,) = P(A4) - P(Ay).
Wir werden in dieser Gleichung sukzessive die Ereignisse A; durch die jeweiligen B;

ersetzen und dabei zeigen, dass die ,Produkteigenschaft erhalten bleibt. Wir nehmen
daher an, dass fir k € {1,...,n} die Gleichheit

P(Bin- N By N AN N A) = P(BY) - P(Biy) P(4) -+ P(Ay).
bereits gezeigt wurde und werden zeigen, dass daraus
P(Bin- OB Aga NN Aw) = P(B1) -+ P(B)P(Agi) - P(An). (43)
folgt. Wir unterscheiden nun zwischen den vier moglichen Féllen fiir das Ereignis Bj:
1)  Falls By = Ag, so ist bereits gezeigt.

2)  Falls By = (), so sind beide Seiten von (4.3|) Null.

3)  Falls By = €, so konnen wir die Induktionsvoraussetzung nutzen, welche besagt,
dass die gewiinschte Figenschaft fiir #1y = n — 1 gilt. Es gilt ndmlich

P(Blﬂ---ﬂBkﬂAka---ﬂAn) P<31m---mBk_mAka--ﬂAn)

= P(B) - P(Bio) P(Ai) -~ P(4,)

~
<

—  P(B)---P(B)P(Ar1) - P(A).
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4)  Falls B, = A, so folgt
P(Blﬂ---ﬂBkﬂAkHﬂ---ﬂAn)
- P(Blm-.-mBk,lm(Q\Ak)mAka.--mAn)
_ P(BmmmBk,lQOAk+1m~--mAn)

. P(31mn-ﬁBk_lmAkﬂAk+1ﬂ-~-ﬂAn>

= P(Bi) -+ P(Bj_1)P(Aps1) -+ P(Ay)
— P(B1) - P(By_1)P(Ar) P(Aps1) - - P(A)
= P(Bi1)--P(By_1) (1= P(Ap)) P(Ap1) - P(Ay).

ns

In allen vier Fillen gilt also (4.3), woraus schlieflich (4.2) folgt. Damit ist der Indukti-
onsbeweis beendet und (4.1)) ist bewiesen. O

Mit dem Resultat von Lemma[4.4]sind wir jetzt in der Lage, das in Beispiel [I.5|eingefiihrte
Verteilungsgesetz fundiert zu begriinden. Wir setzen also voraus, dass ein Zufallsexpe-
riment n Mal hintereinander durchgefiihrt wird und dass die Erfolgswahrscheinlichkeit
jeweils p € [0,1] betrdgt. Wir nehmen an, dass jene Ereignisse, dass in den einzelnen
Versuchen Erfolge eintreten, stochastisch unabhéngig sind. Wir erarbeiten uns jetzt eine
fundierte Begriindung fiir die bereits in Beispiel angegebene Wahrscheinlichkeit, dass
insgesamt genau k Erfolge (k € {0,1,...,n}) eintreten.
Wir beschreiben die Gesamtheit der moglichen Versuchausgénge durch

Q= {O,l}n = {(wl,...,wn): w; € {0,1}}.

Wir werden das entsprechende Wahrscheinlichkeitsma® auf der Potenzmange A4 = 2%
vom Grundraum {2 festlegen und definieren zunéchst noch die folgenden Ereignisse:

A;1 = ,Erfolg im i-ten Versuch* = {w e w;, = 1},
Aip = ,Misserfolg im i-ten Versuch® = A7, = {w e w; = 0}.
Nun ist klar, dass
N _ D falls j=1, | _ 5,1 \1-j
P(A'L’j) - { 1 _p’ faHS ] — 0 - p] (1 p) .
Es sei nun w = (wy,...,w,) € 2 ein beliebiges Elementarereignis. Da nach Voraussetzung

die Ereignisse A, 1, ..., A, 1 stochastisch unabhéngig sind, so folgt nach Lemma dass
auch die Ereignisse A, ..., A,., diese Eigenschaft besitzen. Daher folgt

Pl = P(An 0 4) = [1P(4)

_ pri(l —p)e = pZ?:1 wi (1 — p)n—Z?:ﬂ'Ji_
i=1
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Da #{w €eQ: Y w= k} = (Z) gilt, so folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass genau &
Erfolge eintreten:

P({w e Q: iwi = k}) = Z PP —p)t = (Z) PP (1 —p)" k.

w: Y wi=k

5 Zufallsvariable

Zum Einstieg in dieses Kapitel beginnen wir wieder mit einem einfachen Beispiel, mit dem
Wiirfeln beim Spiel ,Die Siedler von Catan. Wie bereits geschildert, wird dabei gleich-
zeitig mit zwei (unterscheidbaren) Zahlenwiirfeln sowie einem weiteren ,Ereigniswiirfel”
gespielt. Hierbei konnten verschiedene Aspekte von Interesse sein:

e Augensumme beider Zahlenwiirfel
e Augenzahl des roten Zahlenwiirfels

e Symbol des , Ereigniswiirfels”
Bei der Modellierung ergeben sich somit die folgenden Erfordernisse:

e den interessierenden Ereignissen sollen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden

e das,Zusammenwirken“ dieser Ereignisse muss definiert werden (Beispielsweise kann
die Augensumme nicht 10 sein, wenn der rote Zahlenwiirfel , 14 zeigt.)

Um diesen Erfordernissen gleichzeitig gerecht zu werden, gehen wir folgendermafien vor:
Wir withlen einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), welcher das gesamte
Zufallsexperiment beschreibt. Wenn wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Seiten
des , Ereigniswiirfels” zusétzlich mit den Zahlen von 1 bis 6 beschriftet sind, so bietet sich
folgendes Modell an.

Q = {(wl,WQ,W:S): wie{lv"'76}}’
P({w}) = 1/6° weQ,  A=2"

Die uns interessierenden Aspekte kénnen nun durch Abbildungen X;: 2 — R beschrie-
ben werden:

Xl((wlaw27W3)> = Wi + wa,

X2<(w1,w2,w3)> = Wi

- , falls wsg < 3,
X2<(“’1’°"2’”3)> - { 0, falls wy > 3.



32

Was bringt nun diese etwas sperrig wirkende Herangehensweise? Das Ereignis ,,Augensum-
me beider Zahlenwiirfel ist 10* kann als eine Teilmenge von €2 dargestellt werden, ndmlich
{we: Xi(w)=10} = X;({10}). Hierbei bezeichnet X; ' nicht die Umkehrfunktion
von X; (welche in diesem Fall auch nicht existiert), sondern X; '({10}) bezeichnet dass
sogenannte vollstdndige X;-Urbild der Menge {10}. An dieser Stelle muss man nun,
zumindest bei komplexeren Modellen, vorsichtig sein. Wir sind an Wahrscheinlichkei-
ten interessiert, dass eine Zufallsvariable X Werte in einer gewissen Menge B annimmt.
Das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafs P ist auf dem System A von Teilmengen
von () definiert. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit wohldefiniert, falls die Menge
X7'(B) ={w e Q: X(w) € B} in der o-Algebra A tatséichlich enthalten ist. Aus diesem
Grunde sind in der Wahrscheinlichkeitstheorie die folgenden Begriffe iiblich.

Definition 5.1. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Abbildung X : ) — R heiffit messbar, falls

X (~o0,2]) ={weQ: X(w)<z} €A VzeR

gilt. (X7Y(B) heifst vollstindiges X-Urbild der Menge B.)

Eine Zufallsvariable X auf (2, A, P) ist eine messbare Funktion X :  — R.

Eine Zufallsvariable X heifit diskrete Zufallsvariable, falls {X(w): w € Q} eine
endliche oder abzdihlbar unendliche Menge in R ist.

Fiir die Schulpraxis relativiert sich wohl die Wichtigkeit dieser Begriffe, da dort in der
Regel mit einfachen Zufallsmodellen gearbeitet wird. Falls beispielsweise A = 29 ist, so
ist offensichtlich jede Abbildung X : 2 — R messbar. Dennoch sollen diese in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie iiblichen Details an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, da sie
beispielsweise in jedem (ernst zu nehmenden) Lehrbuch iiber Wahrscheinlichkeitstheo-
rie vorkommen. Das folgende Lemma vermittelt einen ersten Eindruck, Mengen welchen
Typs Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden konnen.

Lemma 5.2. (Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X: Q — R sei eine Zu-
fallsvariable. Dann gelten:

(i) X Y(a,b]) € A, X'({a}) € A, X (a,b]) €A Va,beR.

(i)  Falls zusitzlich Qx = {X(w): w € Q} héchstens abzihlbar ist, so gilt
X-Y(B) € AVBCR.

Beweis. (i) Es seien a,b € R mit a < b beliebig. Indem wir die Struktureigenschaften
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der o-Algebra A ausnutzen sehen wir, dass

X ((a,b]) = {weQ: X(w) e (a,b]}
= {wEQ'Xw)Sb}\{wEQ X(w) <a}
= X '((- ,])/\\X (( oo,a})/E A,

[

-~

€A eA
"({a}) = (X ((a=1/n,a)) € A
n=1
X ([a,0]) = (VX '((@a=1/n,b]) € A.
(Hier wurde benutzt, dass Durchschnitte und (Mengen)differenzen von Mengen

aus A selbst in A liegen.)
(ii) Es sei B C R beliebig. Dann gilt

=Ux'=) = U x'({=})

B BN
e xe X cA

(Hier wurde benutzt, dass die Menge B N Qx hochstens abzihlbar ist und eine
abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus A ebenfalls in A liegt.)
O

Wir betrachten kurz zwei einfache Beispiele welche zeigen, dass die Forderung der Mess-
barkeit keine storende Einschrénkung darstellen muss.

(i)  (Augensumme beim zweimaligen Wiirfeln)
Als zugrundeliegender Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) bietet sich an:

1
Q={1...,6}x{1,....6}, A=27  PHw}) = 35 Wweo
Eine geeignete Zufallsvariable X ist dann gegeben durch

X(w) = wy +wy Yw e

Da in diesem Fall A = 2% gilt, ist die Abbildung X: Q — R offensichtlich auch
messbar.

(ii)  (Indikatorvariable)
(QA, P) sei ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und A € A sei ein Ereignis.
Dann ist 14: ©Q — R mit

Ia(w) = 1, falls w € A,
AWIT 10, fallswég A
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eine Zufallsvariable auf (€2, A, P), welche das Eintreten bzw. Nichteintreten des Er-
eignisses A anzeigt. Die erforderliche Messbarkeit lasst sich leicht durch Betrachten
der moglichen vollstéandigen Urbilder iiberpriifen. Es gilt

0, falls x < 0,
]121((—00,33]) = ¢ A° falls z € [0, 1),
Q, falls z > 1.

Da mit A auch die Mengen (), A° und Q in A liegen, folgt die Messbarkeit der
Abbildung 1 4.

Wir wollen den mit Zufallsvariablen verbundenen Ereignissen auch Wahrscheinlich-

keiten zuordnen:

Definition 5.3. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X: Q — R sei eine
Zufallsvariable. Dann ist

Ax = {BCR: X '(B)e A}

eine o-Algebra in R. (siehe auch Ubungsaufgabe 14)

Die Abbildung P*: Ax — [0,1] mit

P¥(B) == P({weQ: X(w)eB}) = P(X'(B)) VBeAx

heifst Verteilung von X unter P.

Lemma 5.4. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R sei eine Zu-
fallsvariable. Dann ist PX: Ax — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf Ax .

Beweis. Wir iiberpriifen die Axiome eines Wahrscheinlichkeitsmafes:

(i)

(i)

(iii)

Fiir beliebiges B € Ax gilt:

By, By, ... € Ax seien disjunkt. Dann sind X~ *(B;), X" }(B,),... € A ebenfalls
disjunkt und es folgt

#(Um) = o (0m) - (0o
_ gp(){—l(&)) - gPX(BZ-).
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Beispiele (Fortsetzung)

Da es sich bei den hier betrachteten Beispielen um Zufallsvariable mit einem hochstens
endlichen Wertebereich handelt, geniigt es, die Verteilung P¥ fiir einelementige Ereignisse
zu bestimmen. Der Rest folgt dann aus der o-Additivitét.

(i)  Augensumme
In diesem Fall gilt { X (w): w € Q} ={2,3,...,12}. Fiir k € {2,3,...,12} erhalten

PY*({k}) = P(X'({k}) = P{w e Q: wi+ws =k})

#{WGQ: w1+CL)2:]€} o 6—’7—/{7|
36 N 36

(ii))  Indikatorvariable
Hier ist {X(w): w € Q} ={0,1} und es gelten

Pe({}) = P(13({1}) = P(A).
Pia(fo}) = P(15'({0})) = P(A°).

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable soll einen ,mittleren” Wert ausdriicken, um wel-
chen eine Zufallsgrofe schwankt. Dabei erweist sich ein mit den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten gewichtetes arithmetisches Mittel als in vielerlei Hinsicht gut geeignet.
Falls X: ©Q — R eine diskrete Zufallsvariable auf (€2, .4, P) ist mit {X(w): w € Q} =
{z1,...,2n} bzw. {X(w): w € Q} = {z1,29,...} (x; # z; fir i # j), so liegt folgende
Definition nahe:

EX = Z@P(;{w € X(w)= xz]:)

i>1

TV
€A da Xmessbar

Mit diesem etwas vorschnellem Vorpreschen wird jedoch ein Detail aufer Acht gelassen:
Es ist nicht ausgeschlossen, dass X abzéhlbar unendlich viele, sowohl positive als auch
negative Werte annimmt. In diesem Fall kann es sein, dass der Wert der obigen unend-
lichen Reihe von der gewdhlten Durchnummerierung der Werte von X und daher von
der entstehenden Summationsreihenfolge abhéngt. Dies ist jedoch problematisch, da es
in solchen Fillen oftmals keine kanonische Summationsreihenfolge gibt. Aufserdem wird
das Rechnen mit Erwartungswerten éfters eine Anderung der Summationsreihenfolge er-
fordern. Mit der folgenden Definition wird dieses Problem beriicksichtigt.
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Definition 5.5. X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), wobei {X(w): we Q} ={x1,...,2n5} bzw. {X(w): w e Q} = {x1,29,...}
(v: # 3, fiiri # ).

(i) Falls {X(w): weQ}={x1,...,2n}, s0

EX =Y x:P*({z;}).

i=1

(i)  Falls {X(w): weQ}={zr1,29,...} und X(w) >0 Vw €, so

EX = lePX({xZ})

=1

(iii)  Im allgemeinen Fall zerlegen wird X in seinen nichtnegativen Anteil X und seinen
nichtpositiven Anteil X, d.h., Xt (w) = max{X(w),0}, X (w) = X (w) — X(w).
Falls nun EX' < oo oder EX~ < 00, s0

EX = EXT — EX™ = Y P ({zi}) = > (—2)P*({z:}).

i x; >0 i x; <0
In diesem Fall gilt auch
EX =Y x:P*({z:}),
i=1
wobei die unendliche Reihe auf der rechten Seite unabhdngig von der gewdhlten

Summationsrethenfolge ist.

Falls EXt = oo und EX~ = 00, so ist der Erwartungswert von X nicht definiert.

EX heifit Erwartungswert von X.

Im Hinblick auf den Schulunterricht sollte man sich nicht von dieser etwas ldnglichen
Definition abschrecken lassen. Solange Zufallsvariable mit endlich vielen moglichen Wer-
ten oder nichtnegative diskrete Zufallsvariable behandelt werden, ist die Existenz des Er-
wartungswertes stets gesichert und dessen Definition kann auf direktem Wege wie in (i)
bzw. (ii) erfolgen.

Lemma 5.6. X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(0, A, P). Falls Q héchstens abzihlbar ist, A = 2 und der Erwartungswert von X exis-
tiert, so gilt

EX =) X(w)P({w}).

weN
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Beweis. Wir betrachten zunichst die Erwartungswerte von X und X, da diese in
jedem Fall existieren. Es gelten

EXt = Z 2 P({w: X(w) = z;})

i x>0
= > o Y PHw}) =) XTwP({w})
i ;>0 w: X(w)=z; weN

sowie, mit analoger Rechnung,
= 2 X @P({w}).
wel

Falls nun der Erwartungswert von X existiert, so ist mindestens einer der Erwartungs-
werte EX T bzw. EX~ endlich. Dann folgt

EX = EXT-EX = Y XwP{w})- Y (-Xw)P({w}) =D XwP({w})
w: X(w)>0 w: X(w)<0 weN

(Die Summe auf der rechten Seite ist unabhéngig von der Summationsreihenfolge.) [

Lemma 5.7. X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), wobei {X(w): we Q} ={x1,...,on} bzw. {X(w): w € Q} = {x1,29,...}
(x; # x; firi#j). f: R— R sei eine beliebige Funktion. Dann gelten:

(i) Y = f(X): Q= RmitYw):=f(X(w)) Yw € Q ist ebenfalls eine diskrete
Zufallsvariable auf (2, A, P).

(ii)  Falls der Erwartungswert von'Y existiert, so

EY =Y f(z;)P*({z;}).

J=1

Beweis. (i)  Da {Y(w): w € Q} offensichtlich hchstens abzihlbar ist, muss nur noch
die Messbarkeit der Abbildung Y: € — R gezeigt werden. Fiir beliebiges y € R
gilt

Yo ((—00y)) = {we: f(Xw) <y}

= U {wEQ X(w —x}eA
ir f(wi)<y E.A

(In der letzten Zeile handelt es sich um eine Vereinigung von hochstens abzahlbar
vielen Mengen aus A.)
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Die Zufallsvariable Y nehme Werte vy, ..., yn bzw. y1,ys, ... an (y; # y; fiir i # j).
Falls Y(w) > 0 Vw € Q, so ist die Existenz des Erwartungswertes von Y gesichert
und es gilt:

EY = Zyz ({w: (X)) =u})
— Zy2P< U 4{w: X(w):xj}>

Jr flz5)=yi
= Z Z f(a:j)P<{w: X(w) = :cj}>
iog: fzg)=y

= Z fx;) P ({;}).

Falls Y sowohl positive als auch negative Werte annimmt, so zerlegen wir ¥ =
Y™ — Y. Nach den vorherigen Betrachtungen gelten

EY" = > f(a)P*({;})

j: f(x)>0

und
EY™ = Y (=f(z)P*({z;}).
i f(z)<0
Die vorausgesetzte Existenz des Erwartungswertes von Y bedeutet, dass mindestens
einer der beiden Erwartungswerte EY ™ oder EY ™~ endlich ist. Somit folgt

EY = EY* — BY ™ = Zf(xj)PX({xj}).

(Die rechte Seite ist hierbei unabhéngig von der gewahlten Durchnummerierung der
Werte von Y'.)
O

Lemma 5.8. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X: Q@ — R sowie
Y: Q — R seien diskrete Zufallsvariable. Dann gelten:

(i)
(i)

(iii)

Falls 0 < X(w) < Y(w) Yw € Q, so folgt 0 < EX < EY.

Falls E|X| < 00, so folgen EXT < 0o und EX~ < oo. Somit existiert auch der
Erwartungswert von X und ist endlich.

Falls o, 8 € R, s0 ist Z: Q@ — R mit Z(w) = aX(w) + BY (w) ebenfalls eine
diskrete Zufallsvariable. Falls zusdtzlich EX und EY endlich sind, so gilt

EZ = a EX + BEY.
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Beweis. Wir bezeichnen mit x4,...,zy bzw. x1,x9,... sowie y1,...,yn bzw. y1, 9, . ..
(x; # xj, y; # y; fiir i # j) die moglichen Werte von X bzw. Y.

(i)

(i)

(iii)

Da X und Y nichtnegative Zufallsvariable sind, so ist die Existenz ihrer Erwar-
tungswerte gesichert. FX > 0 ist angesichts der Definition des Erwartungswertes
als ein gewichtetes arithmetisches Mittel offensichtlich.

Nun gilt

EX = 3 wiP({w: X(w) =u})
— ixiZP({w: X(w) =z} N{w: Y(w) =y;})
_ ixipj({w: X(w) =i, Y(w) =y;})
_ MZ 7 P({w: X(w) =, Y(w) =1y,})

(1,5): zi<y;

< Y yP{w X =m, V) =y})

= ...= LY.

Hierbei gilt das Gleichheitszeichen in der drittletzten Zeile der Formel, da
P{w: X(w)>Y(w})=0.

Da Xt (w), X (w) < | X (w)] fiir alle w € Q gilt, so folgt nach (i), dass
EXT EX~ < E|X| < o.
Somit existiert der Erwartungswert von X und ist endlich.

Offensichtlich ist {Z(w): w € Q} = {ozxi + By 1,5 > 1} hochstens abzéhlbar.
Auflerdem gilt fiir beliebiges z € R

{w: Z(w)gz} = U \{w: X(w):xi}ﬂ{w: Y(w):yj} € A,
(i,4): ami+By;j<z A

d.h., Z ist eine diskrete Zufallsvariable.

Wir beweisen nun:

a) FElaX|=aFEX,
b) E[X+Y]=EX + EY.

zua) Esgilt

ElaX| =)oz PY ({z;}) = |a| E|X]| < 0.
Daher existiert auch der Erwartungswert von aX und ist endlich. Es gilt nach

Aussage (ii) von Lemma [5.7] dass
ElaX] = Za:vi P*({z;}) = a EX.
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zu b)  Es seien zunéchst X und Y nichtnegative Zufallsvariable. Dann existiert auch
der Erwartungswert von X + Y und bei den nachfolgenden Rechnungen kann
die Summationsreihenfolge beliebig vertauscht werden. Wir bezeichnen mit
21, ..., 2K bZW. 21,29, ... (2 # z; fir i # j) die moglichen Werte der Zufalls-
variable Z := X 4+ Y. Es gilt

E[Z] = Zzz ({w: Z(w) = =z})
- Zm( U o X = ) =)

(k) zjtyr==2i

— Z Z (zj + yx) P({w: X(w) =z, YV(w) = yk}>

'7k"): x]"’_yk 24

= Z(%’erk <{w X(w) =2, Y(w ):yk}>
_ Z%ZP {w: X(w) =, Y(w) =yx})

J/

-

P({w: X(w)=z;})

+ ZykZP {w: X(w) =2, Y(w)=u})

J/

P({w: Y(W)*yk})
= EX + LY.

Falls nun X und/oder Y nicht notwendigerweise nichtnegativ sind, so kon-
nen wir folgendermafsen argumentieren: Nach Voraussetzung sind EX und
EY endlich, was insbesondere E|X| < oo und E|Y| < oo impliziert. Wegen
|Z(w)| < |X(w)|+ Y (w)]| Vw € Q folgt

E|Z| < E[|X|+ Y]] = E|X| + E)Y]| < .

Somit sind alle oben auftretenden Reihen absolut summierbar. Daraus folgt,
dass auch in diesem Fall bei den obigen Rechnungen die Summationsreihenfol-
ge beliebig vertauscht werden kann und die obige Gleichungskette bleibt somit
giiltig.

O

Definition 5.9. X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Dann heifit
E [X k] das k-te Moment von X.

Falls zusdtzlich EX endlich, so heifst
E[(X — EX)*] das k-te zentrale Moment von X.

(In beiden Fallen wird vorausgesetzt, dass diese Erwartungswerte existieren.)
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Insbesondere heiffen
var(X) = E[(X — EX)?] die Varianz von X

und
var(X) die Standardabweichung von X.

Bemerkung 5.10. X sei eine diskrete Zufallsvariable mit F [X 2} < 00. Dann gelten
(i) var(X) = E[X?] — (EX)’,

(i) falls a, B € R,
var (X + B) = o var(X).

Beweis. (i) Wegen | X (w)| < X?(w) + 1 folgt E|X| < F[X?] 4+ 1 < oco. Somit ist EX
endlich und var(X) ist wohldefiniert. Nun gilt:

E|(X - BEX?| = E[X*-2X-EX + (EX)’]

2

= E[X?] —2FE[X-EX] + (EX)
=(EX)?
- E[X?] — (EX)™

(i)  Nach Aussage (iii) von Lemma gilt E[aX + ] = aEX + 3, d.h., der Erwar-
tungswert von aX + [ ist endlich und die Varianz ist wohldefiniert. Nun gilt

var(aX + 3) = E:(OéX + B - E[aX—i—ﬁ])2]
E:(ozX + 08— aFEX — 5)2}
E

:a2 (X — EX)Q} = o? var(X).

]

Als Néchstes fiihren wir Mafzahlen ein, welche den Grad der Assoziation zweier Zu-
fallsvariablen beschreiben.

Definition 5.11. X und Y seien diskrete Zufallsvariable auf (Q, A, P) mit E[X?] < oo
und E[YQ] < 00. Dann heifst

cov (X,Y) i= E|(X = EX)(Y — EY)]
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die Kovarianz von X und Y. Falls zusdtzlich var(X) > 0 und var(Y) > 0 sind, so heifit

cov(X,Y)
corr (X,Y) :=
( ) Vvar(X) y/var(Y)

die Korrelation von X und Y.

Bemerkung 5.12. (i) Die in der vorangegangenen Definition auftretenden Erwar-
tungswerte sind endlich. Neben der bereits bekannten Endlichkeit von £ X und FY
folgt aus der Ungleichung

[(X(w) — EX)(Y(w) — BY)| < ((X(w) — EX)* + (Y(w) — EY)")/2

dass
E|(X — EX)(Y — EY)| < (var(X) + var(Y))/2 < oo.
Somit existiert E[(X — EX)(Y — EY')] und ist endlich.
(i) Es gilt

cov(X,Y) = E[X-Y] - E[X-EY] — E[Y -EX| + E[EX - EY]
:E)\(,EY :E)\(,EY :E;{EY
= E[X-Y] - EX-EY.

In Kapitel |4 wurde der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit von Ereignissen ein-
gefiihrt. Es sei daran erinnert, dass Ereignisse (Ai)ie 7 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) stochastisch unabhéngig sind, falls fiir alle endlichen und nichtleeren Teilmen-
gen Iy von [ die folgende Eigenschaft gilt:

P( N AZ-> - [I P(4).

icly i€lp

Die Definition der stochastischen Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen baut auf dieser De-
finition auf: Wir werden Zufallsvariable stochastisch unabhéngig nennen, wenn alle damit
verbundenen Ereignisse stochastisch unabhéingig sind. Hier ist eine formale Definition:

Definition 5.13. (X;);cs sei eine Familie von diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£, A, P). Diese Zufallsvariablen heiffen stochastisch unabhéngig,
falls fiir alle endlichen und nichtleeren Teilmengen Iy von I die folgende Eigenschaft gilt:

P(N{we® Xiwe}) =[[P({vee Xwea}) vocR

i€lp i€lp
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Bemerkung 5.14. Zum Nachweis der stochastischen Unabhéngigkeit der Zufallsvaria-
blen (X;);c; geniigt es, die obige ,Produkteigenschaft” fiir einelementige Mengen nachzu-
weisen. Es seien ; := {Xi(w): w € Q} = {x“,xﬁ, . } bzw. Q; = {Xi(w): w € Q} =
{xﬂ, T Mi} (¢ € T). Wir nehmen an, dass fiir jede endliche und nichtleere Teilmenge I
von [ die Eigenschaft

P(ﬂ {w e Q: X,-(w)::viji}) = HP({wEQ: Xi(w):xiji}) Vi, >1 (I €ly)

i€ly i€lp

gilt. Es sei nun zur Vereinfachung der Schreibweise Iy = {1,...,n}. Fiir beliebige Mengen
Q1,-..,Qn C R erhalten wir

P(é{w: Xi(w) € Qi})
= P(ﬁ U {w: Xi(w):xij}>

=1j: 2i5€Qi
= P( U {UJZ Xl(CU) :$1j1,...,Xn<w) :$n]n})

(J1se-dn)t @15, EQ1seesTnjy EQn

_ Z P({w: Xi(w) = 2155, Xn(w) =3ann}>

(jl 77777 ]n) T1jq EQI ~~~~~ mn]’neQn

— Z ﬁP({w: Xi(w) = %})

(J1rsdn)t T1j; EQLyesTnjy, €Qn =1

= 1211 ) ZQ_P({M: Xi(w) = %]})

. HP({w: Xi(w) € Qi}).
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Der folgende Satz vermittelt eine einfache aber wichtige Rechenregel fiir ganzzahlige
unabhéngige Zufallsvariable.

Satz 5.15. Xi: Q — Z und X5: Q — Z seien stochastisch unabhdngige ganzzahlige
Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Dann gilt

P(Xi1+Xo=k) = > P(X;=0)P(Xy =k-1) VkeZ

l=—00

Beweis. Es gilt fiir beliebige k € Z

o0

P(Xi+ X = k) = P(|J {w Xiw) =1, Xo(w) =k -1})
_ P({w: Xi(w) =1, Xo(w) = k—l})
= i P(X, = )P(X, = k—1). —~

Beispiel
X; ~ Bin(ng,p) und Xy ~ Bin(ng,p) seien stochastisch unahéngig. (P(X; = k) =
(”i)pk(l —p)"k fiir k=0,1,...,n;.) Dann gilt

k
X1 + X2 ~ Bin(m +n2,p).

Natiirlich ist diese Aussage leicht anschaulich nachvollziehbar: Wenn ein Zufallsexperi-
ment n;-mal ,voneinander unabhéngig” wiederholt wird und die Wahrscheinlichkeit eines
yErfolges jeweils p ist, so ist die Gesamtzahl der Erfolge binomialverteilt mit Parame-
tern n; und p. Fithrt man nun nacheinander zwei voneinander unabhangige Blocke sol-
cher Zufallsexperimente mit jeweils ny bzw. ny Teilversuchen durch, so entspricht das der
(ny + ng)-fachen voneinander unabhéngigen Wiederholung des Zufallsexperimentes und
die Gesamtzahl der Erfolge ist dementsprechend binomialverteilt mit Parametern nq + ns
und p.

Die Korrektheit dieses Schlusses kann man mit der in Satz angegebenen Formel
leicht nachpriifen. Fiir k£ € {0,1,...,n; + ny} (Die Zufallsvariable X; + X5 kann nur diese
Werte annehmen.) gilt:

P(Xi+ Xy =k) = Y P(Xy=1)P(Xy=k—I)

l=—00

- i (T)pl(l —p)" (knj l>pkl(1 — p)r2= (D)

=0

k
_ n n
= Pl —pmiret Z < ll) (k _2 l) :
1=0

J/

-~

(1)
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Lemma 5.16. (X,);c; sei eine Familie von unabhdngigen diskreten Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und f;: R — R (i € I) seien beliebige Abbil-
dungen.

Dann ist (f;(X;)).

el ebenfalls eine Familie von unabhdngigen diskreten Zufallsvariablen.

Beweis. Iy sei eine beliebige endliche und nichtleere Teilmenge von I; Q; C R (i € Ip)
seien ebenfalls beliebig. Dann gilt

P( ﬂ {w: filXi(w)) € Ql}) = P( m {w: Xi(w) €

! P({w: Xiw) € le<R@> })
= H P({w: filXi(w)) € QZ}>

Lemma 5.17. X undY seien stochastisch unabhdingige diskrete Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Falls

(i) X(w)>0,Y(w)>0 Yw € Q
oder
(ii)) E|X| < oo, E|Y| < o0,

so folgt
E[X-Y} = EX - LY.

Beweis. (i) Es sei Z(w) = X(w) - Y(w). Wie iiblich seien {X(w): w € Q} =
{171,1'2,...}, {Y(w): w € Q} = {yl,yg,...} und {Z(w): w € Q} = {21,22,...},
wobel z; # xj, y; # y; und z; # z; fiir ¢ # j gelten. Nun gilt

E[X-Y] = EZ =) xP(Z=x)

_ szp< U {w: X(W)Z%‘,Y(W):ij

k (1,9): ziyj=zk

= D a Y, PX=u=zY=y)

(4,0): Tiyj=2k

= Y zyP(X =1;)P(Y =y;) = EX - EY.
1,
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(i) Falls E|X| < cound E|Y| < 00, so folgen EXT < 00, EX~ < 00, EY " < 00 sowie
EY~ < oo. Da aus der Unabhingigkeit von X und Y auch die von X* und Y=
folgt, so gilt nach (i)

E[X*Y*] = EX* - EY™.
Wegen (X - Y)+(w) =XT(w) YT (w) + X (w) - Y~ (w) folgt
Bl(X V)| = E[x* vt 4 x v
— BlX*vt| 4 Blx YT
= EXT-EY' + EX -EY".
Analog erhalten wir wegen (X -Y) (w) = X" (w) Y (w) + X (w) - Y (w), dass
E[(X-Y)| = EX*-BY" + EX - EY",

Somit erhalten wir

E[xX-Y] = E[(X V)] - B|[(x-V)]
— EXT.EY' 4+ EX -EY — EX'-EY™ — EX -EY"
(EX+ _ EX—) : <EY+ _ EY‘) _ EX - EY.

Lemma 5.18. X,..., X, seten diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P) und es gelte E[X?] <ocoVi=1,...,n.
Dann gelten

(i)  var (Xl +o Xn) = > i var (Xz) + Z(m): iz COV (Xi7 Xj)'
(ii)  Falls zusatzlich Xy, ..., X, stochastisch unabhingig sind, so folgen
cov (XZ-, Xj) =0, fallsi#j,

sowne

var (X1 + —|—Xn) = Zvar (Xz)
i=1

(iii) <E (X - XQD2 < F[X}] - E[X3] (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
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Beweis. (i) Wegen E[X?] < oo folgt E|X;| < co Vi = 1,...,n und somit ist auch

(i)

(iii)

E [X 1 + -+ -+ X,] endlich. Damit ist die Varianz von X; + - -- + X,, wohldefiniert.
Es gilt

2
var (X, + -+ X,) = E[<X1+--~+Xn—E[X1+~~+Xn]>}

- E[((X1 —EX) 4 o+ (X, —EXn))Q]

= > B|(X— BX) (X, - EX))]

ij=1

= Zn:var (Xz) +
i=1

cov (Xz, XJ) .
(i) i#J

Falls X; und X; stochastisch unabhéngig sind, so sind nach Lemma auch
(Xl- — EXZ-) und (X i —EX j) stochastisch unabhéngig. Nach Lemma folgt nun

fiir i # j, dass

cov (Xi, X;) = B[(X; - BX)(X; - BX;)]

— E[X,- EX)]-E[X, - EX]] = 0.
Die zweite Aussage in (ii) folgt dann aus (i).
Es gilt
0 < B|(BX{]-X; - E[X, X -Xlﬂ

= = () B - (B X)) E[x

= B[x7) {B[x7) B[x3) - (B[xx)) )

Nun unterscheiden wir zwischen zwei Fallen:
1. Fall. E[X}] =0
Dann folgt jedoch P{w: X;(w) # 0}) =0 und es gilt

E[X,X,] = 0 = \JE[X7] - \/E[X3].

2. Fall:  E[X?] >0
Dann ist jedoch die Differenz in geschweiften Klammern nichtnegativ.
In beiden Fillen folgt nun die behauptete Ungleichung.
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Zum Abschluss dieses Kapitels werden noch zwei niitzliche Schranken fiir sogenannte
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten hergeleitet.

Satz 5.19. X sei eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Dann gelten

(i) ({w w)| > 5}) < EX ve > 0. (Markoff-Ungleichung)

€

(it)  Falls zusitzlich E[X?] < oo gilt, so

X
({w ‘ — EX ‘ > 5}) var(2 ) Ve > 0. (Tschebyscheff-Ungleichung)
5
Beweis. (i)  Es sei {1,...,2n5} bzw. {z1,25,...} die Menge der moglichen Werte

von X. Dann gilt

({w \>5}> = P( U {w: X(w):xi})

it |z >e
= Z P({w: X(w) ::1:1}>
i |xi|>e
|z
< P{w: X(w) =}
i %>5 < ( )
E|X
< - Z]ml\ P({w X(w —wz}> |5 |
i>1
(i)  Wir wenden (i) auf die Zufallsvariable Y := (X — EX )2 an und erhalten
P({w: |Xw) - BX|22}) = P(|X-EX[" > &)
E[(X —EX)}  var(X)
= g2 ez
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6 Gesetze der grofien Zahlen

Warum zocken halbwegs gebildete Menschen eher selten an Spielautomaten oder im Ca-
sino? Vielleicht spielt hierbei das Gefiihl eine Rolle, dass sich iiber einen langen Zeitraum
Gliick und Pech irgendwann ausgleichen. Und da der Spielautomatenbetreiber bzw. der
Besitzer des Casinos Gewinn machen mochte ist zu erwarten, dass ein jeder Spieler iiber
einen langen Zeitraum Verluste macht. In diesem Kapitel werden wir Gesetze herleiten
(und rigoros beweisen) welche diese Heuristik bestétigen.

Betrachten wir das Beispiel des Roulette-Spiels. Der Spieltisch weist 37 Zahlenfelder
auf, welche von 0 bis 36 durchnummeriert sind. Ein Spieler kann u.a. auf das Erscheinen
einer bestimmten Zahl wetten, indem er einen Jeton (Chip) auf eines dieser Zahlenfelder
platziert. Sind die Einsétze getétigt, setzt der Croupier die Roulette-Scheibe in Bewegung
und wirft die Kugel entgegen der Drehrichtung in den Zylinder. Jenes Zahlenfeld auf der
Roulette-Scheibe, in welches die Kugel schlieflich fallt, gibt die gewinnbringende Zahl an.
Im Idealfall ist die Wahrscheinlichkeit eines Gewinns pro Spiel gleich 1/37. Die Auszah-
lungsquote im Gewinnfall wird mit 35:1 angegeben. Da der Spieler im Gewinnfall jedoch
zuséatzlich seinen Einsatz zuriickbekommt, erhélt er somit das 36-fache seines Einsatzes.
Nehmen wir an, ein Spieler wettet n-mal auf das Erscheinen der Zahl ;7. Wir bezeichnen
mit H, := Anzahl der Gewinne-(1/n) die sogenannte relative Hiufigkeit der Gewinne.
Wenn wir die naheliegenden Annahmen treffen, dass die Gewinnwahrscheinlichkeit pro
Spiel jeweils 1/37 ist und die Ereignisse, dass in den einzelnen Spielen Gewinne eintreten
unahéngig sind, so gilt

nH, ~ Bin(n,1/37).
Wir werden zeigen, dass
H, _ “1/37

gilt, wobei die hinter ,, — “

n—oo
Angenommen, der Spieler setzt nun in jedem seiner Spiele 1 Euro. Wir bezeichnen mit X;

die Auszahlung, die er nach dem i-ten Spiel erhélt. (Im Gewinnfall sind es 36 Euro, im
Verlustfall bekommt er nichts.) Dann ist offensichtlich EX; = 36/37. Im Weiteren zeigen
wir auch, dass

versteckte Konvergenzart noch prézisiert werden muss.

\ 1 - «
X, = E;Xi o 36/37

gilt. Beriicksichtigt man noch, dass jedes Spiel den Einsatz von 1 Euro gekostet hat so

wird klar, dass der Spieler tendenziell Geld verliert. Auch hier ist wiederum ,,— “ noch
n—oo

Zu prazisieren.
Was genau bedeutet nun ,, — “7

n—oo

Da z.B. nH,, ~ Bin(n, 1/37) ist, so gilt fiir alle n € N, dass
1
P<{w€Q: ’Hn(w)—ﬁ‘ > 5}) > 0,

falls ¢ < %. Man kann also nicht, wie in der Analysis iiblich, einfach sagen, dass fiir alle
e > 0 ein (hinreichend grofses) n. € N existiert mit

‘Hn(w)—%} < e Vn > n..
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Andererseits folgt mit p = 1/37 aus EH, = p, var(H,) = p(l — p)/n und der
Tschebyscheff-Ungleichung, dass

p(1 —p)/n
P({w: |Hp(w) — p| > 5}) < Q= Ve >0,
Es besteht also eine gewisse Tendenz, dass sich die relative Haufigkeit mit wachsendem n
der Wahrscheinlichkeit p annéhert. Diese Art der Konvergenz wird durch folgende Defi-
nition beschrieben.

Definition 6.1. (X,,).en sei eine Folge von diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) und X sei eine weitere diskrete Zufallsvariable. Dann kon-
vergiert (X, ),eny P-stochastisch (stochastisch) gegen X, falls

P<{w: | Xn(w) — X(w)| > 5}) — 0 Vex>0.

n—oo

Im Falle dieser Konvergenz schreiben wir kurz X, Lox. ,n — oo wird hierbei 1ib-
licherweise weggelassen um die Notation nicht zu tberladen. Falls nicht schon aus dem
Zusammenhang hervorgeht, dass dies gemeint ist, so kann man ,,mit n — oo anfiigen.

Diese Definition driickt teilweise das aus, was man sich unter Konvergenz vorstellt. Jede
feste Schwelle € > 0 wird mit einer Wahrscheinlichkeit {iberschritten, welche gegen Null
konvergiert. Die folgende Aussage zeigt, dass man zusétzlich diese Schwelle gegen Null
streben lassen kann, was fiir eine Anwendung dieses Konzeptes oftmal hilfreich ist.

Lemma 6.2. (X,),eny und X seien diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (2, A, P) und es gelte X, Ly X Dann existiert eine Nullfolge (€n)nen (d.h.,
en —> 0) mit

n—o0

P({w: X (w) — X(w)| > an}> < e, Vn e N.

Beweis. Nach Definition der stochastischen Konvergenz finden wir fiir alle £ € N ein
jeweils hinreichend grofes n;, € N, sodass
1 1
P<|Xn - X’ > —) <= VYa>a. (6.1)
k k
Wir konnen diese Folge insbesondere so wihlen, dass n; = 1 ist und dass (ng)ren streng
monoton wachsend ist. Wir wahlen nun

1 .
€y = z fiir npy <n < ngyq.



51

Mit dieser Wahl gilt offensichtlich
P({w: X, (w) — X(w)| > €n}> < e, Vn € N.

Da (ng)gen streng monoton wachsend ist, existiert zu jedem n € N ein k(n) € N mit
Nkn) < N < Npn)+1- Da aber ny ) 7H—O>O o0, so folgt

]

Wir werden nun mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung das sogenannte schwache
Gesetz der grofien Zahlen herleiten.

Satz 6.3. (X,,)nen sei eine Folge von diskreten und unkorrelierten (d.h., cov(X;, X;) =0
fir i # j) Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und es gelten

EX; = pu, var(X;) < M Vi e N,

wobet M < oo. Dann gilt

Beweis. Es gelten

und
Var( —var< ZX) Zvar i <%.

Daher folgt fiir beliebiges € > 0 aus der Tschebyscheff-Ungleichung, dass

P({w: }Xn(w) — ,u‘ > 8) <

var(X,,) < M

> — 0.
n < n—oo

e2
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Im Weiteren steuern wir jetzt auf das starke Gesetz der grofien Zahlen zu. Auf
dem Weg dahin werden wir eines der sogenannten 0-1-Gesetze beweisen. Im néchsten
Satz werden Aussagen dariiber getroffen, mit welcher Wahrscheinlichkeit unendlich viele
Ereignisse von einer vorgegebenen Folge von Ereignissen eintreten. Wir nehmen an, dass
(A )nen solch eine Folge von Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitraum (€2, A, P) ist.
Jenes Ereignis, dass unendlich viele dieser Ereignisse eintreten, kann formal beschrieben
werden durch

{w: w € A, fir unendlich viele n € N} = m U A,.
k=1n=Fk
Diese formale Darstellung ist vielleicht auf den ersten Blick etwas gewohnungsbediirftig.
Man iiberzeugt sich am einfachsten von der oben behaupteten Gleichheit der Mengen
indem man sich separat die Inklusionen ,,C* und ,, O iiberlegt:

»C“ Falls w in unendlich vielen der Mengen A, liegt, so gilt natiirlich w € |J.~, A, fir
alle k € N und somit folgt w € (,—, U~ A,.

,2“ Falls w € (o, U2, A, so gilt w € |~ A, fiir alle & € N. Nun gibt es n; € N
mit w € A,,. Da aber insbesondere w € Uflo:nlﬂ A, so existiert ny € N, ngy > ny,
mit w € A,, u.s.w.. Daher gibt es eine Folge (ny)reny mit ny < ngyq und w € A,

fiir alle & € N. Folglich liegt w in unendlich vielen Mengen A,,.
Die Menge (,—; U2, A, liegt tibrigens in der o-Algebra A, da die Mengen A, As, ...
in A liegen und die Mengenoperationen der Vereinigung und Durchschnittsbildung nicht
aus A heraus fithren.

Satz 6.4. (Lemma von Borel-Cantelli)
Es sei (Ap)nen eine Folge von Ereignissen auf einem Wahrscheinlichkeitarum (2, A, P).
Dann gelten

(i) Falls > 27, P(A,) < oo, so folgt

P(AUA) -0

k=1n=k

(it)  Falls 302, P(A,) = oo und zusitzlich die Ereignisse A, stochastisch unabhingig

sind, so folgt o
P(OUA) =1

k=1n=k

Fiir Folgen unabhéngiger Ereignisse (An)nEN ergibt sich somit die sicherlich nicht vorher-
zusehende Aussage, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von unendlich vielen dieser
Ereignisse nur 0 oder 1 sein kann. Das erklart auch die Bezeichnung ,,0-1-Gesetz“. Daiiber
hinaus wird mit Y_° | P(A,) < oo bzw. > .>° | P(A,) = oo ein einfaches Kriterium fiir
das Vorliegen eines jeden dieser Fille angegeben. Dies wird spéter einen iiberschaubaren
Beweis des starken Gesetzes der groften Zahlen ermdglichen.
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Beweis von Satz[6.4 (1) Essei Y >, P(A,) < oo. Fiir beliebiges K € N gilt die Ab-

schiatzung
P(OUA) < P( L:JKAn> < 3 P(4,).

k=1n=k n=K
Da aus Y.~ P(A,) < oo jedoch > 77 .. P(A,) =0 folgt, erhalten wir Aussa-
—00
ge (i).
Der Beweis von (i) ist sicher auch heuristisch nachvollziehbar: Y >2 | P(4,) < oo

deutet darauf hin, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten der A,, nicht ausreicht,
dass mit positiver Wahrscheinlichkeit unendlich viele dieser Ereignisse eintreten.

(i)  Der Beweis von Aussage (ii) ist etwas komplizierter und ein ,roter Faden® ist viel-
leicht nicht auf den ersten Blick erkennbar. Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit
des komplementaren Ereignisses und erhalten unter Ausnutzung der Eigenschaf-
ten von Wahrscheinlichkeitsmafken (siche insbesondere Satz [2.4] Eigenschaften (v)
und (vi)), dass

r((NU4)) = »(U(U4))
- #(UN4)
k=1n=k
— kh—>1£1<> P(fjkAfl) (Stetigkeit von unten)
= kligo ]\}1_{%0 P< ﬁ A;) (Stetigkeit von oben)
n=k
= Jim Jim 1 (1= P(an) (Unabhéngigkeit).

Wegen 1 —p < e P Vp € |0, 1] folgt

N

P((YUA)) = lm tim [T (1 = P(A)) < Jim lim e S0P = g
—00 N—o0 ~ L —00 N—oo
k=1n=k n=~k <e—P(An) ~ ;,0

]

Wir nehmen an, dass nacheinander unendlich viele Zufallsexperimente durchgefiihrt wer-
den, wobei die Ereignisse des Eintretens von ,Erfolgen“ stochastisch unabhéngig sind
und die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges beim n-ten Experiment gleich p, sei. (Hier
kann man an das Ziehen aus einer Folge von Urnen, aber an das Eintreten bestim-
mer Ereignisse wie jahrlich drohende Naturkatastrophen, Epidemien u.s.w. denken.) Es
sei A, jenes Ereignis, dass beim n-ten ,Versuch® ein ,Erfolg* eintritt. Falls nun p, = 1/n
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Vn € N, so gilt >>° P(A,) = oo und es folgt nach dem Lemma von Borel-Cantelli,
dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens unendlich vieler A,, gleich 1 ist. Falls dagegen
pn = 1/n? fiir alle n ist, so folgt > o | P(A,) < oo und die Wahrscheinlichkeit des Eintre-
tens unendlich vieler A,, ist gleich 0. Bemerkenswert ist, dass es keine Konstellation fiir
die Wahrscheinlichkeiten p,, gibt, sodass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens unendlich
vieler der Ereignisse A,, echt zwischen 0 und 1 liegt.

Im Hinblick auf die Formulierung des starken Gesetzes der groféen Zahlen werden
wir eine weitere Konvergenzart fiir Folgen diskreter Zufallsvariablen einfiihren:

Definition 6.5. (X,,),en sei eine Folge von diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) und X sei eine weitere diskrete Zufallsvariable. Dann kon-
vergiert (X, ),en P-fast sicher (fast sicher, mit Wahrscheinlichkeit 1) gegen X, falls

P({we Q: X, (w) — X(w)}) =1

n—0o0

Im Falle dieser Konvergenz schreiben wir kurz X, P18 X oder auch X, — X P— f.s.
Wie schon ber der P-stochastischen Konvergenz wird der Zusatz n — oo tblicherweise
weggelassen.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Menge {w € Q: X, (w) — X(w)} tatséichlich
n—oo

in der o-Algebra A liegt. Ausgehend von der Tatsache, dass eine Folge reeller Zahlen
(n)nen gegen x € R konvergiert, falls fiir alle € > 0 ein n. € N existiert mit |z, — 2| < e
Vn > n., konnen wir die obige Menge folgendermafen darstellen:

oo oo oo 1
{weQ: X,(w) — X(w)} = q L_le {WI | X5 (w) = X(w)] < ;} (6.2)
Da mit X; und X auch |Xj; — X| eine diskrete Zufallsvariable ist, so ist jedoch
{w: |X(w) — X(w)| <1/r} € A. Da bekanntermafien die Mengenoperationen der Ver-

einigung und Durchschnittsbildung nicht aus A herausfiihren, folgt die Behauptung.

Das folgende Lemma besagt, dass die P-fast sichere Konvergenz die P-stochastische Kon-
vergenz zur Folge hat.

Lemma 6.6. (X,),en sei eine Folge von diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) und X sei eine weitere diskrete Zufallsvariable.

Falls X, gitie X, so folgt X,, =+ X.
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Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Ausgehend von der Darstellung (6.2)) erhalten wir

[c o2 S RNe o]

1 = P(ﬂUﬂ{w: ‘Xk(w)—X(w)‘S%D

< p( U N {w: [Xew) - X(w)| < 5})
= nlgg()P( ﬂ {w: | Xi(w) = X(w)| < 5}) (wegen Stetigkeit von unten)

< limian({w: | X (w) — X (w)| < &?})

n—oo

(Die Ungleichungen sind natiirlich in der Tat Gleichungen.) Daraus folgt

P<{w: | X (w) — X (w)] 25}> N

n—o0

also X, 25 X 0

Bemerkung 6.7. Die Umkehrung der Aussage von Lemma gilt im Allgemeinen
nicht. Als ein einfaches (wenn auch nicht gerade realistisches) Gegenbeispiel betrachten
wir ein Experiment, wobei abzdhlbar oft ,rein zufallig“ jeweils eine Kugel aus einer Ur-
ne gezogen wird. Dabei sei die Urne vor dem n-ten Ziehen mit einer roten und n — 1
schwarzen, ansonsten gleichartigen Kugeln bestiickt. Solch ein Experiment kann durch
eine Folge (Y},)nen von unabhéngigen Zufallsvariablen auf einem geeigneten Wahrschein-
lichkeitsraum (£2, A, P) beschrieben werden, wobei

PY,=1)=1- P, =0) = % Vn € N.
Nun gilt fiir beliebiges € > 0
P(|Ya| =2¢) < P(Y,#0) — 0.

n—o0

Also gilt
Y, — 0.

Es sei nun € € (0,1). Wegen

o0

S(AESIED SEUSNIED SRR

folgt jedoch aus dem Lemma von Borel-Cantelli (Satz Teil (ii)), dass
1= P(‘Yn‘ > ¢ unendlich oft) < P(Yn 7L>O)

Das zeigt, dass Y, P71 0 nicht gilt.
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Wir zeigen nun, dass sich die Aussage von Satz verscharfen lasst.

Satz 6.8. (X,,)nen sei eine Folge von diskreten und unkorrelierten (d.h., cov(X;, X;) =0
fir i # j) Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und es gelten

EX; = u, var(X;) < M Vi € N,

wober M < 0o. Dann gilt
S 1 - P—f.s.
Xn = — Xz — .

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir folgendes Hilfsmittel:

Lemma 6.9. (Y, ).en sei eine Folge von diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Falls

f:P({w: }Yn(w)’ > 5}) < 00 Ve >0,

n=1

so folgt
v, =

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle £ € N, dass

ZP({w: V,y(w)| > 1/k}) < .
n=1
Daraus folgt nach dem Lemma von Borel-Cantelli, dass
P([%,| = 1/k fiir unendlich viele n € N) = 0 Vk € N.
Wegen {w: Y, #= 0} = Uy {w: }Yn(w)‘ > 1/k fiir unendlich viele n € N} folgt

P(Ya7=0) = P(U{w: [Ya@)| = 1/k fiir unendlich viele n € N} )
keN

IN

ZP({W: |V, (w)| > 1/k fiir unendlich viele n € N}) = 0.
k=1

Somit gilt
v, =,
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Beweis von Satz[68. Es sei S, := " | (X; — p). Es ist zu zeigen, dass

S, /n =5 0. (6.3)

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten, deren Notwendigkeit nicht auf den ersten Blick
zu sehen ist. Aus diesem Grund versuchen wir zunéchst, die gewiinschte Aussage auf
direktem Wege zu beweisen: Nach Lemma [6.9] geniigt es zu zeigen, dass

iP(‘Sn/'rd > 8) <oo Ve>0
n=1

erfiillt ist. Nach der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

P<|Sn/n‘ 25) - var(S,/n) - M

Wenn wir diese Abschétzung nutzen, erhalten wir jedoch

- M1
;P<|Sn/n‘25> < ?;ﬁ:oo,

woraus wir nicht die Giiltigkeit der getroffenen Aussage folgern kénnen.
Um die Aussage mit den angedachten Hilfsmitteln zu beweisen, gehen wir in zwei
Schritten vor. Zunéchst betrachten wir eine Teilfolge (Snz / n2)n€N. Nun gilt fiir beliebiges

e>0
- ) MN1
;P(‘Snz/n ‘ 25) < ?Zﬁ < 00,

g2 ~ ne?’

woraus nach Lemma [6.9]
Sp2 /n? e mit n — 0o (6.4)

folgt, d.h., die behauptete fast sichere Konvergenz gilt zumindest fiir eine Teilfolge.

In einem zweiten Schritt fiillen wir noch die ,Liicken* zwischen den Teilfolgengliedern.
Um nicht wieder wie beim obigen Versuch zu scheitern, vergleichen wir jetzt Sy, mit S, ,
wobei n,, € N so ist, dass n2, < m < (n,, + 1)%. Wiederum nach der Tschebyscheff-
Ungleichung gilt

M 2

P(}(Sm—Sngn)/nm 25) < 7 62(m—nm) Vm € N.
Daraus folgt
00 S (n+1)2-1
S P(|(Sn =S )/t =2) = 3 P([(Sm = Su2) /0| > ¢)
m=1 n=1 m=n2

A
|



Somit folgt nach Lemma [6.9] dass

P—f.s

(S = Spz)/nz, —> 0 mit m — oo.

Aus und folgt
Sm/ni, = Spz /na + (Sm— Spz ) /n

Wegen |S,,|/m < |S,.|/n2, folgt aber nun (6.3)).

2
m

P—f.s.

—

0.
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(6.5)
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7 Wahrscheinlichkeitsmalse mit Dichten

Wir haben bisher ausschlieflich diskrete Zufallsvariable X', welche auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A, P) definiert sind, betrachtet:

e X kann hochstens abzahlbar viele Werte x1, ...,z bzw. x1, 29, ... (mit x; # z; fiir
i # j) annehmen.

e Die Beschreibung des Verteilungsgesetzes von X ist einfach. Es gilt

PX(4) = P{weQ: X(w) e A})
= > P({weQ: Xw)=u}) VACR

i ;€A

Dementsprechend geniigt es zur Definition einer Verteilung, die Wahrscheinlichkei-
ten P (X = xz) festzulegen; der Rest wird durch die o-Additivitdt ,automatisch
erledigt®.

e Die Definition des Erwartungswertes ist ebenfalls einfach,

EX =) x,P(X =),

i>1

wobei lediglich darauf zu achten ist, dass E[XT]=3} . _(&P(X =)
oder FE[X7]=3 . o(—7)P(X =) endlich sind. (Andernfalls wiirde
limpy_oo Zf\il r;P(X = ;) von der gewahlten Summationsreihenfolge abhén-
gen oder sogar tiberhaupt nicht existieren.)

Wir wollen jetzt Zufallsvariable einfithren, deren Wertebereich iiberabzéhlbar ist. Da-
bei werden wir uns auf den Fall beschréanken, dass diese Zufallsvariablen eine Riemann-
integrierbare Dichte besitzen. Der Wunsch nach solch einer Erweiterung mag auf den
ersten Blick iibertrieben erscheinen. Zufillige Grofsen in den verschiedensten Bereichen
(fehlerbehaftete Messungen in den Naturwissenschaften, Weiten im Sport, Borsenkur-
se,...) werden mit endlich vielen Nachkommastellen angegeben. Insofern erscheint eine
Modellierung durch diskrete Zufallsvariable sogar natiirlicher. Andererseits zeigt sich,
dass sich solche Phinomene mit Zufallsvariablen, deren Verteilung durch eine Dichte
gegeben ist, wesentlich einfacher beschreiben lassen. Dariiber hinaus fithren sogenannte
Grenzwertsétze der Stochastik (Aus dem Schulunterricht sollte die Approximation der
Binomialverteilung durch die Normalverteilung bekannt sein.) zwangsldufig zu solchen
Verteilungen.

Definition 7.1. Eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichte) ist eine nichtnegative und
Riemann-integrierbare Funktion f: R — [0,00) mit

/_Zf(t)dt ~ 1.
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FEine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A, P) besitzt eine Dich-
te f, falls

P({w: X(w) < x}) / f(t) Vr e R
qgilt.

Diese Definition ist korrekt, da nach Definition einer Zufallsvariable X das Ereig-
nis {w: X(w) < x} fiir beliebiges * € R in der o-Algebra A liegt und somit
P({w: X(w) < z}) wohldefiniert ist. Fiir beliebige a,b € R mit a < b gilt dann

P({w: X(w)e(a,b]}) = {w X(w) € (—o0 b]}) — P {w X(w) € (- oo,a]})

- [ aa- [ ana - 1o

Wie sieht nun die Verteilung von X unter P aus? (Fiir diskrete Zufallsvariable wurde der
Begriff der Verteilung in Definition [5.3] auf Seite 34 dieses Skriptes definiert.) Analog zu
dieser Definition lésst sich fiir beliebige halboffene Intervalle (a, b] definieren:

PY((,8]) == P(X((a.1)) = P({w: X() € (a,b]}) = / fod. (7.1)

Diese Definition ist fiir Intervalle sowohl naheliegend als auch einfach. Problematisch
erscheint allerdings die Tatsache, dass Verteilungen Wahrscheinlichkeitsmafe sind, welche
stets auf geeigneten o-Algebren definiert sein miissen. Da die Festlegung von PX auf der
Menge der halboffenen Intervalle problemlos moglich ist, ist es verlockend, diese o-Algebra
so zu wahlen, dass zumindest alle halboffenen Intervalle darin enthalten sind. Eine solche
o-Algebra ist allerdings dufserst reichhaltig und enthélt Mengen, welche im Rahmen der
Riemann-Integrale nicht als Integrationsbereiche geeignet sind. An dieser Stelle helfen
nun tiefliegende Sdtze aus der Malfstheorie, welche nicht Gegenstand dieser Vorlesung
sind und daher nur zu Informationszwecken erwdahnt werden. Dazu sei B die kleinste o-
Algebra in R, welche alle halboffenen Intervalle enthélt. Diese o-Algebra heiftt o-Algebra
der Borel-Mengen. Sétze aus der Mafitheorie besagen, dass es ein eindeutig bestimmtes
Wabhrscheinlichkeitsmafs : B — [0, 1] gibt mit

Q((a,b)) = PX((a,b])  Va,beR,a<b.

Daher ist es vollig ausreichend, wenn eine explizite Bestimmung von PX mittels
auf der Menge aller halboffenen Intervalle vorgenommen wird. Die Erweiterung dieser
Festlegung zu einer Funktion auf B wird uns von der Maftheorie abgenommen und wir
kénnen PX auf beliebigen Mengen B aus B festlegen durch

P¥(B) = Q(B).

Eine moglicherweise gefiithlte Ungewissheit sollte dabei nicht irritieren. Beim praktischen
Rechnen hat man es in der Regel mit Ereignissen (also Mengen aus B) zu tun, deren
Wahrscheinlichkeiten man unter Ausnutzung der iiblichen Rechenregeln bestimmen oder
geeignet abschétzen kann.
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Da wir im Weiteren nur den bereits im Schulunterricht vermittelten Begriff des
Riemann-Integrals verwenden werden, werden wir anstelle der oben geforderten Riemann-
Integrierbarkeit einer Wahrscheinlichkeitsdichte f eine etwas stédrkere Forderung aufstel-
len. Wir werden fordern, dass eine solche Funktion f: R — [0,00) hdchstens end-
lich viele Unstetigkeitsstellen besitzen moge. Dies sichert natiirlich deren Riemann-
Integrierbarkeit, bietet aber dariiber hinaus die Gewéhr, dass die im Weiteren folgende
Definition des Erwartungswertes entsprechender Zufallsvariablen keinerlei Probleme be-
reitet.

An dieser Stelle geben wir nun einige Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitverteilungen P
auf B an, welche durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden. Eine Zufallsva-
riable besitzt eine ...

1)  Gleichverteilung iiber [a,b]
... falls sie eine Dichte f mit

T falls ¢ € [a, b]
_ b—a’ » Vs
f®) { 0, falls ¢t & [a, b]

besitzt, wobei —oco < a < b < o0. Die Gleichverteilung wird gelegentlich auch
Rechteckverteilung genannt. Man schreibt symbolisch

X ~ Ula,b).

2) Exponentialverteilung mit Parameter \
... falls sie eine Dichte f mit

0, falls t < 0,
f(t) = { Ae M falls ¢ >0

besitzt, wobei A > 0. Symbolisch:

X ~ Exp(A).
3) Normalverteilung mit Parametern y und o?
... falls sie eine Dichte f mit

1 (t—p)?
e 20 Vte R

ft) =

2o
besitzt. Die Bedeutung der Parameter p und o2 wird spéter klar werden, nachdem
der Begriff des Erwartungswertes fiir Zufallsvariable mit Dichten definiert wurde.
 ist der Erwartungswert und o2 die Varianz einer entsprechenden Zufallsvariable.

Symbolisch:
X ~ N(u,UZ).
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Falls X eine Zufallsvariable auf (Q,A, P) mit einer Dichte f ist, so folgt fiir beliebiges
reR

P({w: X(w)=12}) = P¥({z})
= Px(ﬂ(:c—l/n,xD

n=1
_ ; X _
= JLIELOP ((z —1/n,z])

— lim ft)dt = 0.

(Selbst wenn f im Punkt x eine Singularitét besitzt, so gilt nach der Definition unei-

gentlicher Riemann-Integrale, dass [ | f(¢)dt = lim,_,« ff:ll/ " f(t) dt, woraus wegen

JE, f@ydt = [T f(tydt— [ f(t) dt die letzte Gleichheit folgt.)
Die Verteilung einer Zufallsvariable mit einer Dichte kann also keine ,Masse in einem ein-
zelnen Punkt x € R besitzen. Damit wird insbesondere klar, dass diskrete Zufallsvariable
keine Dichte (in unserem Sinne) besitzen. Eine Briicke zwischen diskreten Zufallsvaria-
blen und solchen mit Dichten wird durch den folgenden Begriff der Verteilungsfunktion

geschlagen.

Definition 7.2. X sei eine beliebige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Die Funktion F: R — [0, 1] mit

F(z) = P({w: X(w) <z}) Vr e R
heifit (kumulative) Verteilungsfunktion von X bzw. PX.

Gemék dieser Definition gilt
P({w: X(w) € (a,b]}) = F(b) — F(a) Va,b e R,a <b.

Falls X eine diskrete Zufallsvariable mit moglichen Werten x4, o, ... (z; # x; fur ¢ # j)
ist, so gilt

i x; <x
Wir fassen einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen in der folgenden Aussage zu-
sammen.

Lemma 7.3. X sei eine Zufallsvariable auf (Q,A, P) mit einer Verteilungsfunktion F.
Dann gelten

(i)  F ist monoton nichtfallend,

(i)  F ist rechtsseitig stetig, d.h., fir alle x € R und eine beliebige Folge (xy)nen mit
Tp >x Vn € N undx, — x qilt

n—o0

n—oo

(1)  lim, ., o F(z) =0, lim, . F(z)=1.
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Beweis. (1)  Es sei z < y. Wegen der Isotonie von P folgt

F(z) = P{w: X(w) <z}) < P{w: X(w) <y}) = F(y).

(i) Es sei € > 0 beliebig. Es ist zu zeigen, dass ein N(e¢) € N existiert mit
|F(z) — F(x,)| <eVn> N(e). Da P die Eigenschaft der Stetigkeit von oben be-
sitzt, erhalten wir

o0

Fla+1/k) = P({w: X(w) < z+1/k}) — P<ﬂ{w: X(w) §x+1/k}) = F(x).
) {w: X(w)<a} ’

Daher existiert ein K(e) € N, sodass F(z + 1/K(e)) < F(z) + . Da aber
x <z, <x+1/K(e) Vn > N(e) fiir ein hinheichend grofes N(¢) € N gilt, so folgt

F(z) < F(z,) < F(z+1/K(e)) < F(z) +e¢ Vn > N(e).

(iii)  Folgt aus Stetigkeit von unten/oben.
[l

Lemmal|7.3|fasst Eigenschaften zusammen, die jede Verteilungsfunktion auf R erfiillt. Der
nun folgende Satz beinhaltet die bemerkenswerte Aussage, dass jede Funktion, welche
Eigenschaften (i)-(iii) aus Lemma erfiillt, die Verteilungsfunktion eines Wahrschein-
lichkeitsmafes P ist.

Satz 7.4. Fualls eine Funktion F: R — [0,1] die Eigenschaften (i)-(iii) aus Lemma[7.3
erfillt, so existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafs P auf B mat

P((—o0,z]) = F(z) Va € R.

Der Beweis dieses Satzes erfordert Hilfsmittel aus der Maftheorie und wird an dieser
Stelle nicht gebracht. Als eine unmittelbare Folgerung erhalten wir die Aussage, dass jede
Funktion, welche die von uns verlangten Eigenschaften einer Dichte erfiillt, tatsédchlich
die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafies ist.

Folgerung 7.5. f: R — [0,00) mdge hichstens endlich viele Unstetigkeitsstellen besit-
zen und es gelte f_oooo f(t)dt = 1. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrschein-
lichkeitsmafs P auf B mit

P((a,}])) = /bf(t)dt Va,b e R,a < b.
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Beweis. Es sei f eine Funktion, welche die Bedingungen der Folgerung erfiillt. Falls P
das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so muss gelten

P((—o0,z]) = /_x f(t)dt =: F(x) Vr € R.

Die Funktion F erfiillt die Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz[7.4] (F is sogar stetig statt nur
rechtsseitig stetig.) Nach Satz [7.4] folgt die Behauptung. O

In Kapitel |5| hatten wir die stochastische Unabhéngigkeit diskreter Zufallsvariablen
definiert (Definition [5.13). An dieser Stelle wollen wir diese Definition auf allgemeine
Zufallsvariable erweitern, was insbesondere den Fall von Zufallsvariablen mit einer Dichte
einschliefst.

Definition 7.6. (X;);c; sei eine Familie von beliebigen Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Diese Zufallsvariablen heiffen stochastisch unabhingig,
falls fiir alle endlichen und nichtleeren Teilmengen Iy von I die folgende Eigenschaft gilt:

P(N{we: Xiw) <u}) = HP({weQX )<m})  VmER (i€k)

i€ly i€lp

Fiir den Spezialfall diskreter Zufallsvariable ist die Forderung in dieser Definition schwé-
cher als jene in Definition [5.13] Es lasst sich jedoch leicht zeigen, dass in diesem Fall bei-
de Definitionen dquivalent sind. Wir nehmen an, dass (X;);c; eine Familie von diskreten
Zufallsvariablen ist, welche nach der eben gegebenen Definition stochastisch unabhén-
gig sind. Es sei [y eine beliebige endlich und nichtleere Teilmenge von I. Weiter seien
Ti1, Tio, - . . die moglichen Werte von X;. Dann gilt

P( ﬂ {w: X; € (24, — 1/nvxiji]}>

i€ly

— H P({w: X; € (w5, — 1/n7xiji]})'

Mit n — oo folgt wegen Stetigkeit von oben, dass
i€l iclo

woraus geméalk Bemerkung auch die stochastische Unabhéngigkeit entsprechend der
im aktuellen Kapitel gegebenen Definition folgt.
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An dieser Stelle sei daran erinnert, dass nach Satz fiir stochastisch unabhéngige
ganzzahlige Zufallsvariable X; und X, die folgende Rechenregel gilt:
P(Xi+Xo=k) = Y PXi=l)P(Xa=k-1) VkeZ
l=—0c0

Mit Argumenten aus der Mafstheorie, auf die an dieser Stelle wiederum nicht néher ein-
gegangen werden kann, l&sst sich nun eine analoge Rechenregel fiir unabhingige Zufalls-
variablen mit Dichten herleiten.

Satz 7.7. X undY seien stochastisch unabhdngige Zufallsvariable auf (Q,.A, P) mit je-
weiligen Dichten fx bzw. fy, welche hichstens endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzen.
Dann besitzt X +Y eine stetige Dichte fx.y mit

fx+y(t) = /OO fx(S)fy(t — S) ds vVt € R.

Beispiel:
Xq ~ N(ul, Jf) und Xy ~ N(,ug, cr%) seien stochastisch unabhéngig. Dann gilt

X1 +Xo ~ N(u1+u2,0f+0§)-

Beweis. Es sei zunéchst py = pg = 0. Dann folgt nach Satz[7.7]

o0 1 _ 522 1 _(t—32)2
A G
oo V2o 2m0oy
42 e t2 _ 82 (t=s)?
x e 2(0%4—0’%) / 62(G%+U§) e 20‘% e 20% dS
—0o0
~ TV
=:I(t)

Wir betrachten nun die Exponenten im obigen Integral I(t):

t2 s (t —s)?
2(c? +03) 207 202
= _ 42 U—%
2(0f + 03)03
2 01 + 03
20203
+ ts —=
o3
1 2 2 2
_ __2(2 201 . 82‘714'2‘72_%8)
203 01+ 03 o




66

Daher gilt

d.h., I(t) hingt nicht von ¢ ab. Somit gilt

fxirxa(t) oc e 2D VteR.
Wegen [7 fx,ix,(t)dt = 1 konnen wir den noch fehlenden Faktor bestimmen und
erhalten
1 2
fxiexa(t) = e 2D vteR.

21(0} + 03)

Falls nun pq und po beliebig sind, so erhalten wir aus den obigen Rechnungen

o _(s—u;)z _<<t—s)—2u2>2
fX1+X2(t) X / e e 272 ds

—00

0o 2 ((t—py—pg)—s)?

20’2 20‘2
= / e *ie 2 ds
—00
_U—m—ﬂz)Q

x e 2eited)

Der noch fehlende Proportionalitéitsfaktor kann wie oben bestimmt werden und es folgt
die Behauptung. O

Die folgende Aussage beschreibt noch einmal den Zusammenhang zwischen Verteilungs-
funktionen und jeweiligen zugehorigen Dichten.

Lemma 7.8. F': R — [0, 1] sei eine stetige Verteilungsfunktion, welche bis auf endlich
viele Punkte stetig differenzierbar ist. Dann ist f mit

(1) = F'(t), falls F in t differenzierbar ist,
10 sonst

eine Wahrscheinlichkeitsdichte zu F'.

Beweis. Es seien a,b € R mit a < b beliebig. Falls I im Intervall (a,b) iiberall differen-
zierbar ist, so gilt (da F' in den Punkten a und b zumindest stetig ist), dass

F()—F(a) = lim{F(b-06) — F(a+19)}

0—0
b—¢ b
= lim F'(t) dt = / f(t)dt.
620 Jors Y~~~ @
=f(®)
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Falls nun F' im Intervall (a,b) bis auf die Punkte 1, ...z, differenzierbar ist, so folgt
(mit xo := a, xp41 :=b), dass

F(b) - F(a) = ZF(%) — F(z;1)
- / f(t)dt—/f(t)dt.

Bemerkung 7.9. F sei eine Verteilungsfunktion und P sei das zugehorige Wahrschein-
lichkeitsmaf. Dann gilt
P({z}) = nh_}r{)loP((a: - 1/n,aj}> = F(z) — lim F(z —1/n)

n—oo
(i)  Falls F im Punkt z stetig ist, so folgt P({z}) = 0.

(i)  Falls F' im Punkt = unstetig ist, so ist der linksseitige Grenzwert F'(z — 0) kleiner
als F(z) und es folgt P({z}) > 0.

Der folgende Satz erlaubt, die Dichte von abgeleiteten Zufallsvariablen von der Dichte
einer zugrundeliegenden Zufallsvariable abzuleiten.

Satz 7.10. Die Zufallsvariable X auf (Q,A, P) moge eine Dichte px mit hochstens
endlich vielen Unstetigkeitsstellen besitzen. ¢: R — G = (c¢,d) sei eine bijektive und
stetig differenzierbare Abbildung (—oo < ¢ < d < o0) und es gelte ¢'(u) # 0 bis auf
endlich viele Punkte u in G.

Dann besitzt die Zufallsvariable Y = ¢(X) eine Dichte py mit hichstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen, wobei

1

Pt e

py(t) = px (' (1))
bis auf endlich viele Punkte t aus R gilt.
(Die Gleichheit gilt, falls t € G oder falls t € G und ¢’ (o~ 1(t)) #0.)

Beweis. Fx und Fy seien die jeweiligen Verteilungsfunktionen von X bzw. Y. Da ¢
bijektiv und stetig ist, so ist ¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend. Wir unterscheiden hier und weiter unten zwischen diesen beiden Féllen.

a) ist streng wachsend
Dann folgt
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b) ¢ ist streng fallend
Dann gilt

Fy(t) = P(p(X)<t) = P(X > ¢ '(t)) = P(X>¢7'(t)) =1 — Fx(¢ ().
(Die vorletzte Gleichheit folgt nach Bemerkung [7.9(i).)

Da Fy eine Dichte px besitzt, so ist Fx stetig. Da die Abbildung ¢ — ¢~ !(¢) ebenfalls
stetig ist, folgt aus den obigen Formeln die Stetigkeit von Fy.
Wir zeigen nun die Differenzierbarkeit von Fy und berechnen die Ableitung.

1) te(—oo,c)
Wegen Fy (t) = P(Y <t) =0Vt < cfolgt LFy(t) =0Vt <c.

2) te(doo)
Wegen Fy (t) = P(Y <t) =1Vt > dfolgt LFy(t) =0Vt > d.
3) te(cd)

Hier miissen wir nochmals zwischen zwei Fallen unterscheiden:

a) ¢ streng wachsend

d d B d [e'®
G0 = SRw) = 5 [ pxtw
1 1
= px(¥7'(1)) 2 1(0)

1 1
= O )

Hierbei gilt die vorletzte Gleichung, falls px im Punkte ¢~ !(¢) stetig ist und
¢’ (¢~ (t)) # 0 ist. Das ist jedoch bis auf endlich viele Punkte ¢ erfiillt.

b) ¢ streng fallend

d d . d e ()
EFY(t) = E(l — Fx (¢~ (t))) = %<1 - /OO px(u) du>
» 1
= ) S
i, 1
= )

Hierbei gilt die letzte Gleichung, da ¢ monoton fallend ist. Wie bei a) gilt die
vorletzte Gleichung, falls px im Punkte ¢ !(t) stetig ist und ¢'(¢'(t)) # 0
ist. Das ist wiederum bis auf endlich viele Punkte ¢ erfiillt.

]
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Die in Satz angegebene Formel kann auf den Fall verallgemeinert werden, dass die
Funktion ¢ lediglich stiickweise bijektiv ist. Der folgende Satz liefert diese Verallgemei-
nerung.

Satz 7.11. Die Zufallsvariable X auf (Q,A, P) moge eine Dichte px mit hochstens
endlich vielen Unstetigkeitsstellen besitzen. ¢: R — R sei eine Abbildung und es maégen
disjunkte Intervalle (a;,b;), 1 =1,..., k, exisitieren, sodass

P (U (ab)) =1

1

k
1=

gilt und

(@i bi) - (ai?bi)_>Gi (t=1,...,k)

bijektive Abbildungen sind, wobei p; auf (a;,b;) stetig differenzierbar ist und ©;(t) # 0 bis
auf endlich viele Punkte aus (a;, b;) gilt.

Dann besitzt die Zufallsvariable Y = (X)) eine Dichte py mit hichstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen, wobei

PYi = P

1

ey el

pr(t) = D px (e (1)

bis auf endlich viele Punkte t aus R gilt.
(Die Gleichheit gilt, falls t ¢ Ule G, oder falls (7 (t)) # 0 fiir alle i mitt € G;.)

Beweis. Es sei Fy die Verteilungsfunktion von Y. Wir erhalten

Fy(t) = P(p(X)<t)

— S P(X € ). wix) <o)

_ iP(X € ¢ ((=00,1]))

_ . fﬁ: “ px(u) du, falls ; wachsend,
= 1- 7Y px(u) du, falls ¢; fallend,

wobei die vorletzte Gleichung wegen ¢, 1((—00,15]) - (ai,bi) folgt. Da die Umkehrab-
bildungen o;': G; — (ai, bi) stetig sind folgt, dass die Verteilugsfunktion Fy ebenfalls
stetig ist.

Wie beim Beweis des vorangegangenen Satzes miissen wir nur noch die Ableitung
dieser Verteilungsfunktion berechnen und erhalten damit die gesuchte Dichte py. Falls ¢

ein innerer Punkt von (Ule Gi> ist, so gilt offensichtlich, dass < Fy () = 0. Falls dagegen
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t € G; ist, so folgt analog zu den Rechnungen aus dem Beweis von Satz[7.10} dass (falls,
0.B.d.A. ¢; wachsend)

d o7 () . 1
a ) pxlwd = px(e(0) |05 (07 ()|

falls ¢} (¢; ' (t)) # 0 ist. Dadurch erhilt man schlielich, dass die angegebene Formel bis
auf endlich viele ¢t € R gilt. O

Die hergeleiteten Hilfsmittel (Faltungsformel in Satz , Dichtetransformationsformel in
Satz kénnen nun benutzt werden um die Dichte einer sogenannten y2-Verteilung
(sprich: chi-Quadrat-Verteilung) herzuleiten. Zunéchst definieren wir diese Verteilung auf
konstruktive Weise.

Definition 7.12. X;,..., X,, seien stochastisch unahdngig, X; ~ N(0,1) Vi=1,...,n.
Dann heifst die Verteilung von Y ;| X? x*-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

(Kurz: 322, X7~ X3)

Lemma 7.13. Xy,...,X,, ~ N(0,1) seien stochastisch unabhingig. Dann besitzt X7 +
-+ + X2 eine Dichte Px24.qpxz Mt

o~ t/2 4n/2-1 7

Dx2q..4x2 (t) = m (0.00) (1),

wobei I' mit T'(p) = [ e *2¢" dz die (Eulersche) Gammafunktion ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n.

Induktionsanfang: (n = 1)

Es gilt px,(z) = \/Lz?eﬂ?/z. Es seien o(z) = 2%, ¢, = gp‘(o ooy 1nd 2 = gp}(_oo o) Diese
Funktionen erfiillen die Regularitatsvoraussetzungen von Satz [7.11] sodass die Dichte-
transformationsformel angewendet werden kann. Mit ¢;'(t) = /¢, 5 (t) = —V/t und

Yi(x) =2z (i = 1,2) erhalten wir

! i sa®) + P (63'0) !

lei (e ()] [ )] 10,00 (%)
1 1

= Lo 5 (VD L Lm0

— Cl e*t/? tl/271 1(0700) (t),

pxz(t) = px, (p1'(1))

wobei wegen [ py2(t)dt =1

0 -1 o -1
C, = (/ e7/21/21 dt) = (/ e % (22)1/%1 2dz)
0 0

1
e 1
_ 5 —z_1/2—1 _
(“_A ¢ da 272T(1/2)

ist.
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Induktionsschritt (n — 1 = n)
Nach der Faltungsformel (Satz gilt

Dx24.+x2 (t) = / pX12+---+X3_1(5> pxz(t —s)ds
= C, / 675/23%1’1]1(0700)(5) e~ =9)/2(¢ — s)%’l]l(om) (t—s)ds

t
= C, 6t/2/08n211(t—8)%1d8 ]1(0’00)@)

v~

—1 1
—31 (lu" T T a—w) 2 du

= C; e W2zl ]1(0,00) (Zf),

wobei (), und C] Konstanten sind, welche nicht von ¢ abhidngen. Wegen
s Px24..4x2(t) dt =1 erhalten wir

0o —1
c = </ e—t/%’é—ldt)
0

_ (/Oooe_z (22)5 1 2dz)_1 = m’

was den Beweis vollendet. O

Der Erwartungswert von Zufallsvariablen mit einer Riemann-Dichte
Wir erinnern uns, dass im Falle einer diskreten Zufallsvariable X auf (Q, A, P) mit mogli-
chen Werten ,...,zx bzw. 21,29, ... (x; # x; falls i # j) der Erwartungswert definiert
ist durch

EX =) x,P(X =),

i>1

wobei lediglich ~ darauf zu achten ist, dass E[X*]=3} .  _(7P(X =)
oder  E[X7]=5> . . o(—z)P(X =1;) endlich sind. (Andernfalls  wiirde
limy o0 Zfil r;P(X = wm;) von der gewdhlten Summationsreihenfolge abhingen
oder sogar iiberhaupt nicht existieren.) Im Fall von Zufallsvariablen mit Dichte gehen
wir analog vor.

Definition 7.14. X sei eine Zufallsvariable mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte f, wel-
che hochstens endlich viele Unstetigkeitstellen besitzt.

(i) Falls [[°xf(z)ds < oo oder fi)oo(—x)f(a:) dr < 00, s0
0

0 N
EX = / zf(r)dr = lim rf(x)de + lim zf(x)de.

N—oo 0

Andernfalls ist EX nicht definiert.
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1 alls  ¢g: R — ochstens  endlic viele nstetigkeitsstellen esitzt,
Fall R —R  hoch dlich [ U k I b
g (x)f(z)dr < oo oder | g (x)f(z)dxr < oo, so
Oooo T(x)f(x)d d OOOO flz)d

BlX)] = | go)fa)dn
Falls sowohl [~ g"(x)f(x)dx = oo als auch [* g~ (2)f(z)dx = oo sind, so ist
E[g(X)] nicht definiert.

Falls unter den obigen Bedingungen ffooo } g(m)! f(x)dz < oo gilt, so folgt wegen g*(x) <
l9(x)], dass [~ ¢*=(x)f(x) dv < co. Dann existiert der Erwartungswert von ¢(X) und ist
endlich. Falls E[X?] < oo, so folgt wegen |z| < 2?4+ 1, dass E[|X|] < E[X?] +1 < cc.
Also ist auch FX endlich und die Varianz von X ist definiert durch

var(X) i= E|(X - EX)*| = /OO (z — EX)’f(z) da.

—0o0

Beispiel: Momente der Normalverteilung
(i) Falls X ~ N(0,1), so gilt

v | (k=1)(k=3)---3-1, falls k gerade,
B[X"] = { 0, falls k& ungerade.

(ii)  Falls X ~ N(u,o?), so gelten

EX = pu, var(X) = o°.

Beweis. (i)  Es sei ¢ mit p(z) = \/%e_xg/ 2 die Dichte der Standardnormalverteilung.

Wegen sup {|xk|e*x2/4: z € R} =: Mj < oo folgt

B = [ e
< \/§Mk/ L e My < .

oo V2T 2
NG J/

vV

=1

Also existiert der Erwartungswert von X* und es gilt

N
E[X"] = lim ¥ o(r) dx.

N—oo J_n



(i)

Falls k£ ungerade ist, so ist der Integrand eine ungerade Funktion und es folgt

E[X*] = 0.
Falls k gerade ist, so gilt
k A
E[X*] = 1\;13;0 Nx o(z) dx
= - / " ()ple) i
=¢'(z)
N
= hm{ +/ (kz—l)xk_ng(x)dx}
N—o0 _N
N k
— ; _ —2
= Jm ) ) i [ =D e ds
= (k;—l)/ a:k_Qcp(x)dx
= = (k—1)(k—3) 3~1/ o(x)dx
Es gelten
EX = e d
\/27ro
- / (ou+ wp(u) du = 5
sowie
var(X) = /Oo(x— )2 ! e dx
oo a \/27ra
= / c?up(u) du = o°.

73
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Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch ein interessantes Phéanomen besprechen,
das sogenannte Benfordsche Gesetz. Der Astronom und Mathematiker Simon New-
comb publizierte im Jahr 1881 im American Journal of Mathematics die Feststellung,
dass vordere Seiten von Biichern mit Logarithmentafeln stidrker abgegriffen waren als
hintere. Das deutet darauf hin, dass Zahlen mit niedrigen Anfangsziffern hdufiger vor-
kommen als solche mit hohen. Nachdem dieses Phénomen in Vergessenheit geraten war,
wurde es vom dem Physiker Frank Benford im Jahre 1938 wieder entdeckt und erneut
publiziert. Das Phénomen des haufigeren Auftretens niedriger Anfangsziffern lésst sich
auch auf vielen anderen Gebieten beobachten: Borsenkurse, Einwohnerzahlen von Stad-
ten usw.. Es stellt sich die Frage, ob es ein Zufallsmodell gibt, welches dieses Phanomen
erklart.

Dazu sei X eine positive Zufallsvariable auf (Q, A, P). Da nur die erste signifikante Ziffer
von Interesse ist, nicht jedoch die Anzahl der Stellen vor dem Komma, so richten wir
unsere Aufmerksamkeit auf Mengen der Bauart

MB = D 10nB,

n=—oo

wobei B eine (geeignete) Teilmenge von R ist. Falls nun solch eine Regel fiir die Héu-
figkeit des Auftretens der einer ersten signifikanten Ziffer bespielsweise auf Borsenkurse
anwendbar wére, so miisste sie unabhéngig von der gewahlten Wéhrung (Euro, Dollar,...)
gelten. Die einzige Forderung, welche wir an die Verteilung der Zufallsvarieble X stellen,
ist folglich die Skaleninvarianz, d.h.,

P(X e Mp) = P(X€s-Mg) Vs>0. (7.2)

Wir betrachten nun spezielle Mengen:

Mpy = U [10",t - 10™),
s-Myy = |J [s-10"st-107),

wobei 1 < s < st < 10 seien. Nun gelten fiir beliebige s,t mit 1 < s < st <1

P(X € My,) = P(longe U [1og10(1on),1og10(z.1on)))

= P(logloXE U [n,n+log10t)>

— P(logi X/[log,o X] € [1,1+logyot) )
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sowie

P(X €s-Myy) = P(longe U [loglo(s-10"),10g10(st--~10"))>

n=—oo

= P(loglOXE U [n+log105,n+10g108+10g1ot)>

n=—oo

= P<10g10 X/llogo X] € [1+logygs, 1+ logyy s + logyg t))

Wegen der vorausgesetzten Skaleninvarianz ((7.2)) sind die obigen Wahrscheinlichkeiten
gleich und es gilt mit o := log,, s, 5 = log,, t, dass

P(1ogi X/llogiy X] € [1,1+ ) ) = P(logy X/llogyy X] € [1 +a,1+a+5)).

Diese Gleichheit gilt fiir alle o, f mit 0 < o < a+ 3 < 1, folglich besitzt log,, X/[log,y X]
eine Gleichverteilung auf dem Intervall [1,2]. Es folgt somit

P(X € Mpy) = P<log10 X/[logyy X] € [1,1+ logy, t)) = log,yt  Vt€[1,10].
Damit erhalten wir folgendes Resultat:

P(,,erste signifikante Ziffer von X ist ¢ )
= P(X € M) = P(X € Myiyn) — P(X € M)
= logyo(i +1) — logy,(i). (7.3)

Aus ([7.3)) ergibt sich folgende Tabelle:

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
P(,i*) | 0,301 | 0,176 | 0,125 | 0,097 | 0,079 | 0,067 | 0,058 | 0,051 | 0,046

Tabelle 1: Wahrscheinlichkeiten der Anfangsziffern
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8 Approximationen der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eines der Wahrscheinlichkeitsmafie, auf das im Schulunterricht
ausfithrlich eingegangen wird bzw. werden sollte. Die Wahrscheinlichkeit, dass man beim
n-fachen Wiirfeln genau &k Sechsen erhilt, wird unter den naheliegenden Voraussetzungen
der Unverfalschtheit des Wiirfels und der Unabhéngigkeit der Ergebnisse der jeweiligen
Wiirfe durch eine Binomialwahrscheinlichkeit beschrieben und ist gegeben durch

buasoh) = () 0/0)41 = 1/0 % 5.1)

Die Wahrscheinlichkeit, bei der Lotterie ,,6 aus 49 einen Dreier ohne Zusatzzahl zu er-
reichen, ist beim einmaligen Spiel gleich

6 (43
_ BG)
= T (19
(5)
Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass man beim Spielen iiber 1000 Ziehungen
mindestens 10 Dreier ohne Zusatzzahl erreicht, gleich

5 ()= or (82

k=10

Die exakte Berechnung der in und gegebenen Wahrscheinlichkeiten ist wegen
des Auftretens von Fakultdten grofser Zahlen sehr mithsam und die Moglichkeit einer
einfachen Bestimmung ist sicher wiinschenswert. Dariiber hinaus gibt es einen weiteren
Grund, der denjenigen, welchen an ,schonen Ergebnissen der Mathematik interessiert
sind, iiberzeugen sollte: Die in diesem Kapitel hergeleitete Approximation der Binomi-
alverteilung durch die Normalverteilung ist ein Spezialfall des sogenannten Zentralen
Grenzwertsatzes. Dieser besagt, dass die Verteilung von Summen unbhéngiger Zufalls-
variablen, egal wie deren jeweilige Verteilungen sind, durch die Normalverteilung
appoximiert werden kann.

Bevor wir nun zur angekiindigten Normalapproximation der Binomialverteilung kom-
men, soll zunédchst auf eine alternative Approximationsmoglichkeit durch die Poisson-
verteilung eingegangen werden. Diese Approximation ist angebracht, wenn es sich um
eine zu appoximierende Bin(n, p)-Verteilung mit grofem n und (sehr) kleinem p han-
delt. Beipielsweise ldsst sich die in angegebene Wahrscheinlichkeit auf diese Weise

approximieren.

~ 0,0176.

Lemma 8.1. (Poisson-Approzimation der Binomialverteilung)
(X”)nGN sei eine Folge von Zufallsvariablen mit X,, ~ Bin(n,p/n) Vn € N, wobei p > 0.

Dann gilt
k
P(X, = k) — e? WEeNy:={0,1,..}.

n—o0 k!
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Beweis. Fir k € Ny gilt

P(Xn = k) k\(n — k)! (5) (1_5)
L Lmsbes kD) L py ()
k!l nk PR n/ n/
! el
k
P
n—>—o>o e k'.

Dieses Ergebnis zur Approximation der Binomial- durch die Poissonverteilung kann in
zweierlei Hinsicht verscharft werden. Einerseits kann der dabei auftretende Approximati-
onsfehler explizit abgeschéatzt werden und andererseits kann man solch ein Ergebnis auch
fiir Summen unabhéngiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit nicht notwenigerweise
gleichen Parametern pq, ..., p, beweisen.

Lemma 8.2. X,..., X, seien stochastisch unabhdingig, X; ~ Bm(l,pi) firt=1,...,n.
(Die X; sind Bernoulli-verteilt.) Auflerdem sei Y eine Poisson-verteilte Zufallsvariable
mit Parameter p :== py + -+ + pn. Dann gilt

M IP(Xi 4+ Xp=k) - P(Y=k)| <2) p.
k=0 =1

Bemerkung 8.3. Im Spezialfall von p; = ... = p, = p/n ist Xj +---+ X,, binomialver-
teilt mit Parmetern n und p/n. In diesem Fall gilt folgende quantitative Abschitzung
des Approximationsfehlers:

2 p?

i|P(X1+...+Xn:k) - P(Y =k)| < -

Beweis von Lemma[8. 2 Dem Beweis liegt eine interessante und in der Stochastik oft-
mals schlagkréftige Methode zugrunde. Wir machen nicht den Versuch, das Resultat auf
rein analytischem Wege herzuleiten, da ein solcher Beweis viel zu komplex und uniiber-
sichtlich wére. Stattdessen konstruieren wir eine sogenanntes ,,coupling‘ von geeigneten
Zufallsvariablen. Diese Idee kann folgendermafen skizziert werden. Auf einem geeigne-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) werden stochastisch unabhéngige Zufallsvektoren
(5

Yl)’ ceey (f;") konstruiert, so dass fiir i = 1,...,n gelten

X; ~ Bin(1,p;), (8.3)
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Y; ~ Poisson (p;) (8.4)

und

P(X;#Y) <1} (8.5)
Aus und erhalten wir
P(Xi+-+X,=k) = P(Xi+-+X,=k) Vk=0,1,...,n

sowie

PY=k)=PYi+--+Y,=k) VkeN,
Falls zusétzlich noch (8.5)) erfiillt ist, so erhalten wir

SOIP(X0 4 Xy = k) — P(Y = k)

- Z‘ﬁ<)zl+"'+)’zn:k’) _]5(371+"-+Yn:k){
k=0

[
[\l
™
I
s

[

><
M
:i

—P(sp, KAy, W) —P(sp, XAy, W)
- 2?(2)@#2}2)
=1 =1
< 2) P(Xi#Y) <2) it
=1 i=1

Anstelle moglicherweise langlicher analytischer Herleitungen kénnen wir so auf relativ
tiberschaubare Weise zeigen, dass unsere Behauptung gilt. Der Schliissel zum Erfolg ist
natiirlich das durch - beschriebene ,coupling* geeigneter Zufallsgrofen.

Es ist noch zu zeigen, dass (8.3)) - (8.9) gleichzeitig erfiillt werden kénnen. Wir beschrei-

ben dazu die Konstruktion eines der Zufallsvektoren ( ) Ausgehend von der Ungleichung
l—p<e?V¥p>0(Mit f(p) :=eP—(1—p) geltenf( ) = 0 sowie f'(p) = —eP+1>0
Vp > 0, woraus diese Ungleichung folgt.) definieren wir die Verteilung des Zufallsvek-
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tors ()é) folgendermafien:

((0)-()-tmertion
o((5)-() - -vm
(()-)-mtrrmt - oon
(()-Q)-rine wer o

Damit erhalten wir

e - o{(5)- () -
e - $2((5)- ()

= eP—(1-p) + ePip -+ Ze‘p"pf/k‘! = p;
fe=2

=1—e"Pi—e Pip;

=0 = 7((3)=)) - 7(()- )

= 1—p; + eP—(1-p) = ePipl/o,

PYi=k) = ﬁ(@i) = (D) = e Ppf/kl V> L

Folglich sind (8.3)) und (8.4) erfiillt.
Die Festlegungen in und (8.6¢c|) sind so gewahlt, dass die maximalen Wahr-

scheinlichkeiten auf der ,Diagonale® platziert wurden, d.h., Zklg((g) = (i)) =

Sopmin { P(X; = k), e P pF/k!}. Aus | und folgt insbesondere

s ) - 1-13((?2’%(8)) () - ()

= 1—(1—p) —ePipp=p (1 —e?) <p}
<
Spi

sowie

d.h., (8.5)) ist schlieklich auch erfiillt. ]
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Wihrend die Poisson-Approximation einer Bin(n,p)-\/erteilung fiir kleine p und
grofles n angemessen ist, so ist fiir moderate Werte von p und grofses n eine Approximation
durch die Normalverteilung geeigneter. Die im Weiteren hergeleiteten Approximationen
lassen sich am besten so merken: Fiir S,, ~ Bin(n,p) sind Erwartungswert und Varianz

gleich
ES, = np = u, bzw. var(S,) = np(1 —p) =: o2
Die Wahrscheinlichkeit, dass S,, einen Wert k annimmt, kann mit Hilfe der Dichte einer

Normalverteilung mit denselbenden ersten zwei Momenten approximiert werden,

d.h.,

1 _ (k=pn)?

20‘,,21
Nerrs e . (8.7)

Fiir Anwendungen noch wichtiger ist eine Approximation der Verteilungsfunktion der
Binomialverteilung. Eine einfach zu merkende Form dieser Approximation erhélt man,
indem man S,, zunichst standardisiert, d.h., man betrachtet (S, — p,)/0,. Mit dieser
Standardisierung erreicht man, dass E[(S, — pn)/0n] = 0 und var ((S, — pn)/0,) = 1
sind. Nun erscheint eine Approximation durch die Standardnormalverteilung natiirlich
zu sein. Wir werden zeigen, dass

P(Sn = /{)) ~ ‘Pun,0%<k) =

Sn_ﬂ’n ’
P<a < 2n T o b) s B(b) — d(a) = / por(u)du  Va,beR, a<b, (8.8)

O'n n—oo

gilt. Mit einer einfachen Zusatziiberlegung lésst sich daraus auch die Approximation

P(M < a:> — ®(x) VzeR (8.9)
o, n—00

herleiten. Wir werden zunichst die Approximation fiir die Binomialwahrschein-
lichkeiten herleiten, woraus danach die Approximationen und folgen werden.
Zunachst stellen wir eine Nahrungsformel fiir Fakultdten grofser Zahlen bereit, welche
dann beim Ubergang von den Binomialwahrscheinlichkeiten zur Normalverteilungsdichte
bendtigt wird.

Lemma 8.4. (Stirlingsche Formel)
Firn e N gilt
nl = V2rne " n" (1 + r(n)),

wobei
r(n) — 0.

n—oo

Der Beweis der Stirlingschen Formel ist rein analytisch und wird an dieser Stelle nicht
gebracht. Er findet sich u.a. am Ende von Kapitel 5 in Krengel [3]. Als Néchstes formulie-
ren nun die mit angekiindigte Approximation der Binomialwahrscheinlichkeiten. Im
Hinblick auf die Erweiterung zu den globalen Resultaten (8.8]) und wird das Resultat
so formuliert, dass die Approximationseigenschaft gleichméfiig auf einem hinreichend
groften Bereich erfiillt ist.
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Satz 8.5. (Lokaler Grenwertsatz von de Moivre-Laplace)
FEs seien S, ~ Bin(n,p) ¥Yn € N, wobei 0 < p < 1.
Dann gilt, mit j1,, = np und o2 = np(1 — p),

1 _ (k=pn)?

2 (1 4+ R(n, k
\/me ( + (nv ))7

P(S,=k) =

wobet
max |R(n, k)| — 0,
keK, n—o00
falls Ky = {k € {0,1,...,n}: |k —np| < an®?} und (o)
(d.h., a, — 0) ist.
n—oo

oy €ine beliebige Nullfolge

Bemerkung 8.6. Dass der Giiltigkeitsbereich des in Satz formulierten Resultats
zur Approximation der Binomialwahrscheinlichkeiten fiir asymptotische Betrachtungen
grof genug ist, kann man anhand folgender Uberlegungen bereits erahnen. Wéhlt man

némlich die Nullfolge (o) o 50, dass a,n'/% — oo, so folgt wegen ES, = u, und
n n—00

var(S,,) = 02 aus der Tschebyscheff-Ungleichung, dass

P(Sn ¢ Kn) = P(|Sn — fn| > ap n2/3)

2
o 1-—
. n4 p(2 1p) 0.
a2 ni/3 a2 nl/3 nooo

Beweis von Satz[8.3. Wir miissen zeigen, dass supjcg ‘R(n, k)‘ — 0 gilt. Dazu sei
: n—o0

(k;n)neN eine beliebige Folge mit k, € K,, Vn € N. Wir werden zeigen, dass

1 _ (kn—pn)?

oo e 2t (1+ R(n)) (8.10)

gilt, wobei (R(n))nen eine Nullfolge ist. Um die bei den Binomialwahrscheinlichkeiten
vorkommenden Fakultdten loszuwerden, benutzen wir die Stirlingsche Formel (siche Lem-

ma : n! = v2my/ne "n" (1 + r(n)), wobei r, — 0. Nun gilt
n—oo

P(S,=k,) =

P(S, = k)
n! k —k
— n 1 N—~Rn
okt 4= p)
1 n e" n" 1+ 7r(n)

= pr (L —p)r

V2r | kn(n— k) e Fne=(0=kn) fhn (n — ) n—Fn (14 7r(k))(1+7r(n—k,))

=1

Da. |k, — np| < an®3, so folgen k,/n — p und (n —k,)/n — 1— p. Daraus folgt
n—o0

n—oo

n

1
B (n = Fn)  \/np(1—p)

(1+7’1(n)), ri(n) — 0.

n—oo
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Dariiber hinaus gelten k, — oo und n — k,, — 00, woraus
n—o0 n—oo

1+ 7r(n)
(1+7r(ky) (L+7(n—Eky))

folgt. Somit erhalten wir die folgende, uns dem angestrebten Ergebnis néher bringende
Darstellung der Binomialwahrscheinlichkeit:

= (1+T2(n)), ro(n) — 0

n—oo

1 1 D\ Fkn 1—p n—kn
P(Sh = kn) = V271 /np(1 = p) <’fn/n> ((n - kn)/n> (1+71m) (1 +ra(m).

(8.11)

Wir zeigen jetzt noch, dass
s [ E— = 2np(l—p — 0 8.12
<l€n/n (n - kn)/n ¢ ( + 7“3(71)), 7“3(71) n—oo ( )

woraus zusammen mit (8.11)) die zu zeigende Relation (8.10) folgt.
Zunéchst stellen wir fest, dass (8.12)) dquivalent ist zu

n [<knp/n)kn (1 i;np/n)n_kn] - _% +ra(n), m(n) — 0, (8.13)

was wir nun im Folgenden zeigen werden. Dazu legen wir uns das Problem noch geeignet
zurecht. Es gilt

() (o) ]
= —n{@ ln<kn/n> - (1- @) In <M>} = —ng(k./n),

n P n 1—0p

wobei g(t) :=tln (t/p) — (1 —t)In ((1 —¢)/(1 — p)): Wir betrachten die Funktion g und
entwickeln sie im Punkt ¢t = p in eine Taylorreihe. Es gelten

g(p) = 0,
t »l 1t 1—p —1
(t) = In(—=) +t== —1 1—t)——— '(p) =
g0 = )+ —m(i ) H -0 = g =0
—— N -~ ’
=1 =_1
1 1—p 1 1 1 1 1 1
"y — p 1 _ " = = =
9'(1) tp+1—t1—p t+1—t — g'(p) p+1—p p(1—p)’
g3 (1) ist beschrénkt in einer Umgebung von p.
Daraus folgt
(t—p)* 1 3
g(t) = +O(|t—p
) 2 p(l-p) (1t =»F)
und somit
p kn - p n—kn kn (kn/n - p)2 3
()" (2] = () = = ot
(&) (o ) = Ty + O/

Das Restglied konvergiert gegen 0, falls !kn /n — p| = o(n_l/ 3), was dquivalent zu ‘kn -
np’ = 0(n2/3) ist. Also gilt (8.13) und somit auch 1) [
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Die in Satz angegebene Approximation der Binomialwahrscheinlichkeiten kann zur
Herleitung einer Approximation der Verteilungsfunktion verwendet werden. Dabei ist zu
beachten, dass eine gleichméfige Abschétzung des Approximationsfehlers in den Grenzen
der Bereiche K,, C {0,1,...,n} gegeben ist. Aus diesem Grund wird zunéchst eine Ap-
proximation fiir P (M € [a, b]) hergeleitet; die Approximation der Verteilungsfunktion

On

folgt danach mit einem Extraargument.

Satz 8.7. (Globaler Grenwertsatz von de Moivre-Laplace)
Es seien S, ~ Bin(n,p) ¥n € N, wobei 0 < p < 1.
Dann gilt, fiir —oo < a < b < 0o, dass

Pla< % <b) — a(b) — B(a) = /jw(u) du,

wobei ® und ¢ die Verteilungsfunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte einer Standard-

normalverteilung sind. (p(t) = \/LQ?B*P/Q, ®(z) = [*_o(u)du)

Beweis. Es seien y,, = np und 02 = np(1 —p) Erwartungswert bzw. Varianz von S,,. Nun
gilt
o< SnTi
On
genau dann, wenn a, < S, < b,, wobei a,, := [, + ao, | die kleinste ganze Zahl, welche
nicht kleiner als y,,+ao, ist und b, := |, +bo, | die grofte ganze Zahl, welche nicht grofer
als w, + bo, ist, bezeichnen. Nach dem lokalen Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

(Satz (8.5|) erhalten wir

bn

P(aSMgb) = S P(S, = k)

g
n k=an

_ (k—pn)?

i (1 4+ R(n,k)).

on 1
= 2 s

k=an
Nun gelten a, —p,, = O(n'/?) und b, — 1, = O(n'/?). Wenn also bei der Definition von K,
die Nullfolge (O‘”)neN so gewihlt wird, dass a,,n'/¢ — 0 gilt, dann folgt a,, b, € K, fiir

n—00

hinreichend grofe n und wir erhalten nach Satz [8.5] dass

max_ |R(n, k)| — 0.
k: an<k<bp n—o0
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Somit gilt

1 _ (k=pn)?
e

Sn_,ufn o
P<a<—<b) = 207 + o1
- On kzzanv%ran (1)

by

/k+1/2 1 _(t*MS)Q
= e 2n dt + ol)
—ay, k—1/2 V 27 Op

/bn+1/2 1 _(t*M;L)Q
= e 2n o dt + ol)
an—1/2 \/27T0'n

(bn+1/2)—pn 1
= ’ —— Py + o(1)

(an=1/2)—pn /7T
b
= /go(u)du +  o(1).

Folgerung 8.8. FEs seien S,, ~ Bin(n,p) Yn € N, wobei 0 < p < 1.
Dann gelten, fir x € R, dass

(i) P(—S" - ”p> < x> s B(2),

ey ze) 1 - w0 - 3o

wober ® die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung ist.

Beweis. (i)  Es sei € > 0 beliebig. Nach der Tschebyscheff-Ungleichung folgt fiir K > 0,

dass .
P< Sn, np‘ >K> < var(S,/on) _ i
On K? K?
Da ®(x) — 0, so existiert ein K, < oo, sodass

T—r—00

P(S"_”p <K€) +d(—K,) < e

On
Damit folgt jedoch aus Satz dass
‘p(u < ac) _ q)(w)’
np(1 —p)
S, — np

< \P( _K. <
np(l —p)

< :13) — [®(z) — CD(—KE)H + €

< 2e Vn > N,

und N, hinreichend grof. Damit ist (i) bewiesen.

(i)  Analog.
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9 Grundbegriffe der Mathematischen Statistik

In diesem Kapitel werden die beiden wichtigsten Aufgabenstellungen in der Mathemati-
schen Statistik betrachtet, das ,,Schiatzen“ von unbekannten Parametern und das , Testen*
von Annahmen an das zugrundegelegte Modell. Wir beginnen mit einem einfachen Bei-
spiel.

Beispiel: Schitzen eines Fischbestandes (Fang-Wiederfang-Methode)

Wir nehmen an, dass ein Gewésser eine unbekannte Zahl N von Fischen enthélt und
dass diese Anzahl experimentell bestimmt werden soll. Da eine direkte Bestimmung die-
ser Anzahl durch Auspumpen des Gewiéssers und anschlieftendes Zahlen der Fische nicht
praktikabel scheint, wird folgendermafsen vorgegangen. In einem ersten Schritt werden M
Fische gefangen, markiert und anschlieffend wieder ausgesetzt. Nach einer gewissen War-
tezeit wird ein zweiter Fischzug gestartet. Es wird so lange gefischt, bis n Fische gefangen
sind und die Anzahl x der davon markierten wird bestimmt. Eine plausible Approxima-
tion N(x) ergibt sich aus der naheliegenden Uberlegung, dass der Anteil z/n der als
markiert identifizierten Fische aus dem zweiten Fang ungefahr gleich dem Anteil M/N
der markierten Fische aus dem ersten Fang sein sollte. Wegen x/n ~ M /N ist eine Ap-
proximation N (x) fir N gegeben durch die zu Mn/x néchstgelegene ganze Zahl. Eine
solche Approximation nennt man in der Statistik Schitzwert oder Schitzung.

Die so gewonnene heuristisch abgeleitete Schétzung ergibt sich auch aus einem Ansatz,
der auf einem weit verbreiteten Prinzip der Statistik beruht. Dazu spezifizieren wir zu-
nachst ein entsprechendes Modell. Wir nehmen an, dass die Anzahl M bzw. n der jeweils
gefangenen Fische bewusst gewéhlt ist, da nach Erreichen dieser Anzahl abgebrochen
wurde. Dagegen ist jedoch die Anzahl x der als markiert erkannten Fische beim zweiten
Fang zufillig. Es ist naheliegend, diese Anzahl als Realisierung einer Zufallsvariable X
anzunehmen. Die zugrundeliegende Situation entspricht zumindest approximativ jener
beim zufélligen Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen. Wir nehmen daher an, dass
die Zufallsvariable X eine hypergeometrische Verteilung mit Parametern N, M und n
besitzt, d.h.

P(X =z) = % Ve e {0,1,...,n},

wobel der Binomialkoeflizient (Z) durch

n\ ﬁ falls 0 < k < n,
k) 0 sonst

gegeben ist. An dieser Stelle wird ein typischer Unterschied zu klassischen Problem-
stellungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie klar. In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist
durch die Angabe eines Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, A, P) sowie darauf aufbauender
Zufallsvariablen X7, Xy, ... die Ausgangssituation fiir weitergehende Untersuchungen ex-
akt bestimmt. Nach Fixierung solch einer Ausgangssituation werden dann Gesetzmé-
kigkeiten hergeleitet. Hier wurde auch eine Modellannahme getroffen, namlich dass die
zufillige Anzahl der als markiert erkannten Fische eine hypergeometrische Verteilung
besitzt. (Die explizite Angabe eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraumes (£2, .4, P) ist
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an dieser Stelle erst einmal nicht notwendig.) Der wesentliche Unterschied zu typischen
Problemstellungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie besteht nun darin, dass wir nicht
vorab spezifizieren konnen, wie grofs die Gesamtzahl N von Fischen in dem Gewéasser
ist. (Andernfalls miissten wir uns auch gar nicht die Mithe machen, N zu schétzen.) Ein
Verfahren zur Schiatzung von N sollte so beschaffen sein, dass es fiir alle grundsétzlich
moglichen Werte von N zu einer guten Approximation fiihrt. Es ist tiblich, die Abhén-
gigkeit der Verteilung von X durch Hinzufiigen des unbekannten Parameters kenntlich
zu machen, d.h., die obige Angabe des Verteilungsgesetzes sollte in der Form

() Ci)
()
geschehen, wobei N den unbekannten Parameter bezeichnet. Die Maximum-
Likelihood-Methode zur Schitzung von N wird durch die Tatsache motiviert, dass
Ereignisse mit einer grofen Wahrscheinlichkeit héufiger auftreten als solche mit einer

kleinen Wahrscheinlichkeit. Dieser Heuristik folgend ist der Schitzwert N(z) nach der
Maximum-Likelihood-Methode jener Wert, der Py (X = ) maximiert, d.h.

Py(X =2z) = vz €1{0,1,...,n}

Pﬁ(x)(X :x) = Sup{PN(X :x): N e NO}.

Zur Bestimmung von N (z) betrachten wir die Funktion N — Py(X = ). Es gilt

PN(X:JI) > PN_l(X:I)

DG GCEY
I

= N-M)(N-n)>N-M-(n—-2x)N

< N < Mn/x.

—

Analog sieht man, dass
Py(X=z) = Py4(X=2) <= N = Mn/z

und
Py(X =z) < Py4(X=2) <= N > Mn/z.

Falls nun Mn/z eine ganze Zahl ist, so lisst sich folgern, dass Py(X = z) sowohl durch
N = Mn/z — 1 als auch N = Mn/x maximiert wird. Falls Mn/x keine ganze Zahl ist,
so wird Py(X = z) durch N = | Mn/z| maximiert, wobei |k| die grofite ganze Zahl ist,
welche < k ist. Ein entsprechend gewéhlter Schatzwert N (z) ist der gesuchte Schétzwert
nach der Maximum-Likelihood-Methode.

Das Maximum-Likelihood-Prinzip kann auch zum Schétzen von Parametern bei Vertei-
lungsfamilien, welche Dichten besitzen, angewendet werden. Angenommen, Xi,..., X,
seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, welche jeweils eine Wahrscheinlichkeits-
dichte py besitzen, wobei # € © ein unbekannter Parameter ist. Wir betrachten den
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Zufallsvektor X := (X1,...,X,,)T. Nun gilt

Py(X € [ar, bi] x -+ x [ag, b))
- p(,(X1 € [ay,b1],..., X, € [(ln;bn])

= HPQ(Xl € [al,bl])

=1
bl bn—l bn
= / po(x1) dzy X ></ Po(Tn—1) dTp_1 ></ po(xy) dz,
ai an—1 an
bl bn72 bnfl bn
= / po(xy) dzy X -+ - ></ Po(Tn—2) dTp_o ></ [/ Do(Tn)po(Tn—1) dxy, | drp_q
ai an—2 an—1 Qn
b, M
- / / Hpﬁ xz dmn ' d
n 4=1
=:p{™M (x)

Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in [a1, b1] X - - - X [ay, b,] annimmt, kann durch
iterierte Riemann-Integrale, welche den Bereich [a;,b1] X -+ X [ay, b,] abdecken, darge-
stellt werden. Das deutet an, dass pé") : R™ — [0, 00) mit pé") (z) = [1I;-, pe(x1) als Dichte
des Zufallsvektors X unter Py angesehen werden kann.

(Mit Hilfsmitteln aus der Mafktheorie kann man zeigen, dass Pp(X € B) =
i) Bp x)d\"(z) fiir beliebige Borel-Mengen B C R™ gilt, wobei A" das sogenannte
Lebesgue Maﬁ auf diesen Mengen ist.)

Falls nun Realisierungen 1, ..., z, (unsere Daten) von Xj,..., X,, vorliegen, so erhélt

man den Maximum-Likelihood-Schétzwert é\(x) fiir  durch Maximierung von pén) ().
Wir fassen die beiden Fille durch die folgende Definition nochmals zusammen.

Definition 9.1. Gegeben sei eine Realisierung x = (x1,...,2,)T des Zufallsvektors X =
(X1,..., XY, wobei Xy, ..., X, stochastisch unabhingig seien. Die X; mégen entweder
eine von einem Parameter 6 € © abhdngende diskrete Verteilung oder eine Verteilung
mit einer Dichte py besitzen.

Dann ist die Likelihood-Funktion L(-,z): © — [0,00) gegeben durch

L(0,z) = [T, Po( X = ), falls die X; diskret verteilt sind,
e [1imy po(i), falls die X; Dichten besitzen.

Falls X = z, so ist der Schatzwert a(x) nach der Mazimum-Likelihood-Methode gegeben
durch R

L(f(z),z) = sup {L(0,z): 0 € O}.
Der Schatzer nach der Maximum-Likelihood-Methode — (Mazimum-Likelihood-
Schitzer) 0(X) ist die entsprechende Zufallsvariable, d.h.,

L(O(X),X) = sup {L(4, X): 6 €O}
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Bemerkung 9.2. Schitzungen nach der Maximum-Likelihood-Methode sind implizit
als Losung eines Maximierungsproblems definiert. Somit sind die Existenz und Eindeutig-
keit einer Maximum-Likelihood-Schéatzung im Allgemeinen nicht gesichert. Fiir die meis-
ten ,Lehrbuch-Beispiele* zeigt sich jedoch, dass Schéatzer nach der Maximum-Likelihood-
Methode existieren (das entsprechende Supremum wird angenommen) und auch eindeutig
bestimmt sind.

Beispiel: Maximum-Likelihood-Schitzer bei Normalverteilung

Wir nehmen an, dass Realisierungen x4, . . ., z,, von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X, ..., X, beobachtet werden, wobei X; ~ N (p,0?) (i = 1,...,n) fiir
ein § = (%) € © := R x (0,00) gelte. Falls X = (X1,...,X,)" =2 = (21,...,2,)7,

wie sieht nun der entsprechende Schétzwert 5(95) nach der Maximum-Likelihood Methode
aus?

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, besitzen Dichten. Wir erhalten
L(ea iU) = HPG

=1
2

_ H 1 {_u}
paiey \/27r02 202

1 1 < o )

= G o g L E e m ')

- G e~ X+ -]}

1=

Nun ist offensichtlich, dass bei beliebiger Wahl von o2 die rechte Seite der Gleichungskette
durch p = 7, maximiert wird. Also gilt zi(z) = 7,. Wir maximieren jetzt noch die
Funktion 62 — L((24), z). Nach Logarithmieren erhalten wir

n

Tp n n 9 1 _ \9
lnL((U2>,x) = —Eln(27r) — Eln(a ) — 557 (x; — Tp)

=1

d n 1 1 < o
ﬁlnL((a>’x)=—§§+@ (2 = Za)"

i=1

und es gilt

Fiir 31 (2, —7,)* > 0 ist diese Ableitung genau dann Null, wenn o? = izi: (2, —Tn)%
Dartiiber hinaus ist leicht zu sehen, dass L((i’g),x) — 0 und In L((ﬁ ) —> —00.

~ 2500
Somit hat die Funktion 2 — L((%3),z) bei 0 = 1 ZZ (x; — &,)? ihr Maxunum.
Zusammenfassend kann man sagen, dass bei z mit o 1( — 7,)* > 0 der gesuchte

Maximum-Likelihood-Schétzwert gegeben ist durch

) = (( zfx - x))) |
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Im Falle von Y 7" | (x; — &,)? = 0 nimmt die Funktion 6 — L(#, z) ihr Supremum nicht an
und der Maximum-Likelihood-Schéatzwert ist folglich nicht definiert. Das ist allerdings zu
verschmerzen, da fir n > 1 > (X; — X,,)? > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Der
entsprechende Maximum-Likelihood-Schéatzer ist nun

An dieser Stelle soll noch kurz der Frage nachgegangen werden, ob denn der Maximum-
Likelihood-Ansatz iiberhaupt etwas taugt. Diese Vorgehensweise ist sicherlich heuristisch
motiviert. Andererseits liegt diesem Prinzip nicht das Streben nach einem Verfahren
zugrunde, welches in einem wohldefinierten Sinn optimal ist. Einen gewissen Hinweis
auf die Tauglichkeit dieses Ansatzes gibt bereits das eben betrachtete Beispiel. Unter
der Voraussetzung, dass (X;);en eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ A (u, 0?) ist, folgen nach der Faltungsformel (siehe Satz

X1+ -+ X, ~ N(nu,naQ)
sowie aus der Dichtetransformationsformel (siche Satz[7.10])
X, = (X1 4+ Xn)/n ~ N(p,o°/n).

Falls nun n, := X,, den auf einer Stichprobe vom Umfang n beruhenden Maximum-
Likelihood-Schétzer des Lokationsparameters p bezeichnet, so gilt nach der Tschebyscheff-
Ungleichung (diese gilt auch fiir stetige Zufallsvariable)

—~ X, 2
Py([fi, — p| > €) < var(2 ) = 02 — 0 Ve > 0.
€ Nn €4 n—oo

Mit wachsendem Stichprobenumfang n konvergiert somit u, gegen den zu schétzenden
Wert. Da andererseits mit wachsendem Stichprobenumfang auch ein zunehmendes Malfs
an Information iiber den zugrundeliegenden (wahren) Parameter geliefert wird, kann und
sollte diese Eigenschaft wohl eine minimale Forderung an jede Schatzmethode sein.

Definition 9.3. Gegeben sei eine Folge (X;)ien von identisch verteilten Zufallsvaria-

blen, deren jeweilige Verteilung von einem Parameter 6 € © abhingt. Fir n € N sei
0, = 0,(X1,...,X,) ein Schdtzer, der von X, ..., X, abhdingt.
Die Folge (0">nEN heif$t konsistent fiir 0, falls

~ P9

0, — 0 Vo € ©

gilt, d.h., ~
Py(0, -0 >¢) — 0 VocO.
n—oo

(Hier bezeichnet || - || eine geeignete, z.B. die Euklidische Norm.)
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Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel. In Tabelle 2 auf Seite 91 dieses Skriptes sind
die Schlusskurse vom 22.01.2021 der 102 im Nasdaq-100 gelisteten Aktien aufgefiihrt.
(Der Nasdag-100 ist ein Borsenindex, der aus 102 Aktien besteht, die von 100 der grof-
ten Nichtfinanz-Unternehmen ausgegeben wurden, die an der Nasdaq-Borse notiert sind.)
Dabei werden die in US$ angegeben Kurse an der Nasdaq (National Association of Secu-
rities Dealers Automated Quotations) in New York sowie die in Euro angegeben Schluss-
kurse der Frankfurter Borse aufgefithrt. Nach unserer Abhandlung zum Benford-Gesetz
kann man sich nun die Frage stellen, inwieweit das dadurch beschriebene Phinomen auch
fiir Aktienkurse zutrifft. Wir richten daher den Fokus nicht auf die Aktienkurse selbst,
sondern auf die ersten signifikanten Ziffern dieser Kurse. Deren Héaufigkeit sind in Ta-
belle 3 dargestellt. Die Entwicklung von Aktienkursen wird in der Finanzmathematik
durch stochastische Modelle beschrieben. Wir treffen hier die vereinfachende Annahme,
dass die Héaufigkeit des Auftretens des Wertes i fiir die erste signifikante Ziffer durch eine
Binomialverteilung mit Parametern n und 6 beschrieben werden kann. Da wir die Kurse
an den Borsen in New York und Frankfurt getrennt betrachten, wihlen wir n = 102.
Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Wertes i an der ersten Stelle bezeichnen wir
mit 6, ; (fiir die Nasdaq in New York) bzw. mit 6, , (fiir Frankfurt). Basierend auf den in
Tabelle 3 angegebenen Daten wollen wir die Parameter 6, ; (i = 1,2,...,9, j = 1,2) mit
der Maximum-Likelihood-Methode schéatzen. Um zu einer allgemeinen Losung zu kom-
men, nehmen wir an, dass die Realisierung x einer Zufallsvariable X ~ Bin(n, ) vorliegt,
wobei 0 € © := [0,1] der zu schitzende Parameter ist. Die Likelihood-Funktion L ist
gegeben durch L(6,z) = Pp(X =) = (1)0(1 — )" *. Falls 0 < z < n, so gilt

d n xr— n—x X n—r—
@L(é’,x) = (x){xe "1—0)"" — (n—2)6"(1 - 0) =0
— z2(1-60) =0(n—=x) = r = On,
d.h. z/n ist die einzige Nullstelle von L(-, z). Da andererseits
P(X=z)=P(X=2z)=0

~

gilt, so ist x/n die gesuchte Maximumstelle von L(-, x), d.h., (z) = x/n ist der Schitzwert
fiir # nach der Maximum-Likelihood-Methode. Fiir x = 0 gilt

LO,z) =(1-0)" =1 = =0
und fiir x = n erhalten wir
LO,z) =0" =1 = 6 =1.

In allen méglichen Féllen erhalten wir somit, dass der Maximum-Likelihood-Schétzwert
gegeben ist durch

Tabelle 4 zeigt die entsprechenden Schétzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten des Auf-
tretens der Anfangsziffern 1,2,...,9 and den Borsen in New York bzw. Frankfurt. Ein
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Vergleich von (9\1 1 mit dem jeweiligen Gegenstiick /9\1 o zeigt, dass selbst bei einem Stichpro-
benumfang von n = 102 noch eine gewisse Schwankungsbreite der Schétzwerte vorliegt.
Andererseits war der Autor dieser Zeilen sehr iiberrascht, wie nah doch GZ 1 bzw. 91 2 an
den durch das Benford-Gesetz vorhergesagten Werten liegen. Das trifft in noch stiarkerem
Mafse auf (0;1 +0;2)/2 zu, wo die zusétzliche Mittelung die empirisch gewonnenen Werte
noch naher an die Benford-Werte fiihrte.

| Aktie | $ | €| Aktie | $ | €| Aktie | 5] €]

Act. Blizz. 94,43 77,72 || DexCom 370,12 | 304,70 Monster 88,20 | 73,01
Adobe 472,44 | 389,45 || DocuSign | 255,15 | 208,05 NetEase | 116,76 | 94,50
AMD 92,79 76,25 || DollarTree | 107,88 87,90 Netflix 565,17 | 471,40
Alexion 159,73 | 129,36 eBay 56,46 46,37 || NVIDIA | 548,50 | 453,95
Align Tech 534,08 | 438,30 || Elec. Arts | 146,00 | 119,28 || NXP Sem. | 172,30 | 142,00
Alphabet | 1.901,05 | 1557,00 Exelon 42 54 34,96 O’Reilly | 457,31 | 384,85
Alphabet A | 1.892,56 | 1550,60 || Facebook 274,50 | 226,80 Okta 264,00 | 214,50
Amazon | 3.292,23 | 2709,50 || Fastenal 47,72 39,45 || PACCAR | 98,85 | 81,00
Am. Elec. 82,08 66,18 Fiserv 107,28 88,75 Paychex 86,87 | 71,14
Amgen 253,50 | 207,95 Fox A 30,16 25,40 Paypal 252,00 | 206,20
Anal. Dev. 155,68 | 130,14 Fox B 29,17 24,40 Peloton 159,75 | 129,76
ANSYS 374,57 | 304,20 Gilead 66,94 55,30 Pepsi 138,59 | 114,58
Apple 139,07 | 113,68 IDEXX 492,86 | 403,50 || Pinduoduo | 171,89 | 138,00
Appl. Mat. 106,33 88,98 || Illumina 406,25 | 328,60 || QUALC. | 162,42 | 133,30
ASML 569,45 | 464,00 Incyte 97,89 76,39 || RegPharm | 537,78 | 447,15
Atlassian 235,45 | 192,00 Intel 56,66 46,95 Ross 113,33 | 94,00
Autodesk 299,17 | 250,65 Intuit 374,85 | 310,15 Seagen 182,75 | 151,76
Aut. Data 161,98 | 132,24 || Int. Surg. 744,08 | 619,20 Sirius 5,97 4,90
Baidu 252,75 | 208,50 JD.com 94,91 77,80 || Skyworks | 161,27 | 132,62
Biogen 269,44 | 220,95 Keurig 31,47 25,73 Splunk 170,90 | 141,80
Booking | 2.066,24 | 1721,60 KLA 305,01 | 251,90 || Starbucks | 103,91 | 85,32
Broadcom 465,02 | 385,05 Kraft 32,91 26,99 || Synopsis | 270,14 | 221,70
Cadence 137,42 | 113,70 || Lam Res. 563,85 | 466,05 || T-Mobile | 130,36 | 106,54
CDW Corp 135,32 | 111,00 || lululemon | 346,37 | 286,85 Tesla 846,64 | 689,20
Cerner 79,90 65,25 Marriot 122,90 | 103,10 Texas I. 172,81 | 143,34
Charter 646,69 | 531,00 Marvell 52,62 43,78 || Trip.com 33,58 | 27,60
CP Softw. 129,40 | 104,00 Match 141,00 | 116,50 || VeriSign | 194,75 | 161,52
Cintas 324,48 | 271,00 Maxim 93,62 78,50 Verisk 192,76 | 158,50
Cisco 44,77 36,67 || MercadoL | 1965,05 | 1599,20 Vertech | 237,59 | 196,80
Cognizant 80,56 65,79 || Microchip 150,13 | 124,72 || Walgreens | 47,45 | 37,99
Comcast 48,68 40,00 Micron 82,28 68,10 || Workday | 235,53 | 191,80
Copart 114,59 94,50 || Microsoft 225,95 | 186,76 Xcel En. 64,76 | 52,50
Costco 362,30 | 298,50 || Moderna 131,02 | 109,06 Xilinx 142,94 | 121,46
CSX Corp 87,64 74,94 || Mondelez 56,25 46,07 Zoom 383,40 | 314,00

Tabelle 2: Kurse am 22.01.2021 (Nasdaq, Frankfurt)



i [r[2[3]4]5[6[7[8]9]
Nasdaq | 35| 151310 | 113|276
Frankfurt | 33 |19 |12 |13 | 3 | 6|8 |5 |3

Tabelle 3: Haufigkeiten der Anfangsziffern

92

| i Lt 12 [ 3 [ 4[5 [ 6 [ 7 [8]9 |
MLS (Nasdaq) | 0,343 | 0,147 | 0,127 | 0,098 | 0,108 | 0,029 | 0,020 | 0,069 | 0,059
MLS (Frankfurt) | 0,324 | 0,186 | 0,118 | 0,127 | 0,029 | 0,059 | 0,078 | 0,049 | 0,029

Benford*-Wkt. | 0,301 | 0,176 | 0,125 | 0,097 | 0,079 | 0,067 | 0,058 | 0,051 | 0,046 |

Tabelle 4: Maximum-Likelihood-Schatzwerte der Wahrscheinlichkeiten 6; ;
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Bisher hatten wir uns damit begniigt, unbekannte Parameter mit Hilfe eines lediglich
heuristisch motivierten Verfahrens, der Maximum-Likelihood-Methode, zu schétzen. Da-
mit ist jedoch nicht klar, ob solche Schéatzer auch tatséchlich ,,gut sind oder ob es nicht
doch bessere Moglichkeiten zur Approximation des zu schitzenden Parameters gibt. Um
nun ,,gute von ,schlechten Schétzern unterscheiden zu kénnen, braucht man zunéchst
ein Kriterium zur Messung der Giite. Wir fithren die Diskussion zunéchst anhand eines
Beispiels. Passend zum bereits diskutierten Fall mit der Verteilung der Anfangsziffern bei
den Werten der Nasdaq-100-Aktien nehmen wir an, dass wir Realisierungen z4,...,z,
von unabhéngigen und identische Bin(1, #)-verteilten Zufallsvariablen X, ..., X, zur Ver-
fiigung haben. (Im obigen Beispiel wire n = 102. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von ¢ als Anfangsziffer an der New Yorker Nasdag schétzen wollen, so wére 6; ;
der uns interessierende Parameter und © = [0, 1] die Menge der grundsétzlich méglichen
Werte fiir 6;,.) Fiir eine kompakte Schreibweise definieren wir = := (x1,...,2,)" und
X :=(Xy,...,X,)T. Zur Beurteilung der Giite eines Schitzverfahrens ist es naheliegend,

~

auf die Abweichung des Schitzwertes 0(x) von seiner Zielgrofse 6 zu schauen. So béten

o~

sich beispielsweise der Absolutbetrag |#(x) — 6| der Abweichung oder auch dessen Qua-
drat (6(x)—0)? als sinnvolle Mage fiir die Genauigkeit an. Dies hilft zungichst einmal nicht
weiter, da die obigen Groflen den unbekannten Parameter 6 enthalten und somit nicht
bestimmt werden kénnen. Dariiber hinaus ist der Wert z, welchen die Zufallsvariable X
annimmt, zufillig. Da wir uns fiir die Tauglichkeit des Schétzverfahrens interessieren,
konnen wir zur Charakterisierung seiner Giite besser den mittleren absoluten Fehler
Epl6(X) — 0] oder auch den mittleren quadratischen Fehler E,[(6(X) — 6)?] her-
anziehen. Letzterer erweist sich bei konkreten Berechnungen als besonders bequem und
wird daher tiberwiegend als Maf fiir die Giite eines Schétzverfahrens verwendet. Anzu-

merken ist natiirlich, dass R(é\, 0) = Eg[(é\(X ) — 6)?] vom unbekannten Parameter 6

abhéngt. Daher stellt sich zunédchst die naheliegende Frage, ob es einen Schéatzer ) gibt,
welcher fiir alle moglichen Werte von 6 den geringsten mittleren quadratischen Fehler auf-
weist. Die Antwort wird negativ ausfallen, was die folgende kurze Argumentation zeigt:
Es seien 601,05 € (0,1) mit 6; # 0y zwei mogliche Werte des Parameters 6. Zum Be-
weis der Nichtexistenz eines gleichméfig besten Schétzers betrachten wir die Funktionen
Ty, T5: {0,1}" — [0,1] mit T3 (z) := 6, und Ta(z) := 0, fiir alle z € {0,1}". Nun gelten
fiir die mittleren quadratischen Fehler der entsprechenden Schétzer offensichtlich

R(T1(X),01) = Ep, [ (T1(X) —61)*] =0

R(T5(X),0:) = Eg, [ (T2(X) —62)*] = 0.

=0

Wir nehmen nun an, dass § = 0(X) ein gleichmifig bester Schitzer fir 6 ist, d.h.,
es muss gelten

~

R(0(X),0) = inf {R(T(X),0): T(X) Schitzer fiir §}. (9.1)

o~ o~

Daher muss insbesondere gelten, dass R(6(X),6:1) < R(T1(X),60;) = 0und R(0(X), 65) <
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- }:(@@—&fﬁl =2)+ > )" Pou(X = x)

ze{0,1}7 ze{0,1}n
= [(A(m) - 91) (A( ) ‘92)2] min {P91 X =u),P,(X = :L‘)}/
z€{0,1}7 ;,0 _ ;,O
> 0. (9.2)

Damit ist jedoch ein Widerspruch zu (9.1)) erreicht und ein gleichméfig bester Schétzer
fiir 0 existiert somit nicht. Die hier gezeigte Nichtexistenz eines universell besten Ver-
fahrens ist keinesfalls auf das speziell gewdhlte Binomialmodell beschrankt. Die Abschét-

zung in (9.2)) zeigt, dass bei einem beliebigen Schétzproblem mit zwei moglichen diskreten
Verteﬂungen Py, und Fy,, welche die Eigenschaft Z min{Fp, (X =z), Pp,(X =)} >0

haben, kein Schiitzer # existiert mit R(G 0,) = R(9 6) = 0. Da jedoch stets Konkurrenz
durch die ,entarteteten Schétzer Ty, T5: {0,1}" — [0, 1] mit 71 (x) := 6, und Ty(z) := O,
fir alle z € {0,1}" besteht, ist die Existenz eines gleichméfig besten Schéitzverfahrens
ausgeschlossen. Der einzige Fall, bei dem diese Argumentation nicht greift ist der, wo
die moglichen Verteilungen voneinander separiert sind, d.h., fiir beliebige 6,60, € © mit
61 # 0y gilt > min{Py (X = ), Pp,(X = z)} = 0. In diesem Fall existiert natiirlich
ein perfekter Schétzer: Falls X = z eintritt, so wihlen wir als Schatzwert 5(:5) dasje-
nige # € O, welches die Eigenschaft Py(X = z) > 0 besitzt. In diesem Fall braucht es
jedoch keine tiefliegende Theorie, um dieses offensichtlich verniinftige Schatzverfahren
zu finden. Wir konnen somit festhalten, dass gleichméfig beste Schatzverfahren nur bei
trivialen Schatzproblemen existieren.

Ein weit verbreiteter Ausweg aus dem Dilemma, dass ein universell bestes Verfahren
nicht existiert, besteht darin, dass man die Klasse der betrachteten Schétzer auf eine
sinvolle Weise einschrankt und unter den verbleibenden Schétzern nach einem besten
sucht. Die obigen Schétzer T} und Ty mit T(x) = 6; und Ty(z) = 60y fur alle x sind
zwar unschlagbar, wenn der wahre Wert von 6 gleich 6; bzw. 6, ist. Fiir andere Werte
von 6 sind entsprechende Schétzerfolgen nicht einmal konsistent, falls der Stichprobenum-
fang n gegen unendlich strebt. Es erscheint durchaus akzeptabel, derartige Schétzer von
vornherein aus der Menge der infrage kommenden Schétzer auszuschlieften. Die folgende
Einschrinkung fiihrt bei einer Reihe von Schéatzproblemen bereits zu einer Situation, wo
dann ein universell bestes Verfahren gefunden werden kann.

Definition 9.4. Es mdge die Realisierung x einer Zufallsvariable X mit einer Vertei-
lung Py vorliegen, wobei 6 € © gilt.
Fin Schétzer 0 = 0(X) heiffit erwartungstreu fiir den Parameter 6, falls

-~

El0(X)) =0 voeco

qgilt.
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Falls eine von 0 abgeleitete Griofie g(0) geschitzt werden soll, so heif$t ein Schdtzer
g = g(X) erwartungstreu fir g(0), falls

Ef(X)] = g6) e
gilt.

Wir betrachten nochmals das Binomialbeispiel, d.h., wir setzen voraus, dass die vorlie-
genden Daten aus Realisierungen x4, ...,x, von unabhangigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen Xj, ..., X, bestehen, wobei X; ~ Bin(1, ). Wir setzen der Einfachheit
halber voraus, dass 6 € © := (0,1), d.h., die Félle §# = 0, 1 schliefen wir aus. Zu schét-
zen sei # und als Giitekriterium wéhlen wir den mittleren quadratischen Fehler. Es sei
X = (Xy,...,X,)T. Im Folgenden zeigen wir, dass X,, der eindeutig bestimmte beste
erwartungstreue Schéatzer fiir 6 € O ist.

R(X,,0) = inf {R(T(X),0): T(X) erwartungstreuer Schitzer fiir 6}. (9.3)

Es sei also T'(X) mit 7: {0,1}"™ — [0, 1] ein beliebiger erwartungstreuer Schétzer fiir 6.
Wir gehen in zwei Schritten vor:

1) Wir betrachten einen weiteren Schiitzer T'(X), wobei

und, fir k=0,1,...,n,

D iy wi=k

T'(x) ist eine ,symmetrisierte Version von 7'(x), denn es gilt
T((l’l, ce ,:L“n)T) = T((:L‘,r(l), . ,mﬂ-(n))T) Vx € {O, l}n, Vi € Py, (94)

wobei P,, die Menge aller Permutationen 7: {1,...,n} — {1,...,n} von n Ele-
menten bezeichnet.

Wir zeigen, dass T'(X) ebenfalls erwartungstreu fiir 6 ist und, falls (9.4)) durch T'(z)
verletzt ist, so folgt

R(T(X),0) < R(T(X),0) Vbe®O. (9.5)

2) X, ist der einzige erwartungstreue Schitzer fiir §, der die Symmetriebedingung

(9.4) aus 1) erfiillt.
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Details:

zul)  T(z) kann nur die Werte h(0),...,h(n) annehmen, wobei T'(x) = h(k) gilt, falls
>, x; = k ist. Daraus folgt

ET(X) = En:h(k)P(,(zn:Xi:k)
k=0 i=1

=Y X 1@ (p)ea-or

k=0 \k

D D YRR NSRS

k=0 g: 37" | xi=k
= > T@PR(X =z) = BET(X).
z€{0,1}"
Da jedoch nach Voraussetzung FpT(X) = 0 fiir all 6 € © gilt, so folgt auch die
Erwartungstreue von 7'(X).
Wir nehmen nun an, dass 7' (9.4]) verletzt. Dann gilt

R(T(X),0) = > (T(x)—0)"Py(X =)

z€{0,1}"

=Y Y (T@) - T(@)+T(@) —0)°Py(X =)

k=0 z: Y0 x;=k

=Y Y (T@)-0)’P(X =2)

k=0 x: Y7  x;=k

3y (T -T@) (X =)

g— . 4 S — v
k=022 3, wi=k >0 fil"rrein T >0

+23° Y (T(@) - T(@))(T(x) - 0)*Py(X =)

k=0 g: 31" x;=k

~-
> Y (T(z) - 0)"Py(X =) = R(T(X),0),
z€{0,1}"
d.h., T(X) verbessert T(X).
zu 2) Es sei nun f(X ) ein beliebiger erwartungstreuer Schétzer fiir 6, welcher die Sym-

metriebedingung 1’ erfillt. Dann existiert 2: {0,1,...,n} — [0,1] mit T(z) =
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ﬁ(Z?:l x;) fiir alle z € {0,1}". Nun gilt

Das ist dquivalent zu

> [k/n — h(k)] (Z)pk =0  Vpe (0,00),

k=0

woraus [k/n — ﬁ(k‘)} (}) =0 fiir alle k = 0,...,n folgt. Also gilt h(k) = k/n und
somit T'(z) = 7, fiir alle z € {0,1}". Daher ist X,, der einzige erwartungstreue
Schéatzer fiir 0, der (9.4) erfiillt.

Das Testen statistischer Hypothesen

Im letzten Teil des Kurses wollen wir noch die wichtigsten Konzepte aus dem Be-
reich des Testens von Hypothesen einfithren. Wir nehmen an, dass wir als Datengrund-
lage x1,...,z, haben, welche wir als Realisierungen entsprechender Zufallsvariablen
Xy, ..., X, auffassen. Wir nehmen an, dass die Verteilung der X; einer bestimmten Menge
von Verteilungen angehort und wollen diese Annahme unter Ausnutzung der Information,
welche uns x4, .. ., z, liefern, tiberpriifen. Bevor wir uns dieser Fragestellung systematisch
ndhern, betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Es wurde bereits der Frage nachgegangen, inwieweit Borsenkurse dem Benford-Gesetz
folgen. Dabei wurden unter anderem die Schlusskurse der 102 an der Nasdaq in New York
gehandelten Werte aus dem Nasdaq-100-Index herangezogen und es wurden damit die
Wahrscheinlichkeiten geschétzt, dass die Anfangsziffern dieser zufélligen Kurse die je-
weiligen Werte 1,2,...,9 annehmen. Tabelle 4 auf Seite 92 dieses Skriptes enthalt die
so gewonnenen Schatzwerte ¢, = 0,343,...,09; = 0,059 fiir die jeweiligen unbekann-
ten Wahrscheinlichkeiten 6, ;,...,0y ;. Ein Vergleich mit den in der letzten Zeile dieser
Tabelle aufgelisteten Wahrscheinlichkeiten nach dem Benford-Gesetz zeigt einerseits ei-
ne iiberraschend gute Ubereinstimmung mit diesen Werten. Andererseits kann es auch
sein, dass das Benford-Gesetz fiir zufillige Daten dieser Art gar nicht gilt und uns nur
der Zufall einen Streich gespielt hat. Beispielsweise konnte man ,aus Symmetriegriin-
den* annehmen, das jede der moglichen Anfangsziffern mit einer Wahrscheinlichkeit von
1/9 vorkommt. (Weitere Alternativen sind sicherlich auch denkbar.) Zur Vereinfachung
richten wir hier den Fokus auf die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Eins als erste
signifikante Ziffer. Wir nehmen an, dass die in Tabelle 3 angegebene Zahl von x = 35 die
Realisierung einer Bin(102, §)-verteilten Zufallsvariable X ist. Wir wollen die Hypothese
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tiberpriifen, dass X eine Bin(102, 6y)-Verteilung besitzt, wobei 6y = 0,301 der durch das
Benford-Gesetz vorgeschriebene Wert fiir diese Wahrscheinlichkeit ist. Als Alternative
steht die Vermutung, dass § = ¢; = 1/9 ist. Damit ergibt sich folgendes Testproblem:

Hy: =20, gegen Hy: 0=20,.

Hy ist hierbei unsere Hypothese (,,Nullhypothese) und H; die Alternative (,,Alter-
nativhypothese*). Wenn man lediglich das Benford-Gesetz anzweifelt und sich nicht
auf einen konkreten Alternativwert 6, festlegen will, so kénnte das Testproblem auch
folgendermaken aussehen:

Hy: 0 =06, gegen Hi: 0 0,.

In der Fachsprache sind Hy und H; sogenannte einfache Hypothesen, da unter diesen
Annahmen der das Modell spezifizierende Parameter 6 jeweils nur einen einzigen Wert
annehmen kann. Unter H{ kann dagegen 6 alle Werte aus der Menge [0, 1]\ {6y} annehmen
und man spricht von einer sogenannten zusammengesetzten Hypothese.

Wenden wir uns zunédchst dem Problem des Testens von Hy gegen H; zu. Da
6p > 60, ist und eine Bin(102, 6y)-verteilte Zufallsvariable tendenziell grofere Werte als
eine Bin(102, 0;)-verteilte annimmt, erscheint es sinnvoll, Hy abzulehnen, falls die Reali-
sierung x der Zufallsvariable X einen kleinen Wert angenommen hat. Aber welcher Wert
ist nun klein genug, sodass man sich gegen H entscheiden sollte? Wenn man die Entschei-
dung iiber Annahme bzw. Ablehnung von H nicht komplett aus dem Bauch heraus tref-
fen mochte, so kann man sich auf eine von dem polnischen Mathematiker Jerzy Neyman
und dem britischen Statistiker Egon Sharpe Pearson in den dreifliger Jahren des vorigen
Jahrhunderts vorgeschlagene Strategie stiitzen. In der vorliegenden Situation konnen aus
zweierlei Art falsche Entscheidungen getroffen werden. Wenn man die Nullhypothese H
ablehnt obwohl sie richtig ist, begeht man einen Fehler erster Art. Ist dagegen die Alter-
nativhypothese H; korrekt und man nimmt stattdessen die Nullhypothese an, so spricht
man von einem Fehler zweiter Art. Nun ist man auschlieflich daran interessiert, die
richtige Entscheidung zu treffen. Da die durch die Realisierung x gelieferte Information
zufallsbehaftet ist, versucht man nun, eine solche Entscheidungsregel zu finden, sodass die
Wabhrscheinlichkeiten einer Fehlentscheidung moglichst klein sind. Eine solche Entschei-
dungregel beschreibt man ein einfachsten durch eine Funktion ¢: Qx — {0, 1}, wobei Qx
die Menge der moglichen Werte der Zufallsvariable X ist (hier ist Qx = {0,1,...,102})
und ¢(x) = 1 bedeutet, dass im Falle von X = z die Nullhypothese H, abgelehnt wird,
wogegen p(x) = 0 bedeutet, dass bei Eintreten des Ereignisses X = = H, angenommen
wird. Eine solche Funktion ¢ nennt man kurz Test. Ideal wére nun ein solcher Test, fiir
den sowohl die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art als auch die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers zweiter Art minimal sind. Bei dem betrachteten Testproblem ist es moglich,
jede einzelne der beiden Irrtumswahrscheinlichkeiten auf Null zu driicken. Ein Test ¢, der
niemals ablehnt (¢o(x) = 0 fiir alle x = 0,1, ...,102) hat die Eigenschaft, dass die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers erster Art Null ist (also Py, (¢o(X) = 1) = 0). Umgekehrt, ein
Test 1, der stets ablehnt (¢1(x) = 1 fiir alle z = 0,1,...,102) besitzt die Eigenschaft,
dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art Null ist (P, (¢1(X) = 0) = 0). So

wie es iiblicherweise keine gleichméfig besten Schéatzverfahren gibt, existiert hier auch
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kein universell bestes Testverfahren, bei dem beide Irrtumswahrscheinlichkeiten simultan
minimiert werden. Sei dazu ¢: {0,1,...,102} — {0, 1} ein beliebiger Test. Dann gilt fiir
die Summe beider Irrtumswahrscheinlichkeiten

Py, (p(X) =1) + Py, (0(X) =0)

= ()91(1—90"14 Z ()9901—01)

: <m>:1 v (o

(=) <Z) O6(1=00)"" + (1-¢(@) (Z) 07 (1 — el)n—w}
‘M”ﬂmm{cg%“—ﬂwﬁﬁCﬁﬁu—mrﬂ%>o

=1 ~

>0

—
S

%
E
B
_|_
=

D.h., es gibt keinen Test, fiir den beide Irrtumswahrscheinlichkeiten Null sind. Angesichts
dieser Tatsache schlugen Neyman und Pearson vor, nach einem geeigneten Kompromiss
zwischen den beiden Irrtumswahrscheinlcihkeiten zu suchen. Im vorliegenden Fall liegt
der Nullhypothese das inzwischen durch viele Publikationen gestiitzte Benford-Gesetz
zugrunde. Daher ist es wiinschenswert, dass im Falle ihrer Korrektheit eine Ablehnung
nur mit einer sehr begrenzten Wahrscheinlichkeit vorkommt. Man wéahlt also ein {ibli-
cherweise kleines o (v = 0,05 oder o = 0,01 werden in der Praxis hiufig gewéhlt) und
lasst nur Tests ¢ zu, deren jeweilige Wahrscheinlichkeiten fiir einen Fehler erster Art den
Wert « nicht iiberschreiten. Ein solches Vorgehen sichert den Anwender dahingehend
ab, dass er im Falle der tatsédchlichen Giiltigkeit des Benford-Gesetzes dessen Widerle-
gung lediglich mit einer Wahrscheinlichkeit, die a nicht iibersteigt, verkiindet. Wenn es
dagegen zur Ablehnung von H, kommt, so kann man das als einen Beweis gegen die
Giiltigkeit von Hy ansehen. In der Klasse der Tests welche die Eigenschaft besitzen, dass
die deren Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers erster Art das gewihlte Niveau « nicht
iiberschreiten, wihlt man dann einen der Tests aus, deren Wahrscheinlichkeiten eines
Fehlers zweiter Art minimal sind. Diese Vorgehensweise wir durch die folgende Definition
nochmals zusammengefasst.

Definition 9.5. Es mdge eine Realisierung x (v € R oder auch x = (z1,...,z,)T € R")
einer Zufallsvariable X mit maoglichen Werten in Qx vorliegen, wobei X ~ Py, 6 € ©.
Ein Test p: Qx — {0,1} fir das Problem

Hy: 0 €06 gegen H,:0€06,,
wobei O N O =0 und Oy U O, = O, heift
e Test zum Niveau o (a-Test), falls

sup Py(p(X) = 1) < o
[AS(SH)



100

o gleichmifiig bester a-Test, falls ¢ ein a-Test ist und
Py(p(X)=0) = inf {Pp(P(X) =0): @ ist a-Test} Vo € 6,

qgilt.
Im Spezialfall einer einfachen Alternative ©1 = {0} spricht man von einem besten
a-Test.

Beim oben diskutierten Beispiel haben wir das Testproblem
Hy: 0=0, gegen H:0=0,,

wobei 0y = 0,301 und 6¢; = 1/9 sind. Beobachtet wird eine Realisierung einer Zufallsva-
riable X ~ Bin(102,6). Wir wollen uns hier zunéchst auf Tests ¢ beschrénken, welche

die Gestalt
1, falls = <e¢,

plr) = { 0, falls x> ¢ (9-6)

besitzen. Ein solcher Test hat eine Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art von

P00 =1) = By (X <) = 3 ("o oy (9.72)

und eine Irrtumswahrscheinlichkeit zweiter Art von

Py (p(X)=0) = Py, (X >¢) = Z (") 07 (1 — 6,)" . (9.7b)

X
r=c+1

Die Schwelle ¢ € Ny, welche den Ablehn- vom Annahmebereich trennt, heifst kritischer
Wert. Nachdem man sich fiir ein Niveau « entschieden hat, kann man nach einem besten
a-Test suchen. besagt, dass fallendes ¢ zu einer wachsenden Irrtumswahrschein-
lichkeit zweiter Art fiithrt, wohingegen den umgekehrten Effekt fiir die Irrtums-
wahrscheinlichkeit erster Art zeigt. Wenn wir uns beispielsweise ein Niveau von a = 0,05
vorgeben, dann ist der beste a-Test innerhalb der Tests mit der Gestalt durch den
groftmoglichen kritischen Wert ¢, gegeben, so dass der entsprechende Test noch das
Niveau o = 0, 05 einhélt, d.h.

Co = max{c: Py (X <¢) < a}.

An dieser Stelle ist nun eine exakte Bestimmung des gesuchten kritischen Wertes c,
recht mithsam, da die entsprechenden Binomialwahrscheinlichkeiten Fakultdten grofser
Zahlen beinhalten. Wie werden daher die Normalapproximation der Binomialverteilung
aus Satz (Globaler Grenwertsatz von de Moivre-Laplace) verwenden. Nach diesem
Satz gilt
( X — 7190
0o

m < C) ~ (I)(C),
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wobei ¢ die Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung ist. Wegen ®(—1,64) ~
0,05 erhalten wir

Py, <X < nfy — 1,641/nby(1 —90)> ~ 0,05.

Der gesuchte kritische Wert ist somit

co = 102-0,301 — 1, 164\/102 -0,301-0,699 ~ 23,

d.h., wir lehnen die dem Benford-Gesetz entsprechende Nullhypothes ab, wenn die Zu-
fallsvariable X einen Wert x < 23 annimmt. Der gesuchte Test ¢ hat die Gestalt

(z) = 1, falls = < 23,
LA 0, falls = > 23

und besitzt die Eigenschaft
Py, (#(X) =1) = Py, (X <28) ~ 0,05,

Im vorliegenden Fall hatte die Zufallsvariable den Wert x = 35 angenommen. Wir kénnen
also auf Grund unserer Daten die Hypothese Hy: 6 = 0,301 nicht ablehnen.
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Optimale Tests

Nachdem die grundlegenden Konzepte zum Testen von Hypothesen eingefithrt wur-
den, werden wir uns nun der Suche nach optimalen Testverfahren zuwenden. Dabei sei
noch einmal an die bereits auf den Seiten 99/100 gegebene die Definition erinnert:

Definition 9.6. Es mdge eine Realisierung x (v € R oder auch x = (z1,...,x,)" € R")

einer Zufallsvariable X mit maoglichen Werten in Qx vorliegen, wobei X ~ Py, 6 € ©.
Ein Test p: Qx — {0,1} fir das Problem

Hy: 0 €6, gegen H:0 € 06,
wobei Oy N O =0 und Oy U O, = O, heifst
e Test zum Niveau a (a-Test), falls

sup Py (p(X) =1) < o,
[ASSH

e gleichmifiig bester a-Test, falls ¢ ein a-Test ist und
Py(p(X)=0) = inf {Py(¢(X) =0): @ ista-Test} Ve O

gilt.
Im Spezialfall einer einfachen Alternative ©1 = {601} spricht man von einem besten
a-Test.

Um eventuelle technische Schwierigkeiten zu vermeiden, beschréanken wir uns auf den Fall,
dass die Zufallsvariable X diskret ist. Zur weiteren Vereinfachung betrachten wir hier
nur das Problem des Testens einfacher Hypothesen (d.h. ©g = {6y} und ©; = {6,}).

Wir nehmen also an, dass die Realisierung z einer diskreten Zufallsvariable X ~ P
mit Werten in 2x beobachtet werde, wobei 8 € {6, 6,}, 0y # 01 ist. Das Testproblem sei

Hy: 0=20, gegen Hy: 60=0,.

Bevor wir uns nun auf die Suche nach einem besten a-Test begeben, sei noch einmal an
die jeweiligen Irrtumswahrscheinlichkeiten erinnert. Fiir einen Test p: Qx — {0,1} ist
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art ist gegeben durch

P90 (@(X) = 1) = Z PBO (X = 13) = Z (,O(SL’)PQO (X = :C)
z: p(z)=1 r€Qx
und die eines Fehlers zweiter Art durch
Py(p(X)=0) = > Pp(X=2)=Y (1-@)P, (X =2).
z: p(z)=0 r€Qx

Damit deutet sich an, dass ein bester Test zu einem vorgegebenen Niveau « so sein sollte,
dass Hy bei Eintreten des Ereignisses X = x dann abgelehnt wird, wenn Py, (X = z) im
Verhéltnis zu Py, (X = z) grof ist. Das folgende Lemma prézisiert diese Aussage.
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Lemma 9.7. X sei eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in x. Fin Test
v: Qx — {0,1} fir das Testproblem

Hy: 60=20, gegen H: 60=0,.

maoge die Struktur

(z) = 1, falls Py (X =1z) > ¢ Py, (X = x),
LS ) falls Pp, (X =) < cFPp(X =x)

besitzen, wobei ¢ € [0, 00).
(Fir alle © mit Py, (X = x) = cPy (X = z) kann p(x) sowohl den Wert 1 als auch den

Wert 0 annehmen.)
Dann gilt: Falls ¢*: Qx — {0,1} ein weiterer Test ist mit

Pp (" (X) =1) < Pp(p(X) =1),

so gilt
Py, (¢7(X) = 0) = P, (¢(X) = 0).

Folglich ist ¢ ein bester a-Test zum Niveau & := Py, (gp(X) = 1).

Beweis. Der Beweis dieser Aussage beruht auf folgender Ungleichung.
(p(z) — " (@) c Py (X =2) < (p(z) — ¢*(x)) Po, (X =2)  Vz € Qy. (9.8)
Der Beweis dieser Ungleichung folgt aus einer einfachen Fallunterscheidung.
e Falls cPp, (X = x) < Py, (X = x) ist, so gilt wegen ¢(z) = 1, dass (p(z)—¢*(z)) > 0.
e Falls cPy (X = z) > Py, (X = ) ist, so gilt wegen p(z) = 0, dass (p(z)—¢*(x)) <0
e Falls cPy, (X =z) = Py, (X = z) ist, so gilt in sogar “="".

In allen drei Féllen folgt also die Giiltigkeit von (9.8]).
Nun folgt der zentrale Schritt des Beweises. Wegen Py, (¢*(X) = 1) < Py, (p(X) = 1)
und ¢ > 0 erhalten wir

0 < e{Pu(p(X)=1) = P, (¢"(X) = 1)}
- Z \(gp(m) *(:E))Cpgo (X :xz

< Z(() *ﬁ))Pel( —2)

zex

= Py (p(X)=1) — Py (¢"(X) =1),

d.h., die Macht von ¢ gegen die Alternative 6; ist nicht kleiner als die des Tests ¢*.
Daraus folgt

Py, (p(X) =0) = (1 — Py (p(X) = 1)) < (1 — Py (¢ (X) = 1)) = Py (*(X) = 0),

d.h., die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art durch den Test ¢ ist kleiner oder
gleich der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art durch ¢*. O
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Wir kommen zuriick auf das Beispiel mit der Haufigkeit der 1 als erster signifikanter
Ziffer bei den New Yorker Kursen der 102 Aktien im Nasdaq-100-Index. Wir hatten x = 35
beobachtet und dieses x als Realisierung einer Zufallsvariable X ~ Bin(n, #) modelliert,
wobei n = 102 ist, # = 6y := 0,301 dem Benford-Gesetz entspricht und 6 = 6, := 1/9
unsere Alternativhypothese war. Angenommen, wir suchen nach einem besten a-Test fiir

H()i 0:90 gegen Hll 9201,

so konnen wir versuchen, einen solchen mit Hilfe von Lemma zu finden. Die Zufalls-
variable X kann Werte aus Q2x = {0,1,...,102} annechmen und Lemma legt einen
Test ¢: Qx — {0, 1} mit folgender Struktur nahe:

(z) = 1, falls Py, (X =) > ¢ Py, (X = ),
PEIZ 00, falls Py (X =2) < ¢ Py (X = 2)

Da wir ¢(z) auch fir den Fall Py, (X = x) = ¢FPp,(X = z) irgendwie festlegen miissen,
betrachten wir zunéchst alle Tests der Art

o(z) = { 1, falls Py (X =z) > cFPp,(X = x),

T T
0, falls Py, (X =2) < ¢ Py (X = x) (99)

Nun gilt

Py, (X =) _ (g)eiu—el)n—x _ (1—91)"(61(1—00))?

1—06y) \Oo(1—0)
N——
€(0,1)

Demzufolge ist die Funktion z +— P, (X = m) /Py, (X = :E) streng monoton fallend und
die durch beschriebenen Tests konnen so dargestellt werden:

1 falls z <d
(d) — ’ — 9
P () { 0, falls z>d,

fiir ein d € Z. Damit das geforderte Niveau « eingehalten wird, muss gelten

P00 =1) = 3 ()b - < a (9.10)

k=0
Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art ist gleich

n

P00 =0) = 3 () )sta- o

k=d+1
Die optimale Wahl des kritischen Wertes d, welcher die primére Forderung (9.10)) erfiillt,
ist gegeben durch

d

do = max{d: Y (Z)e’ga — 0" < al.

k=0
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Falls nun
Py, (“)(X) =0) = q,

so ist ¢(@) nach Lemma der gesuchte beste a-Test fiir Hy gegen H;. Falls dagegen
P01 (Qp(da)(X) = 0) < @,

so greift Lemma nicht und es ist nicht klar, ob der Test (@) ein bester a-Test ist.

Nun koénnte man versuchen, dieses Problem mit der ,Brute-Force-Methode* (Methode
der rohen Gewalt) zu 16sen, indem man alle Tests ¢: Qx — {0,1} betrachtet, davon
jene aussortiert, die das Niveau « nicht einhalten, und aus der verbliebenen Menge von
Tests schlieflich den mit der kleinsten Irrtumswahrscheinlichkeit zweiter Art auswahlt.
Im vorliegenden Beispiel mit den Nasdag-Kursen ist 2x = {0,1,...,102} und die An-
zahl aller Tests ist somit gleich 2193, also umgefihr 103!, Damit wird klar, dass eine Be-
trachtung aller Tests praktisch unmoglich ist. Ein vielleicht iiberraschender Ausweg wird
durch sogenannte randomisierte Tests ¢: Qy — [0, 1] geboten, wobei bei Eintreten
des Ereignisses X = x die Nullhypothese mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢(z) abgelehnt
wird. Zur praktischen Durchfiihrung miisste dann ein weiteres unabhéngiges Zufallsex-
periment mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit von ¢(x) durchgefiihrt werden. Zeigt dieses
dann einen Erfolg an, so wird H, schliefslich abgelehnt, andernfalls angenommen. Die
folgende Definition beschreibt die angekiindigte Erweiterung des Testbegriffs.

Definition 9.8. FEs werde die Realisierung x einer Zufallsvariable X ~ Py mit médglichen
Werten in C1x beobachtet.

(i)  FEin Test fir das Entscheidungsproblem
Hy: 60e€0, gegen H: 0e06,

ist eine Funktion ¢: Qx — [0, 1], wobei o(x) die bedingte Wahrscheinlichkeit an-
gibt, mit der bei Fintreten des Freignisses X = x die Nullhypothese Hy abgelehnt
wird.

(1))  Ein Test ¢ heifst nicht randomisiert, falls p(x) € {0,1} fir alle x € Qx gilt.
Andernfalls heifst ¢ randomisiert.

Falls X eine diskrete Zufallsvariable ist, so ist im Falle einer einfachen Nullhypothese
Hy: 0 = 0y die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art gegeben durch

Py, (,,HO wird abgelehnt“)
= Z Py, (X = x und H, wird abgelehnt )

TEQx
= Z Pgo( H, wird abgelehnt ‘X = :v) Py, (X = x)
$EQX\ ~ -

= ()

= Z (,O(ZL’) PGO(X =T) = EGOSO(X)'

z€Qx
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Analog gilt im Falle einer einfachen Alternativhypothese H;: 6 = 6, fiir die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers zweiter Art, dass

Py, (,,HO wird angenommen“)

= Z Pgl( Hy wird angenommen ‘X = x) Py, (X = g;)

Q ~~
rex = 1—p(a)

— Z (1—¢(x)) Pgl(X:ZE) = Ly, [1_90(X>]'

zex

Der nun folgende Satz zeigt, dass beim Testen einfacher Hypothesen mit dem auf rando-
misierte Tests erweiterten Testbegriff stets ein bestes Verfahren gefunden werden kann.

Satz 9.9. (Lemma von Neyman-Pearson)
Es werde die Realisierung x einer diskreten Zufallsvariable X ~ Py mit Werten in Qx
beobachtet, wobei 0 € {6y,01}, 0y # 01. Gegeben sei das Testproblem

Hy: 0=20, gegen Hi: 0=60,.

Fiir beliebiges a > 0 existieren ¢, € [0,00) und v, € [0,1], sodass der Test
Pa - QX — [O, 1] mit

1, falls Py, (X =) > cq Py (X = x),
©a(T) = ¢ Ya, falls Pp, (X =) = ¢ Ppy (X = ),
0, falls Py, (X =1z) < co Py, (X = 2)

die Eigenschaft Eg o (X) = « besitzt.
Yo st emn bester a-Test fiir Hy gegen H;.

Beweis. Wir betrachten Tests der Gestalt

1, falls Py (X =z) >
olr) = ¢ 7, falls Py, (X =1z) = c Py, (X = x),
O, falls Pgl(X = x) <

und zeigen, dass ¢ =: ¢, € [0,00) und 7y =: 7, € [0, 1] existieren, sodass

& = EHOQO(X)
= Pé)(f({xEQX: Pgl(X:x)>caP90(X:x)})

+ Y ng({a; €Qx: Pp(X =) = co Py (X = x)}). (9.11)
Wir betrachten dazu die Funktion g mit

() = ng({xeﬂx: Py (X = 1) ZCPQO(X::I;)}).
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g is offensichtlich monoton nichtwachsend und es gelten ¢g(0) = 1 sowie, da das Wahr-
scheinlichkeitsmafs Pé’(f die Eigenschaft der Stetigkeit von oben besitzt,

lim g(n) = lim P} ({x €OQx: Pp(X=2)>nPF(X = x)})
n—o0 n—oo

_ p;(f(ﬂ {zeQx: Py(X =2 ZnPeo(X:fE)}>

n=1

={z: Pg(?(;(:.r):o}

= Y Py(X=2) =

z: Poy (X=2)=0

Es sei nun
co = sup{c: g(c) > a}.
Wegen ¢(0) =1, g(n) — 0 und a > 0 folgt, dass ¢, € [0, 00).
n—oo

Mit Stetigkeit von oben erhalten wir

P;g({x €0x: Pp (X =2)>cy Py, (X = 37)})

_ pgg( M {r € Qs Po(X =2) > (ca—1/n) Py(X = x)})
= lim Pg)(f({x €Ox: Pp(X=2x)>(ca—1/n) Py (X = x)}) > a  (9.12a)

n—o0
(.

und mit Stetigkeit von unten
Pe)o(({x €Qx: Pp(X =2x)>cyFPp(X = x)})

— P(ﬂ)(f(U {reQx: Pp(X=2x)> (Ca+1/”)P90(X:x)}>

n=1
— lim ng({x €Qx: Pp(X =) > (ca+ 1/n) Py (X = 3:)}) < a. (9.12b)
n—0o0
<a

Ausgehend von ((9.12a)) und (9.12b)) kénnen wir nun noch =, so bestimmen, dass (9.11)
gilt. Falls Pé’é({x € Qx: Pp(X =12) > cy Ppy(X = x)}) = «, so wihlen wir v, = 0.

Falls dagegen P;; ({x €Qx: Pp(X =2)>cyPp(X = x)}) < a, so wahlen wir

o~ BY({rex: Pu(X=1)>cuPa(X =2)})

Too = ng({ﬁeﬂx: Pal(X:x>:CaP90(X:x)}>

Dann gilt insbesondere 7, € [0,1] und (9.11)) ist auch in diesem Fall erfiillt.
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Um die Optimalitdt von ¢, zu beweisen nehmen wir an, dass ¢*: Qx — [0,1] ein
beliebiger (moglicherweise randomisierter) a-Test ist. Wie im Beweis von Lemma
kann man die Ungleichung

(@) = 9" (@) e Poy (X = ) < (p(x) = ¢"(2)) Py (X =x) Vo€ Qy

beweisen. Daraus folgt, wiederum analog zum Beweis von Lemma dass

= D (pl@) = ¢* (@) c Py (X =)

0 < c(Bpp(X) — Egy(X))

IA
iy
=
|
ﬁ*
=
&
»
|
oS

woraus schliefllich
E91 [1 _SD(XH =1- EQlSO(X) <1- E91(10*(X> = E91 [1 —80*(X)L

folgt. [
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