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Zusammenfassung

Es ist eine bekannte Tatsache der Wahrscheinlichkeitstheorie, dafi das Verteilungs-
gesetz, einer beschrankten Zufallsgrofie &, eindeutig durch die Folge ihrer Momente
{E£"}en bestimmt ist. Dieses Resultat gilt leider nur fiir beschriankte ZufallsgroBen.
1953 konnte Wassily Hoeffding (siche [7]) als stérkeres Resultat zeigen, dafl das Ver-
teilungsgesetz von einer Zufallsgréfie £ mit erstem Moment eindeutig durch die Folge
der Erwartungswerte der k-ten Ranggréfien {Eﬁzn}ig, """ " bestimmt ist. Dabei sind
§1,&2, ... unabhéngig identisch gemdB P¢ verteilt und fiir n € N ist &, die k-te
Ranggrofie, mit &, < -+ <& 1, <&, <&y, < <

Dieses Resultat wurde dann spéter oft in der Statistik benutzt, zum Beispiel fiir
Rangordnungstests, was nicht zuletzt die vielen Arbeiten dariiber belegen(siehe zum
Beispiel [4], [1]).

Ich werde in meiner Arbeit vornehmlich nur mit £}, = max{&,...,&,} arbeiten.
Dabei bezeichne ich (3, = Emax{¢y,...,&,} als die Hoeffding-Koeffizienten . Diese
sind ausreichend, das Verteilungsgesetz von £ zu charakterisieren. Weiterhin wird
auBerdem eine Umkehrformel fiir die Hoeffding-Koeffizienten bewiesen werden.

Die Arbeit von Hoeffding wurde 1987 von Richard A. Vitale auf Zufallsvariablen in
Banachraumen verallgemeinert (siche [8]). Ich werde im zweiten Kapitel seinen Ideen
folgen, aber mich dabei nur auf den Fall von Zufallsvektoren im R? beschrinken.
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1 Eindimensionaler Fall

1.1 Hoeffding-Koeffizienten: Definition und Eigenschaften

Allgemeines

Es ist [Q,F,P] unser zu Grunde liegende Mafiraum. Dabei ist §2 eine nichtleere
Menge und & ist eine o-Algebra iiber 2. Weiterhin ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl
P F —[0,1] mit P(Q) = 1.

Eine Zufallsvariable £ mit Werten aus dem mefibaren Raum [X, X ] ist eine F, X-
mefBbare Abbildung £ : 2 — X. Dabei wird auf [X, X | das BildmaB P¢ : X — [0, 1]

induziert, mit
Pe(B) =P ({we Q:&(w) € B}) fiir beliebiges B € X.
Man nennt dann P¢ auch das Verteilungsgesetz von §.

Definition 1.1 Man sagt zwei Zufallsvariablen & und n seien identisch verteilt,
wenn sie in den selben mefbaren Raum [X,X | abbilden und wenn gilt, dajfs

P¢(B) =P, (B) fir alle B € X.

Schreibweise:
¢ ~n & € und 7 sind identisch verteilt.

Zufallsvariablen, fir die gilt [X, X ]| = [R, R], heiflen Zufallsgrofen. Das erste Kapitel
befaflt sich ausschliellich mit Zufallsgrofien und das zweite Kapitel bezieht sich dann
auf Zufallsvektoren, das heifit [X, X] = [R%, Ry].

Definition der Hoeffding-Koeffizienten

Die Zufallsgrofien £ = &, &s, ... seien unabhingig identisch gemé&fl dem Verteilungs-
gesetz P¢ verteilt und besitzen einen Erwartungswert, also E|{| < oco. Sie besitzen
die gemeinsame Verteilungsfunktion F': R — [0, 1], definiert durch

F(z) = Pe((—00,2)) = P(£ € (—00,2)) .

Nun bilden wir fiir ein w € € und fiir ein n € N die k-ten Ranggrofen &, fiir
k=1,...,n. Dazu ordnen wir & (w),...,&,(w) der Grofle nach und erhalten

gin@d) <. < fl;k—l,n<w) < gz,n(w) < 5;—&—1,71((")) <. < :L,n(w) :
Wie sind die & , fiir k =1,...,n verteilt?
Wir beginnen zunéchst mit der Verteilungsfunktion B, von max{¢y,...,§.} = & .:

B, (z) =P (max{,..., &} < x)
=P&G <x,....,6 <x).
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Anschlieend nutzt man die Unabhéngigkeit der &, ..., &, aus und erhalt

By(z) =P(& <) P(&n < )
= (F(x))" .

Auf dieselbe Art 1d8t sich die Verteilungsfunktion A, von min{¢i,..., &} = &,
ableiten:

Ay(z) =P (min{&y, ..., &} < )
=1—P (min{,..., &} > )
:1_73(51 ZI,,fnZI) :

Auch hier wird die Unabhéngigkeit der &, ..., &, verwendet und erhélt

Ap(2) =1=P(& > ) P(§ > 1)
=1—(1—-F(z))".
Schlielich haben wir die Verteilungsfunktionen der ersten und der letzten Rang-
grofle berechnet. Damit haben wir die Verteilungsgesetze von &7, und &, in der
Hand. Wie im Folgenden gezeigt wird, reicht sogar das Verteilungsgesetz von & ,

aus, um die Verteilungsgesetze der restlichen Ranggrofien zu beschreiben. Dazu er-
rechnen wir die Verteilungsfunktion von & ,:

Byn() = Fg; () = P(&n < @)

= P(mindestens k der &’s sind kleiner als x)

= ZP(genau [ der ¢’s sind kleiner als x) .
1=k

Da die & unabhéngig und identisch verteilt sind, folgt mit p := F(z) = P(§ < z)

n

Buato) =3 () - o

=k
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Also wissen wir, daf§ die Verteilungsfunktion der k-ten RanggréBe &, durch die
Verteilungsfunktion der letzten Ranggréfie berechnet werden kann.

Wassily Hoeffding hat 1953 gezeigt (vergleiche [7]), dafi das Verteilungsgesetz einer
Zufallsgrofle € mit Erwartungswert durch die Folge der Erwartungswerte der k-ten

Ranggrofien {E{;n}izé """ " eindeutig bestimmt ist. Wir beschrdnken uns hier nur

auf die letzte Ranggréfie &, und nennen ihren Erwartungswert W. Hoeffding zu
Ehren Hoeffding-Koeffizienten .

Definition 1.2 (Hoeffding-Koeffizienten) Gegeben sei eine Zufallsgrofe € mit
E|£| < 00. Dann nennen wir die Grofle

ﬁn = Emax{ﬁl, s 7£n}

Hoeffding-Koeffizient n-ter Ordnung von . Dabei sind die £ = &1, &, ... unabhdngig,
identisch gemdfs Pe verteilt.

Bemerkung 1:
(a) Die (3, sind alle endlich, da fiir alle n € N gilt

O =Emax{&y, ..., &} SE([&] + - + &)
= El&[ 4+ El&a| = nEl¢] < oo,

da der Erwartungswert linear ist und ¢ einen Erwartungswert besitzt.

(b) Gelegentlich bezeichne ich die o, = Emin{¢y,...,&,} auch als Hoeffding-
Koeffizienten. Diese lassen sich dann aber, wie wir gleich sehen werden, ganz
einfach in die (3, umrechnen. Somit entsteht zwar eine gewisse Redundanz, da
die (3, schon ausreichen das Verteilungsgesetz zu charakterisieren, aber manche
Séatze lassen sich so kompakter darstellen.

Lemma 1.1 Es sei & eine Zufallsgrofie mit E|¢| < oo, dann gilt fir allen € N und
alle k=1,...,n

s, =35 () (") e (L)

=k m=0

a=3 (1) 0 12)
B = Z (?) (=1)*ay . (1.3)

=1

Beweis: Von oben wissen wir, dafl gilt

Bl =35 () (") 0Bt

=k m=0
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Weiterhin wissen wir

und

Bei den Umformungen wurde 6fters der binomische Satz (a + b)" = > () a'd"™
benutzt. Den Erwartungswert einer Zufallsgroffe kann man durch die Verteilungs-
funktion mit Hilfe des Stieltjes-Integrals (sieche zum Beispiel [6] Seite 137 ff. und
146) darstellen:

Ee = / Pe(dr) .

Wenn ¢ die Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] besitzt, so schreiben wir fiir den
Erwartungswert auch

Ee = / vdFe(z) .

Das Stieltjes-Integral ist linear in der Verteilungsfunktion (siehe [6] Seite 140) und
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somit gilt

B, = /dek’n(m) :

R

Wir setzen By, (z) = Sop S0, (M) (") (=1)™ By () ein und erhalten

E&;, = / xd (Z Zl (7) (”7; l) <—1>mBz+m<x>>

=k m=0

m () () / 2By ()

lnk m (7> <nn_1 l) (~1)" Bt

und auf demselben Weg bekommen wir

|
~ o

O

Somit haben wir gezeigt, da man mit Hilfe der 8, mit Formel (1.1) alle anderen
Erwartungswerte der Ranggréfien E¢; , berechnen kann. Auflerdem erhalten wir mit
(1.3) aus den «, sofort die (3, einer Zufallsgrofie.

Eigenschaften

Nachdem die Hoeffding-Koeffizienten einmal definiert sind, lassen sich sofort ein
paar einfache Resultate direkt aus der Definition ableiten.

Lemma 1.2 FEs sei  eine Zufallsgrifie mit E|¢| < oo. Dann gilt

—0o<E =6 < B <P < <00,
o>E=a;>2a>a3> > —00.

Dabei sind & = &1,&2,... unabhingig identisch gemdfs Pe verteilt und o, 3, die
Hoeffding-Koeffizienten von &.
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Beweis: Zunichst setzen wir fir alle n € N

h = max{£17 s 7€n} und
G =min{&y, ..., &} .

Dann gilt natiirlich n; = £ = ¢; und

n+1

Th = maX{gla e 7571} < maX{gla e 7€n7£n+1} = Thh+1 < Z ‘le

i=1
und analog erhélt man

n

Z |£l| Z <n = min{glv e 75”} Z min{£17 v 7£n7£n+1} = Cn+1 .

=1

Aus der Monotonie und der Linearitdt des Erwartungswertes folgt

n+1

B =51 < By =Enp S By = Bon SED &< (n+ DEE] < o0,
i=1
da die &; identisch verteilt sind. Und es 148t sich schlieflen
Eﬁ = Qg Z Ay = ECn Z ECnJrl = On+1 -

Weiterhin gilt fiir alle n € N

-, = —E min{fh e 7571}
=Emax{—&,..., =&}

<3 E|-&| = nEl¢ < oo,

i=1
also a,, > —o0. Somit gilt insgesamt fiir alle n € N:

—o<a, <oy <<y =E=5<--<B,1 <6, <00.

10

(1.4)

O

Lemma 1.3 Es sei £ eine Zufallsgrifie mit Verteilungsdichte p : R — [0, 00) und
E|{] < 0o. Dann besitzt ¢, = min{&y, ..., &, } eine Verteilungsdichte p, : R — [0, 00)
und 1, = max{&,...,&,} eine Verteilungsdichte g, : R — [0, 00), gegeben durch

po(z) = np(x)(1 — F(z))""  und
¢n(7) = np(x)(F(z))"'  fiir alle n € N.

(1.5)
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Beweis: Von oben wissen wir, daf§ n, die Verteilungsfunktion B, (z) = (F(x))"
und ¢, die Verteilungsfunktion A, (z) = 1 — (1 — F(z))™ besitzt. Nun bringt uns
differenzieren mit Hilfe der Kettenregel zum Ziel.

O

Lemma 1.4 FEs sei & eine Zufallsgrifle mit E|E| < oo und & besitze die Hoeffding-
Koeffizienten (3, und o,. Es sei.a > 0 und b € R, dann besitzt p = al + b die
Hoeffding-Koeffizienten 3, und &, welche bestimmt sind durch

ﬁn:aﬂnWLb
Qn, = ac, + b fir alle n € N.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir B,, da er aus Analogiegriinden dann auch
fiir v, gilt. Es seien [, die Hoeffding-Koeffizienten fiir u = a& + b und £ besitze die
Hoeftfding-Koeflizienten 3, dann gilt fiir alle n € N

Bn = Emax{py,..., tn} = Emax{a&; +0b,...,a&, + b}
= E(max{a&y,...,a&,} +b) = E(amax{&,..., &} +b)
= aEmax{&,..., &} +b
=af,+b.

Dabei folgte der vorletzte Schritt aus der Linearitdt des Erwartungswertes.

Lemma 1.5 FEs sei £ eine Zufallsgrifse mit E|&| < co. Dann gilt fir alle n € N

0

oy = /(1 _ F(2))da — / (1—(1 - F(2))") dz (1.7)

— 00

0

5= [0= (F@ o~ [ (F@)ds, (1.8)

0 —00

und falls £ eine Verteilungsdichte p : R — [0, 00) besitzt, dann gilt

= n / wp(x)(1 — F(z))"dz (1.9)
8, =n / op(a)(F(z)"dz . (1.10)

— 00
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Beweis: Fiir Zufallsgrofen ¢ mit Erwartungswert und Verteilungsfunktion F'(x) gilt
diese spezielle Erwartungswertformel (siehe [6] Seite 146)

0

B¢ = 7(1 — F(z))dx — / F(z)da .

—00

Also gilt jetzt fiir die ZufallsgroBen 1, = max{i,...,&,} mit Verteilungsfunktion
By(z) = (F(x))":

und ¢, = min{¢y, ..., &,} mit Verteilungsfunktion A,(x) =1— (1 — F(x))™

[e.9]

an = B, = /(1 Ay (w))dr — /0 A, (2)dz

0

_ 7(1 ~ P(2))"da — / (1= (1= F(z))") dx .

—0Q0

Die Formeln (1.9) und (1.10) folgen direkt aus Lemma 1.3, indem man einfach die
Erwartungswertformel fiir Zufallsgrofien mit Verteilungsdichte anwendet.

O

Da fiir nicht negative Zufallsgrofien gilt F(x) = 0 fiir alle + < 0 und sich die
Nichtnegativitat auch auf die 7, und (, iibertrédgt, erhalten wir sofort:

Folgerung 1 Es sei{ eine nicht negative Zufallsgriffe mit B|¢| < oo. Dann gilt fir
allen € N
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1.2 Beweis der Eindeutigkeit

Wenn fiir zwei Zufallsgrofien ¢ und 7 und die dazugehéorigen Hoeffding-Koeffizienten
£S5 und 37 gilt

BS =37 fiir alle n € N,
dann folgt & ~ n. Bis jetzt wurde das nur gesagt und nicht bewiesen und immer nur
auf die Arbeit von W.Hoeffding [7] verwiesen. Nun wollen wir einen eigenen kleinen
Beweis der Eindeutigkeit bringen!.
Fiir jede Zufallsgrofle £ kann man die Verteilungsfunktion F¢ : R — [0, 1] angeben,
welche die Zufallsgrole eindeutig bestimmt. Andererseits kann man zu einer Zufalls-
grofe € auch eine Pseudoinverse Verteilungsfunktion A : [0, 1] — R angeben, fiir die
gilt h(vy) ~ &, dabei ist 7 gleichverteilt in [0, 1]. Nun sind zwei Zufallsgrofien £ und
71 identisch verteilt, wenn fiir ihre Pseudoinversen h und h’ gilt h(z) = h'(x) fast
iiberall.

Satz 1.1 (Eindeutigkeitssatz) Zwei Zufallsgrofien & und n mit E[§|,E|n| < oo
sind genau dann identisch verteilt, wenn fir thre Hoeffding-Koeffizienten gilt

B35 =" fiir allen € N.

Beweis: Es habe ¢ die Pseudoinverse h und 7 die Pseudoinverse h’. Aulerdem seien
noch 71,7z, ... unabhéngig identisch gleichverteilt in [0, 1]. Dann gilt

h() ~ & und
h/(%) ~ T -

Nun sind die &, &2, . . . unabhéngig identisch gemé&f P¢ und die 7y, 7, . . . unabhéngig
identisch geméf P, verteilt.
Wir widmen uns nur der nichttrivialen Riickrichtung des Satzes. Es gilt

= Emax{¢,..., &} = Emax{h(v1),..., (1)}
= Eh(max{y1,...,7m}) ,

da die Pseudoinverse monoton ist. Weiterhin gilt fiir die n;’s

B =Emax{n,...,n} = Emax{h'(n),.... W' ()}
= EA/(max{y1,...,m}) -

Nun kennen wir aber nach Lemma 1.3 auf Seite 10 die Verteilungsdichte von max{~, . .

und diese ist g,(z) = nlj)(z)z" . Also ergibt sich insgesamt aus 55 = 37 fiir alle
necN

Eh(max{yi, .., 7}) = EF (max{y, .., 7}) , also
1

1
/h(:v)x”ldx = /h’(x)x"ldx fiir alle n € N.
0

0

!Diese Beweismethode ist zum Beispiel auch in [1] auf Seite 144 zu finden.

7771}
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Somit gilt fiir alle n € N letztendlich

/(h(aj) — W (x))x" 'dz =0 .

Da die Polynome in (0, 1) vollstéindig sind, gilt also h(z) — h/(z) = 0 fast iiberall
und das heifit soviel wie n ~ &.

O

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 1 auf [R, R] bestimmt eindeutig eine Verteilungsfunk-
tion und damit auch die Pseudoinverse Verteilungsfunktion h. Somit kann man die
Hoeffding-Koeffizienten auch einfach fiir Wahrscheinlichkeitsmafle {iber

1
Bn = n/h(x)x”_ldx definieren.

0

1.3 Beispiele

Im Folgenden sollen fiir wichtige Beispiele die Hoeffding-Koeffizienten ausgerechnet
werden.

1.3.1 Gleichverteilungen

Es sei 7 eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofie. Diese hat die Verteilungsdichte
py(x) = Ijpq1y(2), die Verteilungsfunktion F,(x) = x fir 0 < 2 < 1 und besitzt
bekanntermafien den Erwartungswert von 1/2. Nun berechnen wir die Hoeffding-
Koeffizienten iiber Formel (1.10)

Bn, = Emax{y1,...,Vn}

= /an(x)dx

R
1

= / xnx™ tdr

0

|:xn+1:|1
=n
n+1 0

o
Con+1

Die «,, wollen wir auf andere Weise berechnen. Wir nutzen dabei aus, dafl v nicht
negativ ist, denn somit ist auch min{~,...,7,} nicht negativ. Dann gilt mit der
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Erwartungswertformel fiir nicht negative Zufallsgréfen von Folgerung 1

@, = Emin{vy, ..., 7}

o0

_ / (1— F(2))"da

/ fy>a: dx .
0

Also haben wir mit der Verteilungsfunktion F(z) = z fir = € [0, 1]

Damit ergibt sich folgender

Satz 1.2 Es sei & in [a,b] gleichverteilt, mit a,b € R und a < b. Dann gilt fir die
Hoeffding-Koeffizienten von & fiir alle n € N

a n

n — b

b n—l—l+ n-+1
n . b

o, = .
n+1 n+1

Beweis: Dies folgt aus der Darstellung

§=(—a)y+a

mit v gleichverteilt in [0, 1] und der Anwendung von Lemma 1.4 auf Seite 11.

1.3.2 Exponentialverteilungen

Es sei £ eine exponentialverteilte Zufallsgrofle mit Parameter A > 0. Dann besitzt £
die Verteilungsdichte p : R — [0, 00) gegeben durch

p(x) = Tjg.0c) (@) A
und ¢ hat die Verteilungsfunktion

F(r)=1—e fiir z > 0.
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Somit ist & also positiv und wir kénnen Folgerung 1 anwenden, um vorerst die ay,
zu berechnen:

a, = Emin{&, ..., &}

[e.o]

_ / (1— F(2))dz

0
oo

— / e—)\nxdx

0

B e—)\nxoo_i
- o, An

Nach Gleichung (1.3) in Lemma 1.1 auf Seite 7 gilt jetzt fiir die 3,

Bo = Z (Z) (~1)" oy

k=1

Um (3,, vereinfachter darzustellen, benotlgen wir folgendes

Lemma 1.6 Flir alle n € N gilt:

—~ (n k+1
> ()=
k=1

Beweis: Durch die Gleichung 1/k = fo 2F~1dzx erhalten wir

B £

k=1
1 n
/ (Z) k 21y
0

k=1
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Die Substitution y =1 —z = Z—Z = —1 fiihrt uns zu:

1
" /n 1 1—9y"
-1 k+1_: )
(k)( " /1—ydy
1

k=

Benutzt man: (y —1)(1+y+9>+...+y" 1) = (1 —y") erhalten wir schlieBlich

O

Es ergibt sich folgender Satz fiir die Hoeffding-Koeffizienten der Exponentialvertei-
lung

Satz 1.3 FEs sei & eine exponentialverteilte Zufallsgriffe mit Parameter X > 0. Dann
qgilt fir alle n € N

1
= — d 1.11
o U (1.11)
1 ~1
L, = — —. 1.12
b= 7 (112
k=1
1.3.3 Extremwertverteilungen
In diesem Abschnitt sind 79, 79,... unabhéngig, identisch exponentialverteilte Zu-

fallsgroflen mit Parameter 1. Das heifit, sie besitzen die gemeinsame Verteilungs-
dichte p(z) = e™® und die Verteilungsfunktion F'(z) =1 — e fiir z > 0.

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dafl man aus einer Transformation der Ex-
ponentialverteilung ganz einfach die Hoeffding-Koeffizienten der sogenannten Ex-
tremwertverteilungen erhélt.

Dazu definieren wir erst einmal die Extremwertverteilungen.
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Definition 1.3 Man sagt, die Zfgr. & ist extremwertverteilt vom Typ 1,2 oder 3,
falls sie folgende Verteilungsfunktion besitzt

Typ 1(Gumbel-Typ):

Typ 2(Fréchet-Typ):

Typ 3(Weibull-Typ):

Dabei ist a € R und b, 5 > 0.
Bemerkung 2
(a) Wenn & geméf Typ 3 verteilt ist, dann besitzt a — £ eine Weibull Verteilung.

(b) Verteilungen vom Typ 2 und Typ 3, lassen sich durch die Transformation
(2 = In(€ — a) beziehungsweise (3 = —In(a — &) in eine Verteilung vom Typ 1
umwandeln.
Deswegen heifit die Gumbel-Typ Verteilung auch manchmal die Extremwert-
verteilung.

(¢) Man erhélt die Verteilungsdichten der 3 Typen durch einfaches Differenzieren.

(d) Sind 7y, 19, und n3 standard-extremwertverteilt (a=0 und b=1) vom Typ 1,2
und 3, dann sind die Erwartungswerte gegeben durch:

m ~ Typ 1 =En=C

1
n2 ~ Typ 2 iEsz(l—B) fir 4> 1

1
ns ~ Typ 3 =>]E773=—F(1+B)

Dabei bezeichnet C die Euler’sche Konstante C' = 0,57722... und
['(z) = [;7t" ‘e dt die Gammafunktion.

Nun kann man durch Umformung von Zufallsgréfien der Exponentialverteilung jede
Extremwertverteilung beliebigen Types erhalten.
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Lemma 1.7 Es sei 7 exponentialverteilt mit Parameter 1. Dann gilt
&=a—blnTt~ Typ 1 ,
§2za—|—b7'_%~ Typ 2,
fgza—bT%N Typ 3

fiira € R und b, 3 > 0.

Beweis: Fiir die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter 1

gilt:
Fla) = 1—e* fﬁrx>0.
0 fir x <0

Nun zu & =a —blnT:

Fe(z) =P <z)=Pla—blnt < )

:P(1n7>—x;a) :77(7'>e’L;a>

=1-P (T < e_(x;(”)

=1-7P (7‘ < e_(z;a>> ,

da P(r = z) = 0. Fiir alle z € R folgt dann

T—a

Fe (z) = exp <—e’ b > , also Fy, (z) = Fi(x).

Fiir & = a+b7'_%:

Aus P(1 < 0) = 0 folgt, dal P(& < a) =0.

r>a: F52(x):77(£2<x):77(a+b7_%<x)

Als Kehrwert erhalt man :
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Da 7 exponentialverteilt ist, wissen wir, dafl die Verteilungsfunktion von 7 stetig
ist. Damit gilt

F52(x)—1—73<7.< <x;a>—ﬁ>
= exp (_ (xza>—ﬂ> |

Also ist gezeigt, dal & geméafl einer Typ 2 Verteilung verteilt ist.

Analog wie bei & berechnet man die Verteilungsfunktion von & = a — bT%, und
somit ist das Lemma bewiesen.

U

Nachdem man aus diesen Transformationen der Exponentialverteilung eine gewiinsch-
te Extremwertverteilung erhélt, lassen sich die Hoeffding-Koeffizienten der Extrem-
wertverteilungen aus der Exponentialverteilung berechnen. Dazu brauchen wir nur
noch folgendes Lemma.

Lemma 1.8 FEs seien ny,1s, ... unabhdngig, identisch exponentialverteilte Zufalls-

grofien mit Parameter A\ > 0. Dann gilt fir Cfn) = min(n, N2, ..., M) und
G =

n

fn) ~ Cén) ~ Exp,,, fir allen € N.
Also sind C1(n) und Cén) exponentialverteilt mit Parameter n\.

Beweis: Die 7’s sind exponentialverteilt, da heiit F,(z) =1 — e fiir > 0.

Fiir Cl(") = min(ny, M2, ..., My):

() = PG < @) = P (min(n, o, 1) < )
=1—=Pmin(n,ne,...,mn) 2x)=1=Plmpm >x,...,0, > )
(

Dabei wird in der dritten Zeile die Unabhéingigkeit und in der vierten die identische
Verteilung der n’s ausgenutzt.
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Und nun fiir Qén) :

7.
poak

FCén) (l‘) = P(CQn) < JJ) =P (% < l‘)

= P(m < nx)
=1—e ™

Somit ist die Verteilungsfunktion von ¢(™ und ¢\ identisch mit der Verteilungs-
funktion einer Exponentialverteilung mit Parameter An. Da Zufallsgrofien durch ihre
Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt sind, ist das Lemma bewiesen.

O

Satz 1.4 (Hoeffding-Koeffizienten der Standard-Extremwertverteilungen)

FEs seien ny,m2, und ns standard-extremwertverteilt gemdfS Definition 1.8 (mit a=0

und b=1) vom Typ 1, 2 und 3. Dann gilt fiir die zugehdorigen Hoeffding-Koeffizienten
L B2, und B3:

Mo

Typ 1 (Gumbel-Typ):

Bt =Inn+C
Typ 2 (Fréchet-Typ):

B2=¢nT(A-1/8)  firp>1
Typ 3 (Weibull-Typ):

3 = —% I(1+1/8) .

Beweis: Wir versuchen uns einfach die Eigenschaften der Exponentialverteilung zu
Nutze zu machen.

Typ 1
Es seien 11,1, ... wi.v. geméf einer Standard-Extremwertverteilung ersten Types
verteilt. Das heifit, sie sind laut Lemma 1.7 aus der Transformation 7, = —Iny
entstanden.
Nun betrachten wir max{n,...,n,}:
max{n,...,n,} =max{—In7,...,—In7,}
= —min{lnr,...,In7,}
= —Ilnmin{n,..., 7.},

da der Logarithmus monoton wachsend ist. Somit gilt nach Lemma 1.8

max{n,...,n,} ~ —In <%> =Inn—Inrt
~Inn+mn .
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Daraus folgt fiir die Hoeffding-Koeffizienten :

ﬁ% =Emax{n,...,n.} =E(nn+mn)
=Inn+En .

Der Erwartungswert ist linear und mit Bemerkung 2(d) gilt nun

Bt=Inn+C .

Dabei bezeichnet C' = 0,57722 ... die Euler’sche Konstante.

Typ 2

Jetzt seien die 1y, 19, . . . unabhéngig, identisch geméf einer Standard-Extremwertverteilung
1

zweiten Types verteilt (n, = 7',; 7). Man beachte, da hier 7, nur einen Erwartungs-
wert besitzt fiir 5 > 1. Dann gilt fiir max{ny,...,n,}:

1 1
max{n, ..., M} —max{fl T 5}
= min{ry,... ,Tn}_%,

Also ist

1
max{n,..., N} ~ (Z) = %77%

n

~ nn.
Also folgt fiir 32

32 = Emax{n,...,n,} = E[¢/nn]
= ¢nEm

r(i-3)

Hier wurde wieder die Linearitdt des Erwartungswertes und Bemerkung 2 benutzt.
Die Hoeftding-Koeffizienten der Standard-Weibull-Typ Extremwertverteilung errech-
net man wieder analog, wie beim Typ 2. Damit ist der Satz bewiesen.

O
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Satz 1.5 (Hoeffding-Koeffizienten der Extremwertverteilungen) FEs seien
&1, &, &3 Zufallsgrifsen mit Verteilungen vom Typ 1, 2 und 3 wie in Definition 1.3.
Dann gilt fiir die zugehérigen Hoeffding-Koeffizienten 3L, 52, und 33:

n’

Typ 1 (Gumbel-Typ):

B =a+blnn+bC
Typ 2 (Fréchet-Typ):

B2 =a+b{/nT(1—-1/3) fir g > 1
Typ 3 (Weibull-Typ):

1
ﬁiza—b%F(lJrl/ﬁ) :

Beweis: Dieser Satz ist eine einfache Folgerung aus Satz 1.4. Es bezeichnen wieder

B fiir j = 1,2, 3 die Hoeffding-Koeffizienten der Standard-Extremwertverteilungen
und 7y, 12, M3 seien standardextremwertverteilte ZufallsgréfSen vom Typ 1, 2 und 3.
Dann gilt fiir j =1,2,3

& =an+b.

Wenden wir jetzt noch Lemma 1.4 von Seite 11 auf die 8] aus dem vorhergehen-
den Satz an, sind damit die Hoeffding-Koeffizienten der Extremwertverteilungen
bestimmt.

O

1.3.4 Normalverteilungen

Die Standardnormalverteilung

Die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung zu berechnen, erweist
sich als iiberaus schwierig. Trotz dessen hat man auf Grund der beherrschenden
Stellung der Standardnormalverteilung in der Statistik als erstes versucht, diese nu-
merisch zu bestimmen. Fiir die ersten paar n mit n < 5 existieren sogar geschlossene
Ausdriicke fiir die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung siehe [1] ab
Seite 88.

Da ich die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung spéter noch brau-
che, werde ich jetzt die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung mit

01,02, ... bezeichnen und fiir die ersten fiinf gilt
1
01=0 09 = — = 0, 564190
1 2 ﬁ )
3 6
03 = ——= =~ 0, 846284 0y = tan™' V2 = 1,029375
ST o/ SR V2x L,

1 1
05 = 10 itan*1 2— - | ~1,162964 .
Vo \ 2w 4
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Hier sieht man auch, dafl die Hoeffding-Koeffizienten langsam ansteigen und im
nédchsten Abschnitt zeigt sich dann auch lim,, .. d, = oco. Fiir n > 5 kann man
die Hoeffding-Koeffizienten numerisch berechnen. Dies ist auch mit Hilfe der Formel
(1.6) moglich. Nach Folgerung 4 auf Seite 30 ist es ausreichend entweder die ungera-
den oder die geraden Hoeffding-Koeffizienten zu bestimmen, da die restlichen dann
aus Formel (1.14) folgen.

Allgemeine Normalverteilungen

Wenn man die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung hat, kann man
iiber die Linearitit der Hoeffding-Koeffizienten auch die Hoeffding-Koeffizienten von
einer allgemeinen Normalverteilung errechnen.

Wenn £ eine standardnormalverteilte Zufallsgréfe ist und wenn p € R, o > 0 sind,
dann ist n = o€ + p eine normalverteilte Zufallsgrofie mit Mittelwert p und Varianz
o%. Nun bekommt man die Hoeffding-Koeffizienten von 7 aus Lemma 1.4 und somit
gilt folgender

Satz 1.6 Es sei n eine normalverteilte Zufallsgrofie mait Mittelwert p und Varianz
o%. Es seien 81,0y, ... die Hoeffding-Koeffizienten der Standardnormalverteilung.
Dann sind die Hoeffding-Koeffizienten (1, (32, ... von n gegeben durch

Bn =00, + 1 fiir alle n € N.

1.4 Der Trager von ZufallsgroBen und Hoeffding-Koeffizienten

Wenn ¢ eine Zufallsgrofe mit E|¢| < oo ist, dann approximieren die Hoeffding-
Koeffizienten die konvexe Hiille des Tragers von £. Dazu definieren wir zunéchst den
Tréger einer Zufallsgrofle iber den Trager eines MaBes (vergleiche [5] auf Seite 343).

Definition 1.4 (Triger eines Mafles) Es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
[RY, Ry]. Dann ist N C R der Triger von u, wenn N das Komplement der griften
offenen p-Nullmenge ist.

Hier bezeichnet R* die erweiterte reelle Achse R* = R U {—o00, 00} und

R* =R* x --- x R* .
R

d-mal

Definition 1.5 Es sei & eine Zufallsgroffe. Dann heifstt N C R* Trager von &, wenn
N der Triger des Wahrscheinlichkeitsmafles Pe auf [R, R] ist.

Bemerkung 3:
(a) Der Trager einer ZufallsgroBe ist stets abgeschlossen.

(b) Es gilt: z ist genau dann im Tréger von ¢ enthalten, wenn fiir jede offene
Umgebung U von z gilt P(§ € U) > 0.
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(c) Die Zufallsgrofe ¢ ist genau dann beschrénkt, wenn ihr Tréger M beschréinkt
ist.

Satz 1.7 FEs sei & eine Zufallsgrofie mit Trager N. Dann gilt

max N = lim max{{,...,&,} fast sicher,

n—oo

daber sind & = &£1,82,&3 ... unabhdngig identisch gemdfs Pe verteilt.

Beweis:

N ist der Tréger von &, somit gilt P(§ € N) = 1. Nun bezeichnen wir mit a := min N
und mit b := max N, dabei sind a,b € R*. Nun gilt a < £ < b fast sicher und damit
fiir allen € N

max{&y, ..., <max{b,...,b} =b fast sicher.
SchlieBlich erhalten wir

lim max{&,..., &} <b fast sicher.

n—oo

1.Fall b < oo: Da b ein Element des Trégers ist, gilt fiir alle e > 0 dafi P(§ € B.(b)) >
0, mit B.(b) = {z € R: |jx — || < ¢}. Da jetzt aber £ < b fast sicher ist, gilt also

Pe(b—e¢b])=p.>0.
Nun betrachten wir fiir ein festes € > 0 die Ereignisse
A, ={weQ:&(w)e(d—eb} .

Diese sind vollstdndig unabhéngig, da die &, alle unabhingig sind. Weil die &, iden-
tisch verteilt sind, gilt P(A,,) = p. fiir alle n € N. Damit erhalten wir >, P(A4,) =
0o. Nun folgt aber mit dem Borel-Cantelli Lemma

P < lim sup An) = P(A, tritt ein fiir unendlich viele n) =1 .

n—oo

Also gilt fiir alle e > 0, daB fiir unendlich viele k € N gilt & € (b — ¢, b] fast sicher

und lim,, o max{&;,...,&,} < b fast sicher. Daraus folgt nun insgesamt
max N = lim max{&,...,&,} fast sicher.

2.Fall b = oo: Dieser geht analog zum obigen Fall, indem man die Ereignisse

A, ={weQ:§(w) €(c,00)} fiir beliebiges ¢ < b = oo betrachtet.

Satz 1.8 Sei & eine Zufallsgrofie mit Triger N und mit E|¢| < oo. Dann gilt

lim 8, =max N wund 3, <maxN fir alle n € N.

n—oo

Dabei bezeichnet (3, = Emax{&;,...,&,} den n-ten Hoeffding-Koeffizienten von &.
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Beweis: Wir bezeichnen wieder b := max N und 7, := max{¢,...,§,}, dann gilt
fiir alle n € N

Ny = max{&,..., &} < npp1 = max{&,..., &1} <b.

Somit gilt 17, < ny < --- < b und fiir alle n € N erhalten wir En,, = 4, < b. Mit den
Zufallsgrofen 7, = 1, —ny haben wir 0 < n; <1y < -+ < b—n; und wir konnen
den Satz von B.Levi und Satz 1.7 anwenden

lim E7j,, = Tim (7, — )

=B Jim (2 — )
=B Jin o~ B
= EnlLHolo max{{y, ..., &} — E
=Eb—E{=0b—-E¢.
Da jetzt aber E¢ < oo und lim,, . E7, = lim,, ., £, — E£ ist, gilt der Satz.

Satz 1.9 Sei & eine Zufallsgrofie mit Trager N und mit E|¢| < oco. Dann gilt

lim o, = min N  und a,, > min N fiir alle n € N.
Dabei bezeichnet o, = Emin{&y, ..., &, und die € = &,&,&5 ... sind unabhdingig
identisch gemdf$ P¢ verteilt.

Beweis: Hier setzen wir n = —¢& und n; = —¢§;. Damit besitzt n den Trager M =
{—z:2€ N} = —N und E|n| = E[§| < co. Jetzt folgt mit Satz 1.8:

lim o, = lim Emin{¢y,...,&}

n—oo n—oo

= — lim Emax{—&, ceey _én}

n—oo

= — lim Emax{m,..., .}

n—oo

= —max M
= —max{—N}

=min N .

Dafl o, > min N fiir alle n € N ist, zeigt man wie oben.

Insgesamt erhélt man nun folgenden
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Satz 1.10 (Trigersatz fiir Zufallsgréflen) Sei & eine Zufallsgrofie mit Trager
N und mit E|{| < co. Dann gilt

lim o, lim §,| = conv{N} und

n—oo

[, Bn] C conv{N}  fiir alle n € N.

Dabei sind o, = Emin{&y, ..., &} und 38, = Emax{&,...,&,} die n-ten Hoeffding-
Koeffizienten von &.

Beweis: Aus den Sétzen 1.8 und 1.9 und aus der Darstellung
conv{N} = [min N,max N| folgt direkt Satz 1.10.

O

Also approximieren die Hoeffding-Koeffizienten die konvexe Hiille des Trégers einer
Zufallsgrofie mit Erwartungswert von innen heraus.

Definition 1.6 Man nennt eine Zufallsgréfie deren Trdger ein abgeschlossenes In-
tervall [a,b] C R* ist, eine Zufallsgrofe mit konvexem Tréiger.

Durch die Hoeffding-Koeffizienten ist somit der Tréger einer Zufallsgrofle mit kon-
vexem Triager und Erwartungswert bestimmbar.

Folgerung 2 Es sei & eine Zufallsgrofie mit konvexem Trager und E|£| < co. Dann
15t
[lim Qy, lim 6n] der Trager von .

n—o0

Dabei sind o, = Emin{&y, ..., &, } und 5, = Emax{&,...,&,} die n-ten Hoeffding-
Koeffizienten von &.

Beweis: Da ¢ eine Zufallsgrofie mit konvexem Tréager ist, gilt fiir den Trager N von

§
conv{N} =N

und damit erhédlt man die Aussage mit Hilfe von Satz 1.10.

1.4.1 Nichtnegative ZufallsgroBen

Satz 1.11 FEine Zufallsgrofie & mit E|¢| < oo ist genau dann nicht negativ, wenn
fiir die Hoeffding-Koeffizienten von & fiir alle n € N gilt a,, > 0.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus dem Trégersatz fiir Zufallsgrofien auf
Seite 27, da der Tréger einer nicht negativen Zufallsgréfle eine Teilmenge der posi-
tiven Halbachse ist.

O
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Beispiel

Bei der Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 waren die Hoeffding-Koeffizienten
gegeben durch

Die ay, streben bei wachsenden n von oben gegen 0 und die 3, streben von unten
gegen oo, aufgrund der Divergenz der harmonische Reihe. Also ist der Trager der
Exponentialverteilung gegeben durch N = [0, oo].Wie nicht anders zu erwarten, ist
die Exponentialverteilung eine nicht negative Verteilung, da die a,, > 0 sind.

1.4.2 Beschrinkte ZufallsgréBen

Als Folgerung aus dem Tragersatz auf Seite 27 bekommen wir auch folgendes Re-
sultat.

Satz 1.12 FEine Zufallsgrifse & ist genau dann beschrdinkt, wenn ein ¢ € R existiert
mit |ou,|, |Bn| < ¢ fir alle n € N.

Beispiel

Der Triger einer in [a,b] gleichverteilten Zufallsgroffe mit a,b € R und a < b ist
natiirlich N = [a, b]. Die Hoeffding-Koeffizienten von der Gleichverteilung kennen
wir ja bereits

an b an +b
oy, = + = und
n+1 n+1 n—+1
g, = a n bn _a+bn
" n+1 n+l n+1°
Es gilt fiir alle n € N
1
an:(an+b)n+12(an+a)n+1:a und
1
b <a+ n)n—i-l_( + n)n-i—l

also sieht man mit Hilfe der Hoeffding-Koeffizienten und ¢ = max{|al, |b|}, dal
die Gleichverteilung eine beschrinkte Verteilung ist. Wie es der Trigersatz schon
vorhersagt, ist allgemeiner zu erkennen, dafl

1
lim o, = lim a n +b =a und
1 n

Jingoﬂnzr}i_)ngoan+1+bn+l =b ist.
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1.5 Symmetrische Verteilungen

1.5.1 Charakterisierung durch die Hoeffding-Koeffizienten

Definition 1.7 Die Verteilung P einer Zufallsgréffe & heifit symmetrisch, wenn
qgilt

P¢(B) =Pe(—B) fiir alle B € R, also mit anderen Worten — & ~ & .

Eine Zufallsgrofie heifit dann symmetrisch, wenn es ihr Verteilungsgesetz ist. Nun
versuchen wir die symmetrischen Verteilungen mit Hilfe der Hoeffding-Koeffizienten
zu charakterisieren.

Satz 1.13 Das Verteilungsgesetz einer Zufallsgrofie & mit E|¢| < oo ist genau dann
symmetrisch, wenn fir die dazugehorigen Hoeffding-Koeffizienten fiir allen € N gilt

Qp = _571 .

Beweis: In diesem Beweis benutzen wir mehrere Male die die véllig triviale Glei-
chung

max{zy,...,r,} = —min{—xy,...,—x,} . (1.13)

(=): Nehmen wir also an, da§ das Verteilungsgesetz von ¢ symmetrisch ist. Also
gilt —¢ ~ £. Somit erhalten wir mit obiger Gleichung (1.13)

Bn = Emax{{, ..., &}
=E(—min{—¢,...,—=&.})
= —Emin{—¢&,..., =&}
= —Emin{&,...,&}

da —§ ~ & fiir alle n € N, mit &, &, ... unabhingig identisch geméf P, verteilt.
Damit gilt insgesamt
B, = —a, fiir alle n € N.

(«<): Fiir alle n € N gelte nun «,, = —f,,. Aus (1.13) bekommen wir wieder

B =Emax{{,...,&} = —an
= —Emin{&,...,&.}
=Emax{—&,...,—&} .

Wir setzen n, = —&, und erhalten aus obiger Rechnung fiir alle n € N

Emax{¢,...,&} = Emax{n,...,n.} .

also sind alle Hoeffding-Koeffizienten von £ und 7 gleich. Mit dem Eindeutigkeits-
satz (Seite 13) heifit das aber nichts anderes, als & ~ 7, also £ ~ —¢.
Damit ist gezeigt, dafl ¢ eine symmetrische Verteilung besitzt.

O
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Folgerung 3 Das Verteilungsgesetz einer Zufallsgrofie & mit E|¢| < oo ist genau
dann symmetrisch, wenn fir die Hoeffding-Koeffizienten von & gilt

8, = i (Z) (—1)*p,  fir alle n € N. (1.14)

k=1

Beweis: Dies folgt aus dem letzten Satz und der Darstellung (1.2)

a, = Z (Z) (—1)F*'3,  fiir alle n € N,

Dieses Ergebnis verdeutlichen wir uns fiir die ersten n

n=1 0h=-5 =05 =E=0
n=2 fy=-20+0

n=3 [3=—-301+30— [s = 203 = 3
n=4 [y=—401+60 — 403+ b4 = 2003 = 30
n=5 0s=-5061+105; — 1005 + 58, — 35

= 2ﬁ5 = —5ﬁ2 + 554 und 1554 = 1063 + 6ﬁ5 .

Daf3 31 = 0 ist, ist klar, da £ eine symmetrische Verteilung besitzt.

Folgerung 4 Wenn die Zufallsgrofie & mit E|¢| < oo ein symmetrisches Ver-
teilungsgesetz besitzt, dann sind die geraden (ungeraden) Hoeffding-Koeffizienten
{Bok trken ({Borks1}ren) ausreichend, um das Verteilungsgesetz von & zu charakteri-
sieren.

Beweis: Falls wir die geraden (ungeraden) Hoeffding-Koeffizienten haben, dann
miissen wir die gegebenen Hoeffding-Koeffizienten einfach sukzessive in die obige
Formel (1.14) fiir alle ungeraden n € N einsetzen. Wir haben zum Beispiel die
geraden Hoeffding-Koeffizienten s, By, ... gegeben. Wir setzen (35 in die Gleichung
(1.14) fiir n = 3 ein und erhalten somit (5. Anschlieend setzen wir (s, 33, 34 in
(1.14) fiir n = 5 ein und erhalten damit ;.

O

1.5.2 Berechnung der Hoeffding-Koeffizienten einer symmetrischen
Verteilung

Wie der aufmerksame Leser bereits festgestellt hat, sind bis jetzt nur die Hoeffding-
Koeffizienten der Extremwertverteilungen als Beispiele von Hoeffding-Koeffizienten
von Verteilungen berechnet worden, die auf ganz R konzentriert sind. Diese haben
wir durch das Ausdriicken der Extremwertverteilungen als transformierte Exponen-
tialverteilung erhalten.
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Will man Hoeffding-Koeffizienten von allgemeinen Verteilungen bestimmen, stellt
man fest, dafl die Berechnung mitunter auf abenteuerlich riesige Integralformeln
fithrt, so zum Beispiel bei der Standardnormalverteilung. Deshalb versuchen wir
jetzt eine Formel herzuleiten, welche uns die Hoeffding-Koeffizienten einer symme-
trischen Zufallsgroie € aus deren abgeleiteter Betragszufallsgrofie n = |£] errechnet.

Satz 1.14 FEs sei £ eine symmetrische Zufallsgrifie mit E|¢| < oco. Dann gilt fir
die Hoeffding-Koeffizienten (3, von &

B, =27" zn: (Z)Bk((—l)k 1) =2 Lz% (Z)BZ, , (1.15)

k=1 =1

dabei sind die 3, die Hoeffding-Koeffizienten der Zufallsgrife n = |£| und |z]| be-
zeichnet die gréfite ganze Zahl d € 7, fiir die gilt d < x.

0[3

Beweis: Es sei ¢ eine symmetrische Zufallsgrofie mit Erwartungswert und n = [¢|
sei die Betragszufallsgrofie. Dann gilt mit Hilfe der zweipunktverteilten Zufallsgrofie
amit Pla=1)=1/2und Pla=—-1)=1/2:

E~an .
Damit und mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

Brn = Emax{¢,...,&} = Emax{aqan, ..., annn}

_ Z (1) (3) B+ () Bmaxtmom}

Dies sind alle Hoeftding-Koeffizienten , welche entstehen, wenn genau k der a’s po-
sitiv sind mit Hilfe der binomischen Formel, plus die letzte Moglichkeit, ndmlich,
daB alle o’s negativ sind. Nun folgt noch mit der Formel (1.3) und einigen Verein-

fachungen
O I R -

k=1



1.5 Symmetrische Verteilungen 32

1.5.3 Laplace-Verteilungen

Mit der soeben gewonnen Formel (1.15) wollen wir die Hoeffding-Koeffizienten der
Laplace Verteilung berechnen. Eine Zufallsgrofie £ heifit Laplace verteilt mit Para-
metern A > 0 und p € R, wenn sie folgenden Verteilungsdichte besitzt

1 je—n
p(z) = ﬁel w

Nun gilt folgendes Lemma.

Lemma 1.9 Der Betrag einer Laplace verteilten Zufallsgrifse mit Parameter A > 0
und p = 0 ist exponentialverteill mit Parameter %

Beweis: Sei ¢ Laplace verteilt mit Parameter A > 0 und p = 0. Dann besitzt £ die
Verteilungsdichte

1 e

p(x) = e

Es sei n = |£]. Es ist zu zeigen, dafl n exponentialverteilt ist mit Parameter % Dazu
sei f: R — [0, 00) meBbar und wir berechnen

Ef(n) = Ef(¢]) = / F(le)p(z)de
— [ Hlagzeas

Da ¢ symmetrisch ist, folgt

also besitzt 7 die Verteilungsdichte g(x) = ex. Und das ist die Dichte der Expo-

nentialverteilung mit Parameter % > 0.

1
A

O

Die Hoeffding-Koeffizienten der Exponentialverteilung haben wir aber bereits aus-
gerechnet und diese sind fiir einen exponentialverteilte Zufallsgrofie mit Parameter
1

x>0

)
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Also sind die Hoeffding-Koeffizienten einer Laplace verteilten Zufallsgrofie mit Pa-
rametern A > 0 und p = 0 durch die Formel (1.15) gegeben durch

Diese Doppelsumme kann man noch ein wenig vereinfachen.

Lemma 1.10 Fir alle n € N gilt
1 "Z":z’“: ML kg = 1 11 12”:1“ n
2 k)1 L] 2vp 2m 4] k)
k=1 I=1 =1 I=1 = k=0
Beweis: Durch Vertauschung der Summationsreihenfolge erhélt man
1\ " o= = (7 1 . 1\" = 1= (7 .
3 S (vt n=(3) S (e,
2 k)l 2 l k
k=1 I=1 =1 k=l
Betrachten wir die hintere Summe extra, erhalten wir mit dem binomischen Satz

3 BICERE 3 (3) e Z (})

k=l

Dies fiihrt insgesamt zu

1 -1 n n—1 n n 1
- —1)F = 1)k
: (k)< ) 3 (k)< -
I=1 = k=0 k=0 l=k+1
1

1
n

_ no (Z)(_nk 3 /xl_ldx , also

I=k+17
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1 1

1S (et =S (e [ 3

k
Ol:k+1
L/ / 1 —gnk
= —1)k k2T g
ko(k)( )/x 1-z
0

Nun folgt aus

; % ,:) (Z) (1" = /1 1 i (1= 2)" = (=2)" + 2"(=1)")dw
_ /1 (11—_x)”dx _ {_(1 —x)”]l
1 :

Somit ergibt sich insgesamt

(S @her-Si-H- @ SIEE)

k=1 l=1

Satz 1.15 Die Hoeffding-Koeffizienten fiir eine Laplace verteilte Zufallsgréfse mit
Parametern A > 0 und p € R sind gegeben durch

n n -1
1 11 1 1 n
)\ o -t .
Bn (lzl ! 2 n 2n =1 ! k=0 (k)> +Iu

Beweis: Wenn ¢ eine Laplace verteilte Zufallsgrofie mit p = 0 ist, dann wissen wir
aus der vorhergehenden Rechnung, daf§ die Hoeffding-Koeffizienten von £ gegeben

sind durch -
"1 11 1 &Kl /n
@1”(: 7_275_27;72(k)>'

k=0
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Fiir eine allgemeine Laplace verteilte Zufallsgrofle n gilt n = £ + p, da fiir f : R —
[0, 00) meBbar gilt

Ef(n) =Ef(§+p) = /fw—l-u%ekdx

Substituiert man x = y — p, fithrt das zu

/f i}\ \y;m

Aus der Linearitét der Hoeffding-Koeffizienten (Lemma 1.4) folgt der Satz.

1.6 Umkehrformel

1.6.1 Vorbereitung

In diesem Teil wollen wir ein paar Figenschaften der Betaverteilung erster Art her-
ausarbeiten, um dann spéater damit eine Umkehrformel fiir Hoeffding-Koeffizienten
zu beweisen. Dazu wird die Betaverteilung erster Art zunéchst definiert.

Definition 1.8 Fine Zufallsgrifie £ ist betaverteilt erster Art mit den Parametern
r,s > 0, in Zeichen & ~ B(r,s), wenn sie folgende Verteilungsdichte p,s : R —
[0, 00) besitzt:

( ~1 ~1
rs(x) =1 — (1 —x)" .
Dr, (.T) [QH(ZC)F(T)F(S)I ( I)
Bemerkung 4:

(a) Im Folgenden wird die oben definierte Betaverteilung erster Art einfach als
Betaverteilung bezeichnet.

(b) Sei jetzt & ~ [(r,s), dann sind der Erwartungswert und die Varianz von ¢
gegeben durch:

r rs
Eg_r—l—s Varg_(r—ks)Q(r—i—s—i—l)’

Nun betrachten wir fiir ein festes ¢ € (0, 1) die Zufallsgrofien

o~ Bllnt)n = Lnt]) 5> 5,

die alle auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum [, F, P] erkldrt sind. Genauer
gesagt werden die 7, wie folgt definiert:
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Definition 1.9 Fir ein festes t € (0,1) und alle n € N besitzen die Zufallsgrofien
N, folgende Verteilungsdichten p, : [0,1] — R:

) L nt]-1(1 _ p\n—lnt]-1 .. ,
() = 4 T[]} (1—z) , fiirn >n
1 , firn <n',

A 3 2 :
wobei v’ :=max {2 + 2, 2 + 2} ist.

Warum das n’ so gewahlt wird, ergibt sich dann in den nachfolgenden Sétzen. Also
sind die 7, fir n < n’ gleichverteilt in [0, 1]. Fiir n > n’ ist dies eine spezielle Folge
von betaverteilten ZufallsgroBlen mit folgenden Erwartungswerten und Varianzen:

B R 1 [CRt)
B = n Vari, = n?(n+1)

n

Man sieht sofort, dal bei wachsendem n der Erwartungswert gegen t strebt und die
Varianz gegen 0. Mehr noch kann man zeigen:

Lemma 1.11 Fir festest € (0,1) seien die Zufallsgrifien n, gemdfS Definition 1.9
verteilt. Dann streben die {n, }nen in Wahrscheinlichkeit gegen t,

also
st
M — .

Beweis: Zu zeigen ist:

lim P(|n, —t| >¢e)=0 furalee>0.

Da wir den Limes fiir n gegen unendlich betrachten, kénnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dafl n > n’ ist. Aus der Dreiecksungleichung ergibt
sich:

7)<|77n - t| > 5) = 7’(!% —t+ En, — Enn| > 5)
< P(‘nn - ]Enn‘ + ‘Enn - t‘ > 5) :

Nun setzen wir
A, = {w € Q:|ny(w) — En,| > %}
Bn::{wEQ:|Enn—t|>g} )

dabei wird En, als konstante Zufallsgrofie aufgefasst, und
Ch:={weQ: |n(w)—En,|+|En,—t| >¢c} .

Es ist klar, dal C,, C A,,U B, gilt. Aus C,, C A, U B,, und der Monotonie des Mafles

folgt:
P(C,) <P(A,UB,) <P(A,) +P(B,) firalleneN.
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Also gilt auch:

Pl =t > €) < P (I — Enal > 5 ) +P (|Enu — 1 > 5)

< 4Varn,

+P(|Enn—t| >g> :

Die letzte Abschitzung folgte aus der Tschebycheffschen Ungleichung.

Da En, = % ist, kann man folgern:

~1
nt <En, < nt 7
n n

und es ergibt sich

S|

|]E77n - t| S

Daraus folgt, daf} fiir n > max {g, n' } der zweite Summand Null ist. Also verbleibt
nur

AVarr,
lim P(n, —t > ) < lim
n—oo n—oo e
4 [nt](n — |nt])

S
22 niioe n?(n+1)

4 — 1 4 —
<4 tim nt(n —nt + 1) <X i nt(n —nt +n)
£4 n—oo n3 52 n—oo n3
4 t2—t) 4 t(2—t
B i il B N Chnl)
62 n—0o0 TL3 82 n—0o0 n

1.6.2 Umkehrformel fiir stetige ZufallsgroBen

Es sei £ eine stetige Zufallsgrofie mit E|| < oco. Das heifit, £ besitzt eine stetige
Verteilungsfunktion F¢ : R — [0,1]. Dann ist auch die inverse Verteilungsfunktion
h:(0,1) — R, definiert durch h(y) = inf{z € R : F¢(z) > y}, stetig.

Im Folgenden sei t € (0,1) fest gewahlt. Es seien die Zufallsgrofien 7, geméafl Defi-
nition 1.9 verteilt mit den Verteilungsdichten auf [0, 1]

I([nt )T (n—nt])

. S ) B——C RS TS , fiir n > n/
p 1 Cfirn <n'.
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Hierbei ist wieder n’ := max { 342 + 2} Sie besitzen die Verteilungsfunktionen

’1t

x <0
F.(x) = fopn Yy 0<z<1

sonst .

Aus Lemma 1.11 folgt, dal F,(x) in Verteilung gegen das Diracmafl an der Stelle t
strebt,

0 =<t

1 z>t.

Fo(z) — Fy,(2) = {

Zum Beweis der Umkehrformel verwende ich den so genannten zweiten Satz von
Helly (siehe Seite 205 in [6]).

Lemma 1.12 (Zweiter Satz von Helly) Sei f(z) eine stetige Funktion auf [a, b]
und die Folge Fy(x), Fy(x),... monoton nicht fallender, gleichmdfig beschrinkter
Funktionen konvergiere schwach gegen die Funktion F(x) auf [a,b]. Seien noch a
und b Stetigkeitsstellen der Funktion F(x), dann gilt

b b

lim f(x)an(x):/f(x)dF(m)

n—oo
a a

Wenn jetzt £ wie oben definiert ist, dann folgt aus E|¢| < co: E|h(y)] < oo fiir v in
0, 1] gleichverteilt, da h(y) ~ &.
Auferdem gilt fiir alle z € [0, 1]

[ @l 11 = 2y < [ ho)ldz = Bju(a)] < o

da |h(x)] > |h(x)]z"(1 — x)® fiir € [0, 1] und alle r, s > 0.
Daraus folgt jetzt:

/|h V| dF,(x /|h )|pn(x)de < 0o fir allen € N . (1.16)
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Nun betrachten wir die Verteilungsdichten p,(x) fiir n > n’ noch etwas niher. Es
gilt:

r
P = S

—~

n)

n— |nt])
n—1)!
'(n—|nt] —1)!

x\_nt]—l (1 . x)n—Lntj -1

 (lnt] -

x[ntjfl (1 . l’)ni |nt]—1

~—_ |

(TL — 1)' nt—2 n—nt—1
St )
n)! nt — 1)nt(n —nt) ., o N
B (nt)!(n>— nt)!( )n( ):1: (1-2)
(n)!

- m(nt —1)(nt —ntH)2™ (1 — x)" "t

Mit Hilfe der Stirling’schen Formel n! = (ﬂ)n V2mn ¢, mit ¢, — 1 fiir n — oo folgt:

e

i< (3" ()" (55) st =

A (nt — 1)
=c, nt —
(nt)"t(n(1 —t))n(-H
1 nt — nt?
. 1)
¢ tnt(]_ _ t)n(l—t) (n ) 1T

nt — nt?

nt—2 n—nt—1
1—
o T ( x)

xnth(l - x)nfntfl

)

also

nt — nt?
2T

mit ¢, — 1 fiir n — oo .

() < ¢y (nt —1) "1 — )l (1.17)

tnt(]_ _ t)n(l—t)

Auflerdem existiert fiir alle n € N die erste Ableitung von p,(z) in [0, 1]:

I'(n) nt|— n—|nt|— .
P (z) = {F(LntJ)F(n—LntJ)<x|— U721 — ) =2 (@(2 = n) + [nt] = 1)), fiie n > o/
n . /
0 ,firn <n’ .

Damit folgt
Lemma 1.13 FEs sei & eine stetige Zufallsgrofie mit E|§| < oo und inverser Vertei-
lungsfunktion h : (0,1) — R. Dann ezistiert ein a € (0,t) mit

a

lim [ h(x)dF,(z) =0

0

—:U)

n—nt—1
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Beweis: Zunéchst einmal folgt aus (1.17) mit n > n’ und a € (0,1):

1 /nt — nt? it
pn(ZE) sc tnt( _ )n(l t) ( 1)
1 —1 t— t2
=cp ) i 1) (nt — 1) n2n a2
i T

B nt—l /nt—nt2 1—t
1—t

Daraus erhalten wir

ﬁ.\»—t

o=
~

t
(1)  lim p,(z) =0 firalle x € [0,a] mit 0 <a < 1—t(1—t)
Es bleibt noch zu zeigen, dafl p,(x) gleichméBig beschrankt ist auf [0, a], um den

Satz von Lebesgue anzuwenden. Fiir n > n’ erkennen wir sofort, p/ () > 0 genau
dann, wenn

< |nt] —1 .
- n-2
Nun 1483t sich abschétzen:
Int] —1 _ nt—2 2t — 2
> >t 4 >t — :
n—2 n—2 n—2 n—2

Dat— % > 0 fiir n > n/ kénnen wir folgern:
t] —1
(2) pl(z) >0 fiir x € [0,a] mit 0 < a < % mit m —m1£{n>n}.
m — ne

Insgesamt aus (1) und (2) erhdlt man fiir

t 1 t| —1
0<a<min{m(1—t)t,%} <t mit m : —%g£{n> n'} :

lim p,(x) =0 fiir alle z € [0, d

n—oo

und

Pn(a) > py(z) fir alle n € N und alle z € [0, q] ,

da p,(x) monoton wachsend ist fiir x € [0,a] und alle n € N.
Wegen (1) gilt p,(a) — 0 fiir n — oo und da alle p,, stetig sind , haben wir:

|pn ()| < d, fiir alle n € N und alle z € [0, a] mit d, := maécpn( a) .
ne
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Da g,(x) = d|h(z)| wegen (1.16) eine integrierbare Majorante fiir h(z)p,(x) auf
[0, a] ist, haben wir mit dem Satz von Lebesgue:

lim [ h(x)dF,(z) = lim [ h(z)p,(z)dx
0 0
= /h(x) lim p,(z)dx
0
=0

O

Lemma 1.14 FEs sei & eine stetige Zufallsgrofie mit E|§| < oo und inverser Vertei-
lungsfunktion h : (0,1) — R. Dann existiert ein b € (t,1) mit

1

lim [ h(x)dF,(z) =0

b

Beweis: Hier ist die Beweisidee dhnlich zu der in Lemma 1.13. Zunachst erhalten
wir aus (1.17) mit n > n’ und b € (¢,1):

pn(x) < C"tnt(l _ t)n(lft) (nt o 1)

1 n—nt
=c, tnfnt
1—1

Und daraus folgt nun

1-1

lim p,(z) =0 fiir allex € [b,1] mit 1 —b < =

also

1—t 1
ti-t > ¢ .

(3) lim p,(z) =0 firallex e [b1]mitl>b>1-

n—oo
Man erkennt auch hier aus der ersten Ableitung: p/ () < 0 genau dann, wenn

st -1

n— 2
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Da gilt
[ntJ—1<nt—1:t+2t—1<t+ 1 |
n—2 — n-—2 n—2 " n—2
unddat—l—ﬁ<1fﬁrn>n’,habenwir
|mt] —1

(4) pl(z) <0 firz e b1 mit1>0b> mit m := min{n > n'} .

m — neN

Insgesamt erhélt man aus (3) und (4) fur 1 > b > max {1 _ Lty LmtJ*l} >t
mit m := min,en{n > n'}:

lim p,(z) =0 fir alle z € [b, 1]

n—oo

und

Pn(b) > pu(x) fiir alle n > n' und alle x € [b,1]
da p,(z) monoton fallend ist fir alle x € [b, 1] und alle n > n’

und

e fiir n < n' gilt,
(z) =1 .
max p (x)

Wegen (3) gilt p,(b) — 0 fiir n — oo und da p,, stetig ist fiir alle n € N, haben wir:

n>n'

|pn ()] < dp fiir alle n € N und alle x € [b, 1], mit d, := max {maxpn(b), 1} :

Da gy(x) = dp|h(z)| wegen (1.16) eine integrierbare Majorante fir h(z)p,(x) auf
b, 1] ist, haben wir mit dem Satz von Lebesgue:

1 1

lim [ A(z)dF,(z) = lim | h(z)p,(x)dz

b b

Nach den vorbereitenden Lemmas gilt nun folgender Satz.
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Satz 1.16 FEs sei & eine stetige Zufallsgrofie mit E|E| < oo. Dann gilt fir die inverse
Verteilungsfunktion h : (0,1) — R:

1

h(t) = lim [ h(z)dF,(x) .

n—oo

0
Dabei ist 0 <t < 1 und F, die Verteilungsfunktion von n, ~ B(|nt],n — |nt]).

Beweis: Fiir festes t € (0,1) finden wir ein a € (0,¢) und ein b € (¢, 1) welche wie
bei Lemma 1.13 und Lemma 1.14 gewahlt werden. So gilt:

a

jh(m)an(x) = /bh(a:)an(a:) —i—/h(x)an(a:) —i—/lh(x)an(x) :

Nach Lemma 1.13 gilt:

a

lim [ h(x)dF,(x) =0,

0

und nach Lemma 1.14: .

lim [ h(z)dF,(x)=0.

b
Da h(x) stetig ist auf [a,b] und da t € [a,b] ist, gilt nun mit dem Satz von Helly

b
lim [ h(z)dF,(z) =

n—oo

h(z)dFs,(x)

—

a

Il
> o

(1) .

Also gilt insgesamt

lim [ h(z)dF,(x) = h(t) .

n—o0

O

Theorem 1 (Umkehrformel fiir stetige Zufallsgrof8en) Fir eine stetige Zu-
fallsgrifie & mit E|¢] < oo und 0 < t < 1 gilt:

. (n—1) " (—1)k 1
h(t) = lim B 0 Y e e

k=|nt|

Dabei sind die By fir k =1,2,... die Hoeffding-Koeffizienten von &.
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Beweis: Aus Satz 1.16 folgt:

1

h(t) = nlLIrOlO h(z)dF,(z)

1

= lim [ h(z)p,(x)dx

n—00
0

Da wir den Limes fiir n gegen unendlich betrachten, kann ohne Einschrinkung an-
genommen werden n > n/. Damit ergibt sich

1

o I'(n)
Mt = i T =

1 n— |_ntJ—1
= lim /x ntl=1p (g n—lnt] -1 (—1)Fakda
n—oo I'(|nt])['(n — |nt]) k '

Die Substitution I = k + |nt| ergibt

n—|nt] —1 bl i1
h()_JLI&F(Lnt ['(n — |nt]) /Z ( n—1—1 >(_1)l et h(z)de

I=|nt]

- B G = ; (" e / o

Da jetzt fol 2" h(z)dx = 10, ist, gilt weiterhin:

(n—1)! . (n—|nt|] —1)!
; n—1—1—|nt J)'<

o (n=1) nt (1)
= Jim oy Y JZZ&J 1= 1) (z—wj)w

M) = o = 1)itn =[] = 1)1

iy 1
—1)o

O

Diese Umkehrformel ist wirklich erstaunlich. Man sieht, dafl bei Zufallsgréflen mit
stetigen Verteilungsfunktion in der Summe jeweils die ersten [nt| — 1 Hoeffding-
Koeffizienten nicht erforderlich sind, um die inverse Verteilungsfunktion an der Stelle
t zu berechnen.



2 Mehrdimensionaler Fall

2.1 Vitale-Korper: Definition und Eigenschaften
Allgemeines

Nun wollen wir die Idee der Hoeffding-Koeffizienten im Eindimensionalen auf Zu-
fallsvektoren im R iibertragen. Dies machen wir mit Hilfe des Ansatzes von Richard
A. Vitale ([8]), allerdings nicht wie er in bestimmten Banachraumen sondern nur im
R?. Dazu brauchen wir erst einmal eine Definition des Erwartungswertes im R<.
Es ist wieder [©2,F,P] der zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum. R¢ ist der
d-dimensionale euklidische Raum mit der o-Algebra der Borelmengen R; und mit
dem kanonischem Skalarprodukt (x,y) = x1y1 + -+ + 24yq von x,y € R4

Mit K¢ wird die Menge der nichtleeren, kompakten, konvexen Teilmengen des R¢
mit o-Algebra K, bezeichnet und mit S¢~! die Einheitssphére vom R?

Sl ={zxeR: ||z| = V(z,z) =1} .

Ein Zufallsvektor £ ist eine ist eine F, Ry-meBbare Abbildung & : Q — R und ein
zufilliger konvexer Kérper M ist eine F, K-meBbare Abbildung M : Q — K¢

&1
Definition 2.1 Man sagt, der d-dimensionale Zufallsvektor & = ( : ) besitzt einen
&d
Erwartungswert, wenn fir alle i = 1,...,d gilt E|¢;| < co. Dann wird mit
E&
EE=| :
E&q

der Erwartungswert von &€ bezeichnet.

Lemma 2.1 Der Zufallsvektor € besitzt genau dann einen Erwartungswert, wenn
fir die Zufallsgrofie n = ||&|| gilt En < oo.

Beweis: Fiir alle € R? gilt

el = V(@ @) = Ja? + a3+ + a3

und daraus folgt das Lemma.

45
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Fiir die Untersuchung von zufilligen Mengen bietet sich die sogenannte Stiitzfunk-
tion an. Mit Hilfe der Stiitzfunktion 148t sich dann spéter auch der Begriff des
Mengenerwartungswertes einfiithren.

Definition 2.2 Fir eine Menge M C R? ist die Stiitzfunktion hy; : S™' — R*
definiert durch

har(uw) = sup (x,u) , firuwe S
xeM

Bemerkung 1:

(a) Wenn M ein konvexer Korper ist, so kann man, auf Grund der Abgeschlos-
senheit, das Supremum durch das Maximum ersetzen.

(b) Die Stiitzfunktion an der Stelle w gibt den Abstand der Stiitzgeraden an M
mit Normalenvektor w vom Ursprung an. Mit diesen Stiitzgeraden lassen sich
die Stiitzhalbebenen Hj/(u) definieren

Hy(u) ={x € R*: (x,u) < hy(u)} .

Nun sind die konvexen Korper eindeutig durch ihre Stiitzfunktion definiert,
da gilt

M= (1 Hu(u).

ueSd-1

(¢) Wenn M und N zwei konvexe Korper sind, dann gilt fiir ihre Stiitzfunktionen:

M =N & hy = hy (2.1)

NCMe&hy <hy, (2.2)

harsn = hor + hyy | (2.3)

Peonvivuny = max{h, hy} und (2.4)

M| = max{||z|| : ® € M} = ||har| = max{[|has(w)]| : w € ST}, (2.5)

dabei bezeichnet M + N = {x +y : * € M undy € N} die Minkowski
Summe.

Von nun an werden nur noch zufillige konvexe Kérper M € K, betrachtet. So-
mit haben wir also eine eineindeutige Zuordnung zwischen den zufélligen konvexen
Korpern und der Menge der zufilligen Stiitzfunktionen.

Definition 2.3 Man sagt, der zufillige konvexe Korper M besitzt einen Mengen-
erwartungswert (Bochner-Erwartungswert), wenn E|M|| = E|lhpm] < oco.
Wenn E[|M]| < oo ist, dann bezeichnet

EM = {x € R*: (z,u) < Ehy fir alle w € S*'}

den Mengenerwartungswert von M.
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Bemerkung 2:

(a) Da fiir alle w € S ! immer hpy(u) < [|haq]] ist, gilt Emaxgen (x, u) =
Ehp(u) < Ellhpy| < 0.

(b) Es laBit sich zeigen(siehe [2]), dal EM auch wieder eine kompakte, konvexe
Menge ist und es gilt Ehy = hgag.

Ein anderer Zugang zum Mengenerwartungswert erfolgt durch die sogenannten Se-
lektoren.

Definition 2.4 FEin Zufallsvektor &€ heif§t Selektor des zufilligen konvexen Korpers
M, wenn gilt £ € M fast sicher.

Nun kann man iiber die Selektoren auch einen Erwartungswert definieren:
E'M = {E¢ : £ ist Selektor von M} .

Dieser wird als Aumann-Erwartungswert bezeichnet und es gilt fiir zuféllige konvexe
Kérper folgender Satz (siehe [2]).

Satz 2.1 Es sei M ein zufilliger konvezer Korper mit E||M|| < co. Dann gilt
EM = {E¢ : € ist Selektor von M}, also E'M = EM.
Definition der Vitale-Korper

Schliefflich wollen wir zur Definition der mehrdimensionalen Hoeffding-Koeffizienten
vordringen. Dabei definieren wir fiir einen Zufallsvektor & mit E||&|| < oo fiir alle
n € N die zufilligen konvexen Korper K,, = conv{{,,...,&,} und bilden deren Men-
generwartungswert. Die &,,&,,... sind dabei wieder unabhéngig, identisch geméaf
P¢ verteilt und wir meinen mit conv{/N} immer die abgeschlossene konvexe Hiille
von N C R4,

Definition 2.5 (Vitale-Korper) FEs sei & ein Zufallsvektor mit Erwartungswert.
Dann soll die Grdfe
K, = Econv{&,,...,&,}

Vitale-Korper n-ter Ordnung heiffen. Dabei sind die § = &,,§,, ... unabhdngig iden-
tisch gemdf$ Pe verteilt.

Laut Definition des Mengenerwartungswertes gilt

K, = Econv{&,,...,&,}
=EK, = {z c¢ R?: (x,u) < Ehg, (u), fir alle u € S}

={xcR: (x,u) gEm%X<y,u>,ﬁir allew € S™'} .
yE n

!Der Satz erscheint ohne Beweis dafiir aber in offensichtlicherer Form bei [3] auf Seite 301. Hier
ist nur zu beachten, dafl der Aumann Erwartungswert eines konvexen Korpers wieder konvex
ist (somit kénnen wir uns die Voraussetzung, dafl P atomfrei ist, sparen) .
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Da conv{§,,...,&,} = conv{{&, } U---U{&,}} ist, gilt mit Gleichung (2.4)

Ly

Demnach kann man fiur K,, auch schreiben
K, ={x cR?: (x,u) < Ehg, (u), fir alle u € S}

= {zc cR?: (x,u) < Elrllax (&;,u), fir alle u € Sdl} :

Eigenschaften

Lemma 2.2 Zu einen Zufallsvektor & mit E||&|| < oo und seien die Vitale-Kdrper
K1, Ks, ... von € wie oben definiert. Dann sind die Vitale-Kdrper alle kompakt und
konvex und es gilt

KiCKyCKzC--- .

Beweis: Fiir alle n € N gilt, da E||€|| < oo ist, fiir K, = conv{&,,...,&,}

1Kl = max{|[n]| : m € K0} = max{[|&, ][, ..., [1,11}
<> &l
i=1

und daraus folgt

E|C.) <EY &l < nE[€]| < oo .
i=1
Somit sind die Vitale-Korper beschrinkt und, da die K, konvex und abgeschlossen
sind, sind fiir alle n € N die Vitale-Korper von & kompakt und konvex, also zuféllige
konvexe Korper. Natiirlich gilt

Kn =conv{&,,...,&,} Cconv{&,...,&,, &1} = Kny fiir allen € N.

Man sieht jetzt auch, dafl die Vitale-Korper eines Zufallsvektors eine Folge von
aufsteigenden Mengen bilden.

O

Bemerkung 3: Die Vitale-Korper sind zwar fiir alle n € N beschréankt, aber sie
sind nicht gleichméBig beschréankt. Dies wird spater am Beispiel der d-dimensionalen
Normalverteilung klar. Es approximieren die Vitale-Korper wieder die konvexe Hiille
des Tragers der zu Grunde liegenden Verteilung, was aber erst spéter gezeigt werden
soll.

Ahnlich der Linearitit der Hoeffding-Koeffizienten gibt es eine Eigenschaft der
Vitale-Korper von Zufallsvektoren. Im Folgenden wird ein Vektor & € R? als Spal-
tenmatrix aufgefafit.
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Lemma 2.3 FEs sei & ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit E||€|| < co. Auflerdem
sei A eine r X d Matriz und K,, seien die Vitale-Korper von &. Dann besitzt der
r-dimensionale Vektor n = A& die Vitale-Korper

K, = AK, ,
dabei ist AM = {Az :x € M} fir M C R? und A eine r x d Matrix.

Beweis: Es sei A eine r x d Matrix, welche gegeben ist durch

A—

Fiir die n = A¢ kann man die K,, = conv{mn,,...,n,} bestimmen durch

K, =conv{n,,...,n,} = conv{AE,, ..., A}
= Aconv{&,,....&,} = AK, ,

dabei ist K, = conv{&;,...,&,}. Nun gilt fiir den Mengenerwartungswert eines
zufilligen konvexen Korpers M:
AEM)=E(AM) . (2.6)

Dies erhélt man indem man zur Definition des Mengenerwartungswertes iiber die
Selektoren zuriick geht
A(EM) = A{EE : £ € M fast sicher}
E&
=A : : & € M fast sicher

E&q
Zzzl alkEgl
= : 1 & € M fast sicher
[\ anE

E Zzzl a1x§1
: : &€ € M fast sicher

| \E X4 aniéa

= {E(A£) : £ € M fast sicher}

= {E(AE) : A§ € AM fast sicher}
=E(AM) .

Hier wurde natiirlich wieder die Linearitdt des Erwartungswertes ausgenutzt.
Fiigen wir alles zusammen erhalten wir fiir die Vitale-Kérper K,, von n

K, = EK, = E(AK,) = AEK, = AK, .
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O

Folgerung 1 Es sei & ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit E||€|| < oco. Auferdem
sei A eine r xd Matriz, b € R" und K,, seien die Vitale-Kdorper von €. Dann besitzt
n = A€ + b die Vitale-Korper

K, = AK, + b .

Beweis: Dies folgt direkt aus der Linearitéit des Erwartungswertes, des vorherigen
Lemmas und der Vektorraumstruktur des R¢. Es gilt nimlich

K, = Econv{mn,,...,n,} = Econv{A&, +b,..., A, + b}
= E (conv{AE,,..., A€, } +b)
= Econv{Ag&,,..., A, } +b=AK, +b.

0J

Zusammenhang zwischen Hoeffding-Koeffizienten und Vitale-Ko6rpern
Betrachten wir einmal die Definition der Vitale-Korper fiir d=1. Nun ist die Ein-
heitssphére gegeben durch 8° = {—1,1} und ein eindimensionaler Zufallsvektor

kann natiirlich als Zufallsgrofle betrachtet werden. Nun gilt fiir die Vitale-Korper
einer Zufallsgrofie £ mit Erwartungswert

K, = {:EER: (7,u) <E max (&,u) mit uESO}

1,...,n

..... n

= {:1: eER: (&u) < E‘gax (&,u) mit u € {—1,1}}

= {x eER:—z < Elrllax {=&} und z < Elrllax {fl}} :

Da gilt max{—¢,...,—&,} = —min{¢,...,§,}, haben wir damit
={z € R:Emin{&,...&} <x <Emax{&,...,&.}}

= [Emin{¢,... &, Emax{&, ..., &}
[a’mﬁn] .

Also sieht man direkt, daf§ die Vitale-Kérper die natiirliche Verallgemeinerung der
Hoeffding-Koeffizienten sind. Insbesondere sind im eindimensionalen die Hoeffding-
Koeffizienten aus den Vitale-Korper bestimmbar und umgekehrt.



2.2 Beispiele 51

Es sei € ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit E||&|| < oco. Dann sind die Vitale-
Korper von € gegeben durch

K, = {w cRY: (x,u) < Enllax (&;,u), fir alle u € Sdl} :

Nun setzen wir fiir ein festes u € S41

ni = <£z>u> und n= <£,’U,> :
Damit gilt

E max (§;,,u) =E max
i=1,...,n i=1,...,n

=Emax{n,...,n.}
= 0, , wenn [, die Hoeffding-Koeffizienten von 7 sind.
Also kann die Aufgabe, fiir einen beliebigen d-dimensionalen Zufallsvektor & mit

E|&]| < oo die Vitale-Kérper zu berechnen, auf die Berechnung der Hoeffding-
Koeffizienten von (&, ) fiir alle uw € S~ zuriickgefiihrt werden.

2.2 Beispiele

2.2.1 Gleichverteilung in der Kugel

Zunichst seien die d-dimensionalen Zufallsvektoren v = ~,,7,,... unabhingig
identisch in der Einheitskugel B;(0) = {x € R? : ||z|| < 1} des R? gleichverteilt.
Um die Vitale-Korper von « zu bestimmen, benétigen wir das Verteilungsgesetz von
n = (~,u) fiir u € ST !. Das Verteilungsgesetz von ~ ist aber drehungsinvariant,

1
0
also genitigt es dieses Skalarprodukt fiir w = e = | . | zu berechnen.
0
"
Die v, = | : | besitzen die Verteilungsdichte pg : RY — [0, c0), mit
4
pa(x) = %dIBI(O)(ZIZ). Hier bezeichnet
/2
R 2.7
"M T+ d/2) (2.7)

das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel. Fiir n = (+,e) = 73 und
f:(=1,1) — [0, 00) mefibar, gilt nun

Ef(n) = / F (2, €))palx)dac

1 1

1
= R—d/d%f(%)/diﬁz‘“/dﬂidIBl(o)@b---’ﬂEd)-
el

-1 -1
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Offensichtlich ist f_ll dxg: - - f_ll dzqlp, 0)(21, ..., 24) gleich dem Volumen einer (d-
1)-dimensionalen Kugel mit Radius /1 — z%. Somit erhalten wir

1

d-1
Ef(n):%d/dxlf(ml)\/l—x% Kq_1 -

Also besitzt n die Verteilungsdichte ¢4 : R — [0, 00)
ga(z) =Tj_q1 1] (x)%\/ 1— 22" oder mit (2.7)
Kd

(@) = -1 ()%ﬂ—* ,

Mit Hilfe von ¢4 kénnen wir die Verteilungsfunktion Fy; : R — [0, 1] von 7 berechnen

und erhalten mit der Formel (1.8) die Hoeffding-Koeffizienten 3% von 7. Damit haben
wir auch die Vitale-Kérper von ~y, denn es gilt

Ké={xecR: (z,u) <E max (~,;,u) fiir alle uw € ST}

n

.....

={x e R": (x,u) < Emax{n,...,n,} fir allew € S},
da n; = (7,,u) und da 7 drehungsinvariant ist. Damit gilt
K? ={x cR*: (x,u) < B fiir alle u € S* '}
={zeR’: 2] <} .
Also ergeben sich als Vitale-Kérper Kugeln um den Ursprung mit Radius 39.

Speziell d = 3: Hier besitzt n die Verteilungsdichte
N1+ 3)
=1 — 22 (1-2?
q;;(x) [ 1,1](1‘) F(Z)ﬁ( x )
3
=T (@) (1 - %)

und hat damit die Verteilungsfunktion

xT

1
Fs(z) = %/(1—y2)dy: Z(Q—I-Sx—m?’) fir -1 <z <1.

-1

Nutzt man zum Beispiel (1.8), so konnen wir die Hoeffding-Koeffizienten 32 von 7
ausrechnen und erhalten

o0

By = /1 — (F3(2))"dx — /D(Fg(x))“dx

0

1
= 1—4"/(2—1—3:1;—3:3)”6133 :
.l
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Diese Hoeffding-Koeffizienten &8t man sich jetzt am Besten numerisch berechnen.
Fiir allgemeine Kugeln mit Radius r > 0 und Mittelpunkt b € R? gilt

Satz 2.2 Es sei & gleichverteilt in einer Kugel im R mit Radius r > 0 und Mittel-
punkt b € R%. Dann sind die Vitale-Korper von &€ gegeben durch

Kn:r]Kn—i—b,

wobei Kn die Vitale-Kérper von ~ sind, welches gleichverteilt in By (0) ist.

Beweis: Eine Kugel K mit Radius r» und Mittelpunkt b entsteht aus der Einheits-
kugel B;(0) in dem man folgende Rechnung durchfiihrt

K =rBi(0)+b=AB(0)+b .

Dabei ist A = rE,; und E; die d-dimensionale Einheitsmatrix. Wenden wir Folge-
rung 1 an, fithrt uns das zum Satz.

O

2.2.2 Gleichverteilung in Ellipsoiden

Jedes Ellipsoid £ im R? kann durch eine Anwendung einer linearen Abbildung A :
R? — R? auf die Einheitskugel B;(0) = {x € R?: ||z|| < 1} und eine anschliefende
Verschiebung des Mittelpunktes um den Vektor b € R? beschrieben werden. Es
sei A die zur linearen Abbildung A gehorende d x d Matrix. Nun erlaubt uns die
Folgerung auf Seite 50, die Vitale-Korper von Gleichverteilungen auf allgemeinen
Ellipsoiden im R? anzugeben.

Satz 2.3 Es sei & gleichverteilt in einem Ellipsoid E mit Mittelpunkt b € RY. Wenn
das Ellipsoid durch die Transformation der Finheitskugel B,(0), E = AB;(0) + b
entsteht, wobei A die Abbildungsmatriz einer linearen Abbildung A : R? — R% und
b € R ein Verschiebungsvektor ist, dann sind die Vitale-Korper von & gegeben durch

K, = AK, + b .

Dabei sind die K, die Vitale-Kérper von ~, welches gleichverteilt in By (0) ist.

2.2.3 Mehrdimensionale Normalverteilungen

Die mehrdimensionale Standardnormalverteilung

Nach den Beispielen mit Gleichverteilungen wollen wir uns auch der mehrdimensio-
nalen Standardnormalverteilung zuwenden.

&1
Definition 2.6 FEin Zufallsvektor & = | : | heifst d-dimensional standardnormal-

&d
verteilt, wenn &1, ... &g unabhdngig identisch standardnormalverteilt sind.
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Die mehrdimensionale Standardnormalverteilung ist eine drehungsinvariante Vertei-
lung, also gilt
(& u) ~ (&) firalle u,v e ST

Also geniigt es, das Verteilungsgesetz von n = (&, e) zu berechnen, um die Vitale-
Koérper von & zu erhalten. Dabei ist e wieder der erste Einheitsvektor aus der ka-
nonischen Basis des R?. Es ist also n = (£,e) = &. Damit wissen wir, daf die
Skalarprodukte selbst alle standardnormalverteilt sind. Fiir die Standardnormalver-
teilung kennen wir schon die Hoeffding-Koeffizienten und haben sie damals (siehe
Seite 23) mit d1, g, ... bezeichnet. Also gilt fiir die Vitale-Korper der mehrdimen-
sionalen Standardnormalverteilung mit n; = (&,,u) und & = £,,&,, ... unabhéngig
identisch gemé&fl P, verteilt

K, ={x € R?: (x,u) <E max (§;, u) fir alle u € S™'}

={z eR?: (z,u) <E max (&, e)}

i=1,...,n
={x cR’: (x,u) <Emax{n,...,n.}} .

Nun sind die 7; Standardnormalverteilt und damit gilt

K ={x cR: (x,u) <d,}
={x cR*: ||z|| < 6.}
== (SnBl(O) .

Folglich sind die Vitale-Korper der mehrdimensionalen Standardnormalverteilung
einfach nur Kugeln um den Ursprung mit den Hoeffding-Koeffizienten der eindi-
mensionalen Standardnormalverteilung als Radien.

Allgemeine mehrdimensionale Normalverteilungen

Ein allgemeiner mehrdimensional normalverteilter Zufallsvektor & wird eindeutig
durch seinen Erwartungsvektor g € R% und durch die positiv semidefinite Kovari-
anzmatrix B beschrieben. Fiir die Kovarianzmatrix B existiert immer die eindeutige
Darstellung der Form

B=D"D.

Also gilt mit einem d-dimensional standardnormalverteilten Zufallsvektor n
E~Dn+p. (2.8)

Demnach bekommen wir aus der Linearitéit der Vitale-Korper (Folgerung 1 auf Sei-
te 50) und den Vitale-Korpern der mehrdimensionalen Standardnormalverteilung,
insgesamt die Vitale-Korper der allgemeinen mehrdimensionalen Normalverteilung.

Satz 2.4 FEs sei & ein d-dimensional Normalverteilter Zufallsvektor mit Erwar-
tungsvektor p € R und Kovarianzmatric B = DT D. Dann besitzt € die Vitale-
Korper B

K,=K,D+ pu ,

wobei die Kn die Vitale-Korper der d-dimensionalen Standardnormalverteilung sind.
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2.2.4 Gleichverteilung auf Spharen

Es sei € ein auf der Einheitssphiire S9! gleichverteilter Zufallsvektor. Wir wollen
die Vitale-Korper von € bestimmen. Diese Aufgabe kénnen wir auf die Bestimmung
der Hoeffding-Koeffizienten von n = (&, u) zuriickfithren. Da & drehungsinvariant
ist, geniigt es, die Hoeffding-Koeffizienten von n = (&, e) zu bestimmen, wobei e
der erste Basisvektor der kanonischen Basis des R? ist.

Vorbereitungen
G
Fiir den standardnormalverteilten Zufallsvektor ¢ = | : | gilt offensichtlich
Ca
1
£~ =€
<l

Also gilt fiir n = (£, e) =&

UNTZLQ: 3 .
1<l VE+G+-+

Nun wollen wir die Verteilungsdichte von 7 bestimmen.

Lemma 2.4 Die Zufallsgriofie

C2
2 _ 1
GHE++G

z'st betaverteilt erster Art mit den Parametern r = 1/2 und s = %. Das heifst

2~ B(3,%52) und 7% besitzt die Verteilungsdichte

Beweis: Die (y, ..., (4 sind unabhéngig standardnormalverteilt und damit folgt, dafl
die (7, ..., (3 unabhingig gammaverteilt sind mit Parameter A = 1/2 und v = 1/2.
Da die Gammaverteilung faltungsabgeschlossen ist, folgt daf3

—1
(3 +---+( gammaverteilt ist mit Parameter A\ = 1/2 und v = —
Folglich also ist W betaverteilt mit den Parametern r = 1/2 und s = d%l.
d
O

Lemma 2.5 Die Zufallsgrife |t| = /72 hat die Verteilungsdichte

u(x) = Iy (r) ———2v1 — 27
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Beweis: Fiir f: [0, 1] — [0, 00) mefbar rechnen wir

Ef(7]) = Ef(V7?) = / F(V7)

da —
Also ist u(y) = Ip(y )%2 1 - y2d ¥ eine Verteilungsdichte von |7].
2

Die Verteilungsdichte der Projektion

Da 7 symmetrisch auf (—1,1) verteilt ist, bekommen wir aus der Verteilungsdichte
von |7|, sofort die Verteilungsdichte ¢4 : (—1,1) — [0, 00) von 7 geliefert. Und da 7
und 7 identisch verteilt sind, erhalten wir

Satz 2.5 Die Zufallsgrofie n besitzt die Verteilungsdichte g4 : (—1,1) — [0,00),
welche gegeben ist durch

L(5)
VrT(5F)
Nun kénnen wir mit Hilfe der Verteilungsdichte von n die Hoeffding-Koeffizienten
von 7 berechnen und erhalten daraus, wie bei der Gleichverteilung in der Kugel, die
Vitale-Kérper von £.

Wie bei den vorigen Abschnitten konnen wir auch hier wieder die Vitale-Koérper von

Zufallsvektoren bestimmen, welche auf einer allgemeinen Kugelsphére gleichverteilt
sind. Dabei benutzen wir wieder die Folgerung auf Seite 50.

11— ;U2d_3

qa() =1-10)(2) ===

Nun wollen wir zu einen speziellen Beispiel kommen.
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Vitale-Ko6rper der Einheitssphire fiir d = 3

Aus Satz 4 ergibt sich fiir die Verteilungsdichte von n = (&, e)
L.
q3(x) = 5 fir -1<z<1.

Also ist n gleichverteilt in (—1,1) und fiir die Gleichverteilung sind die Hoeffding-
Koeffizienten wohlbekannt. Somit sind die Hoeffding-Koeffizienten von 7 gegeben
durch

n—1
b = n+1"
Die Vitale-Korper von £ errechnen sich wie folgt

K, = {z € R’: |z|| < 5,}
—1
:{mERd:Hmﬂgn } .

n+1

Da Z—jr} T 1 ist sieht man hier deutlich, daf§ die Vitale-Korper die konvexe Hiille
des Tréagers von Innen heraus approximieren. Dies wird dann im néchsten Kapitel
Gegenstand der Untersuchung sein.

2.3 Der Trager von Zufallsvektoren und Vitale-Korper

Ahnlich wie die Hoeffding-Koeffizienten fiir ZufallsgroBen charakterisieren hier die
Vitale-Korper die konvexe Hiille des Tragers von Zufallsvektoren € mit Erwartungs-
wert auf eine bestimmte Art und Weise.

Definition 2.7 Es sei & ein d-dimensionaler Zufallsvektor. Dann heifst N C R*
Triger von §, wenn N der Triger des WahrscheinlichkeitsmafSes Pg¢ ist.

Bemerkung 4: Es gelten wieder die Eigenschaften aus der Bemerkung 3 auf Seite
24 und die Definition des Tragers eines Mafles findet man in Definition 1.4.

Satz 2.6 Es sei € ein Zufallsvektor mit E||&|| < oo und mit Trager N. Dann gilt
fiir alle u € S41

B e (8w = )
und fir alle n € N gilt Emax;—;_, (§;,u) < maxgey (@, u). Dabei sind die & =
&1,&,, ... unabhdngig identisch gemdfs Pe verteult.

Beweis. Fiir ein festes u € S?~! bilden wir die unabhingigen identisch verteilten Zu-
fallsgroBen n; = (€;,u) und n = (&, u). Nun gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung fiir den Erwartungswert

Eln| = E[ (&, u) [ < E[&]llul <E[£]l < oo,
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da ||u|| = 1 ist. Der Tréger von n ist N* = {(y,u) : y € N}. Demnach sind die
Voraussetzungen von Satz 1.9 auf Seite 26 fiir n erfiillt und es gilt

lim E max (§,,u) = lim Emax{n,...,n,}

n—oo  i=1,..,n n—00
= max{N"“}
= max{(y,u) 1y € N}

= max (y, u) .

Fiir alle n € N gilt auferdem max;—;__, (§;, ) < max,en (@, u), da N der Tréger
von £ ist und damit folgt der Satz aus der Monotonie des Erwartungswertes.

O

Definition 2.8 Fiir die abgeschlossenen, konvexen Mengen K,, L C R*™ schreiben
wir lim, o Ky, = L, wenn fiir alle w € S gilt

lim hg, (u) = hp(uw) .

n—oo

Dabei bezeichnet hy(u) = maxger, (@, uw) die Stitzfunktion an L.

Schliefflich 148t sich formulieren, dafl die Vitale Korper die konvexe Hiille vom Trager
eines Zufallsvektors mit Erwartungswert von Innen heraus approximieren.

Satz 2.7 Es sei & ein Zufallsvektor mit E||€|| < oo und Trdger N. Dann gilt
nhj& K, = conv{N} wund
K, C conv{N} fir allen € N.
Dabei sind die K,, = Econv{&,,...,&,} die Vitale-Kérper von &.
Beweis: Nach Definition 2.8 ist zu zeigen, daf fiir alle u € S%! gilt:

nhi& hKn (U) = hconV{N} (u) :

Weil aber gilt, daBl hconviny(uw) = hn(w), konnen wir den vorhergehenden Satz
anwenden und es folgt daraus

lim hg, (u) = lim max (x, u)

n—oo n—oo zEKn

= lim E max (§;,u)
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n—oo i=1,..,n

= mar (o

= hconv{N}(u) .
Weiterhin bekommen wir aus Satz 2.6 noch

e, (u) = B max (€,,w) < max (z,u) = hy(u)

-----

Nach (2.2) haben wir dann
K, C conv{N} fiir alle n € N.

Diese Rechnung kann man fiir alle u € S durchfiihren und daraus folgt der Satz.
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O

Definition 2.9 Fin Zufallsvektor & heifst Zufallsvektor mit konvexem Trager, falls
fiir den Trager N von & gilt:
conv{N} =N .

Folgerung 2 Fs sei & ein Zufallsvektor mit konvexem Trager und E||&|| < oo. Dann
gilt
lim K, = N st der Trdger von &.

n—oo

Dabei sind die K,, = Econv{§,,...,&,} die Vitale-Kérper von €.
Beweis: Diese Folgerung ergibt sich aus Satz 2.7 und der Konvexitédt von N
conv{N} =N .
OJ

Demzufolge ist der Limes der Vitale Kérper zu einem konvexen Zufallsvektor &
genau der Trager dieses Zufallsvektors.
2.3.1 Beschrankte Zufallsvektoren

Mit den soeben gewonnenen Aussagen iiber den Triger von Zufallsvektoren mit
Erwartungswert und dessen Vitale-Korper kénnen wir leicht die Vitale-Koérper von
bestimmten Verteilungen charakterisieren. Mit dem obigen Satz 2.7 erhalten wir fiir
beschrinkte Zufallsvektoren

Satz 2.8 Ein Zufallsvektor & mit E||&|| < oo ist genau dann beschrinkt, wenn ein
c € R existiert, so daf fir die Vitale-Kdrper K,, von & gilt

K, C B.(0) = {x € R*: ||z|| < ¢} fir allen € N.
Beispiel

Wenn ¢ gleichverteilt ist in der Kugelsphére S = {x € R? : ||z| = r}, dann kennen
wir schon die Vitale-Korper von & und diese sind

-1
K, =4z cR®: |z <r’ .
n—+1

Man sieht sofort, da§ K,, C B,(0) fiir alle n € N erfiillt ist. Also ist € beschrénkt,

und mehr noch erkennen wir, da lim,,_ TZ—: = r ist, daf} die konvexe Hiille vom

Tréager gleich der Kugel um den Ursprung mit Radius r ist.
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2.4 Drehungsinvariante Zufallsvektoren

2.4.1 Charakterisierung durch Vitale-Kérper

Ein Zufallsvektor & heifit drehungsinvariant, wenn fiir alle Drehmatrizen D gilt

£ ~ D¢ .

Folglich konnen wir fiir die Vitale-Korper folgenden Charakterisierungssatz von dre-
hungsinvarianten Verteilungen angeben.

Satz 2.9 Ein Zufallsvektor € mit E||&|| < oo ist genau dann drehungsinvariant,
wenn seine zugehiorigen Vitale-Kdorper Kugeln um den Ursprung sind.

Beweis: Es sei £ ein Zufallsvektor mit Erwartungswert. Wir bezeichnen die Vitale-
Korper von £ als K,, und die von D¢ als K/, fiir eine Drehmatrix D. Nach Lemma
2.3 ist K/, = DK,,. Nun folgt aus der Eindeutigkeit der Vitale-Kérper (siehe [8])

& ist drehungsinvariant < £ ~ D§ fiir alle Drehmatrizen D
& K, =K/, = DK, fiir alle Drehmatrizen D und alle n € N
< K, ist eine Kugel um den Ursprung, fiir alle n € N.

O

2.4.2 Beispiele

Drehungsinvariante Verteilungen sind zum Beispiel die Gleichverteilungen auf Ku-
geln um den Ursprung, oder Gleichverteilungen auf den Kugelsphéren. Zu diesen
haben wir weiter vorn schon die Vitale-Korper angegeben und festgestellt, dafl die
Vitale-Korper Kugeln um den Ursprung sind. Eine weitere wichtige drehungsinvari-
ante Verteilung ist die der mehrdimensionalen Standardnormalverteilung.

Bei allen haben wir schon ausgenutzt, dafl sie drehungsinvariant sind. Somit geniigte
es das Skalarprodukt mit u = e € S?! zu berechnen, statt fiir alle u € S die
Rechnung durchzufiihren.

2.4.3 Lineare Bilder drehungsinvarianter Verteilungen

Besitzt ein Zufallsvektor n mit E||n|| < oo die Darstellung n = AE, wobei £ ein
drehungsinvarianter Zufallsvektor und A eine d x d Matrix ist, dann sind die Vitale-
Korper von n Ellipsoide um den Ursprung. Dies folgt aus Lemma 2.3, da die Vitale-
Korper von &€ nach dem obigen Satz Kugeln um den Ursprung sind. Das heifit, die
Vitale-Korper von i sind Kugeln um den Ursprung, welche einer linearen Abbildung
unterworfen werden. Also ergeben sich Ellipsoide um den Ursprung.

Weil die Gleichverteilungen auf Ellipsoiden und die Normalverteilung mit Erwar-
tungsvektor g = 0 lineare Bilder von drehungsinvarianten Verteilungen sind, wissen
wir, daf} die zugehorigen Vitale-Korper Ellipsoide sind.

Bei einer allgemeinen mehrdimensionalen Normalverteilung mit Erwartungsvektor
p € R? werden die Ellipsoide einfach um den Vektor p verschoben.
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