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Aufgabe 1: Wiederholung
Wiederholen Sie die Begriffe:

(a) Metrik, metrischer Raum, Dreiecks-Ungleichung, Vektorraum, Norm
(b) offene, geschlossene, kompakte, beschränkte Menge, Abschluß und Rand einer Menge, Einheit-

skugel, Vollständigkeit, Konvergenz, Dimension, Skalarprodukt, Banachraum, Hilbertraum
(c) `n

2 , `2, C([a, b]), Ck([a, b]), `n
p , `p, c0.

Aufgabe 2: Young’sche Ungleichung
Beweisen Sie für 1 < p, p′ < ∞, 1

p + 1
p′ = 1, a, b ≥ 0, dass

ab ≤ ap

p
+

bp′

p′
.

Aufgabe 3∗: Vollständigkeit
Ein normierter Raum (X, || · ||) ist genau dann vollständig, wenn jede absolut konvergente Reihe in X -
∞∑

n=1

||xn|| < ∞, xn ∈ X - ein Grenzelement x ∈ X mit x = lim
N→∞

N∑

n=1

xn besitzt.

Aufgabe 4: Unvollständigkeit
Zeigen Sie, dass die folgenden normierten Räume nicht vollständig sind:

(a)

c00 =
{
{xn}∞n=1 | ∃k ∈ N ∀l ≥ k : xl = 0

}
⊂ c0

mit der sup-Norm

‖{xn}∞n=1| c00‖ = sup
n∈N

|xn| .

(b) Die Menge `p, (1 ≤ p < ∞), mit der sup-Norm.
(c) Die Menge C1([a, b]) mit der sup-Norm ‖x|L∞‖ = supt∈[a,b] |x(t)|.

(d)∗ Die Menge `1 mit der Norm ‖x‖ = supn∈N |
∑n

k=1 xk|. Überprüfe zuerst, daß dies tatsächlich eine
Norm ist.

Aufgabe 5∗: Parallelogrammgleichung
Sei (X, || · |X||) ein Banachraum. Dann existiert auf X ein Skalarprodukt, das || · |X|| generiert, genau
dann wenn für alle x, y ∈ X

||x + y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2 .

Zeige mit Hilfe der Parallelogrammgleichung, daß `p (1 ≤ p ≤ ∞) genau dann ein Skalarprodukt besitzt,
wenn p = 2 gilt.


