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BraTrT 10 ABGABE DER MIT * GEKENNZEICHNETEN AUFGABEN zZUM 19.1.2007

AUFGABE 1: Ptolem&us’sche Ungleichung
Zeigen Sie, dass fiir Punkte x,y, z in einem Hilbertraum
2zl lly — 2l < llyllllz =[] + |Iz[| ||z — yl|
gilt.
AUFGABE 2: Apollonius’sche Gleichung

Zeigen Sie, dass fiir Punkte z,y, z in einem Hilbertraum

1 1
Iz —al|* + lly — 21> = 5H$—yll2+2\|z— §($+y)|!2

gilt. Ist das eine Charakterisierung von Hilbertraumen (wie die Parallelogrammgleichung)?

AUFGABE 3%:

Sei H ein Pra-Hilbertraum, x,y € H und {x, : n € N} eine Folge in H. Zeigen Sie, dass
(a) x, — x genau dann, wenn ||z, || — ||z|| und < z,,x >—< x,z >,

(b) = L y genau dann, wenn ||z + ay|| = ||z — ay|| fiir alle a € K.
(c) « L y genau dann, wenn ||z + ay|| > ||z|| fir alle o € K.

AUFGABE 4:

Sei H ein reeller Pra-Hilbertraum und z,y € H. Zeigen Sie, dass

(a) |[z|* + [ly|l> = ll= + y|* genau dann, wenn z L y,
(b) [zl = llyll = (z+y) L (z—y).
Gelten diese Aussagen auch fiir komplexe Pra-Hilbertraume?
AUFGABE 5*:
Zeigen Sie, dass C([a,b]) und L,(2), p # 2 (0 < |€2]) keine Pra-Hilbertrdume sind. Das heifit, auf diesen
Ré&umen gibt es kein Skalarprodukt, welches ihre Norm generiert.
AUFGABE 6:

Seien A C B Unterraume und U und V abgeschlossene Unterraume des Hilbertraumes H. Seien Py und
Py entsprechende Orthogonalprojektionen. Zeigen Sie, dass

(a) Ac At

(b) Bt c AL,

(C) ALLL — AL,

(d) U C V genau dann, wenn Py = Py Py = Py Py.



