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Aufgabe 1∗: C1([0, 1])
Für f ∈ C1([0, 1]) setzt man

||f ||1 = |f(0)|+ ||f ′|C([0, 1])||,

||f ||2 = max
{∣∣∣∣

∫ 1

0
f(x)x.

∣∣∣∣ ,
∥∥f ′

∣∣C([0, 1])
∥∥
}

,

||f ||3 =
(∫ 1

0
|f(x)|2 +

∫ 1

0
|f ′(x)|2x.

) 1
2

.

Zeigen Sie:

(a) || · ||j ist jeweils eine Norm auf C1([0, 1]), j = 1, 2, 3.
(b) Welche || · ||j sind äquivalent zu ||f |C1([0, 1])|| = ||f |C([0, 1])||+ ||f ′|C([0, 1])||?

Hinweis: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Aufgabe 2:

Geben Sie eine beschränkte Folge ohne eine konvergente Teilfolge in den Banachräumen C([0, 1]) und
Lp([0, 1]), 1 ≤ p ≤ ∞, an!
Aufgabe 3∗: Integration in Rn

Für welche α, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ und fα,β(x) = 1
||x||α(log ||x||)β gilt

fα,β ∈ Lp(K0(1)) , fα,β ∈ Lp(Rn \K0(1))?

Aufgabe 4: Lp

(a) Beweisen Sie, dass

1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(R) 6=⇒ lim
|x|→∞

f(x) → 0 und
⋂

p<∞
Lp([0, 1]) % L∞([0, 1]) gilt.

(b) Sei Ω ⊂ Rn meßbar und 1 ≤ p1 < p < p2 ≤ ∞. Beweisen Sie, dass

Lp1(Ω) ∩ Lp2(Ω) ⊂ Lp(Ω) und ‖f |Lp(Ω)‖ ≤ ‖f |Lp1(Ω)‖α · ‖f |Lp2(Ω)‖1−α ,

wobei α ∈ (0, 1), 1
p = α

p1
+ 1−α

p2
.

(c)

lim
p→∞ ‖f |Lp([0, 1])‖ = ‖f |L∞([0, 1])‖ .

Aufgabe 5: Duale Räume
Sei Ω ⊂ Rn meßbar, f meßbar auf Ω, 1 ≤ p, p′ ≤ ∞, 1

p + 1
p′ = 1 und M ≥ 0.

(a) Falls für alle g ∈ Lp′(Ω) die Funktion fg integrierbar ist und∣∣∣∣
∫

Ω
fg

∣∣∣∣ ≤ M
∥∥g|Lp′(Ω)

∥∥

erfüllt, dann ist f ∈ Lp(Ω) und ‖f |Lp(Ω)‖ ≤ M.
(b) Beweisen Sie, dass

‖f |Lp(Ω)‖ = sup
‖g|Lp′ (Ω)‖=1

∣∣∣∣
∫

Ω
fg

∣∣∣∣ .


