ProOF. DR. HANS-JURGEN SCHMEISSER / HENNING KEMPKA

UBUNGEN ZUR VORLESUNG HOHERE ANALYSIS (FUNKTIONALANALYSIS I)

BraTrT 7 ABGABE DER MIT * GEKENNZEICHNETEN AUFGABEN ZUM &.12.2006

AUFGABE 1*: Faltung

(a) Berechnen Sie x;_ % Xr_1 1pund Xj_1 17k X[_1 17% X[_1 1;.
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(b) Berechnen Sie e” 2 xe
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AUFGABE 2: Youngsche Ungleichung
Sei 1l <p,q,r < o0, %—1—%:%4-1. Sei f € L, und g € L,. Zeigen Sie, dass f x g € L, und

1+ gl Lol < [1F| Lol 1 9] L]l -

AUFGABE 3: Banachsche Algebren
Sei (A, || - ||.4) ein Banachraum und (x,y) — x - y eine bilineare assoziative Abbildung von A x A nach
A mit

|z - ylla < llzlla-llylla, Ve,ye A

Dann heiit A eine Banachalgebra. Ein Element e € Amit e- oz =z -e =z fiir alle x € A und |le||4 =1
heiflt Finheit. Zeigen Sie, dass folgende Rdume Banachalgebren sind:

(a) C([0,1]), Lo([0,1]), A(D), H*> mit Supremumsnorm und punktweiser Multiplikation.
(b) Li(R) mit f-g=fx*g.

00 1/p
(©) £(Z) = {2 = @} lally = ( 3 w) < oo} mit 1< p < o0 und (z- y)e = Tk,

k=—00
(d) £1(Z) mit (@ y)e = (T*Y)k = > Tk n-
nez
(e) (v) Wieneralgebra W = {f € C(T) : {cn(f)}nez € (1(Z)}, wobei ¢y (f) = 5= OQW f(t)e~"tdt die

Fourierkoeffizienten von f sind. Die Multiplikation wird punktweise definiert und die Norm durch

1w = [le(H)e(Z)]]-

Welche diese Banachalgebren besitzen eine Einheit? Zeigen Sie, dass W und ¢;(Z) isometrisch-isomorph
sind.

AUFGABE 4*: Approximierende Einheiten
Eine Familie {K;}.>0 C L1(R"™) heifle zuldssig, wenn gilt
(K1) [gn [Ke(z)] dz < C < oo fiir alle € > 0,
(K2) [pn Ke(x) dz =1 fiir alle € > 0,
(K1) lim,_,g+ flu’v|>5 |K.(x)| dz = 0 fiir alle 6 > 0.
Beweisen Sie
(i) Wenn K € Li(R™), mit [p, K(z) dz =1, dann ist {K.}es0 = {e 7K (£)}es0 zuldssig.
(ii) Sei {K.}eso zuléssig und f € L,(R™),1 < p < oo. Dann gilt
li Ko« f— =0.
lm K x f = £l

AUFGABE 5: Priakompaktheit in L,(R™)
Sei M C Ly(R™),1 < p < oco. Zeigen Sie, dass M prakompakt ist, falls gilt
(P1) sup [|fllp < oo,
(P1) lm sup|[f(-+h)—f()|[p =0,
|h|—=0F M
(P1) lim Sup LfILp(R™ \ Kr(0))|[ = 0.



