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Spektralsatz
Sei H ein Hilbertraum mit dimH = ∞, A ∈ L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt:

Das Spektrum besteht aus 0 und abzählbar unendlich vielen Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die sich
in 0 häufen. Es sei {λj} die geordnete Folge (|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ) der Eigenwerte, dann existiert ein ONS
von Eigenvektoren {xj} mit:

(i) Axj = λjxj

(ii) Ist Hn = {x ∈ H : 〈x, xj〉 = 0, j = 1, . . . , n}, so gilt

|λn| = sup
x∈Hn,‖x‖=1

| 〈Ax, x〉 | = ‖A‖L(Hn) .

(iii) Für alle x ∈ H gilt

Ax =
∞∑

n=1

λn 〈x, xn〉xn . Spektraldarstellung

(iv) Ist λ = 0 kein Eigenwert, so ist {xj} eine ONB in H; insbesondere ist H dann separabel.

Normaldarstellung kompakter Operatoren
Es seien H1,H2 Hilberträume und T ∈ L(H1,H2) kompakt. Dann existieren ONS {ek} von H1 und {fk}
von H2 sowie Zahlen s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ 0 mit sk → 0, so daß

Tx =
∞∑

k=1

sk 〈x, ek〉 fk für alle x ∈ H1.

Die Zahlen s2
k sind die in ihrer Vielfachheit gezählten Eigenwerte von T ∗T ; die sk selbst heißen die sin-

gulären Zahlen von T .

Aufgabe 1:

Es sei H ein Hilbertraum, {ek}k∈N und λk ∈ C mit |λk| < r für alle k ∈ N. Wir definieren T : H → H
durch

Tx =
∞∑

k=1

λk 〈x, ek〉 ek .

Zeigen Sie, daß

(a) T ∈ L(H)
(b) T ist kompakt ⇔ limk→∞ λk → 0.

Aufgabe 2:

Es sei T : `2 → `2 der Multiplikationsoperator (xn) 7→ (xn/n) und S : `2 → `2 sei der Rechtsshiftoperator
(x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ).
Zeigen Sie, daß der Operator R := ST ∈ L(`2) und kompakt ist. Gib |R| = (R∗R)1/2 sowie die singulären
Zahlen von R an.
Wie sieht die Situation für den Linksshiftoperator aus?


