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Dualer Operator
Seien X, Y normierte Vektorrdume und 7' € £(X,Y’). Dann existiert genau ein 77 € L(Y', X'), so dass
Vee X, VpeVY': (T'o)(x) = o(Tx) .
Annihilatoren
Sei X ein normierter Raum.
(i) Sei A C X. Dann definieren wir
At ={pe X' :p(x)=0 firalle z€ A} C X'.
(ii) Sei B C X'. Dann definieren wir
‘B={reX:px)=0 firalle peB}CX.

AUFGABE 1:

Die Abbildung 7' — 7" : L(X,Y) — L(Y’, X’) ist linear und isometrisch. Sie ist bijektiv genau dann,
wenn Y reflexiv ist.

AUFGABE 2:

Seien X =Y =copund S € LY, X') = L(¢1,41)

S:{xn} — (an,0,0,...> .

Warum gibt es kein T' € L(X,Y), so dass T" = S?
AUFGABE 3:

Beweisen Sie:

ker T' = (R(T))* ker T = (R(T")) R(T) =t (ker T") .

AUFGABE 4: Momentenoperator
Zu f € Ly(]0,1]) betrachten Sie die Folge der Momente {f#}nzo, wobei

1
# n
7 _/0 " F()dt

Zeigen Sie, dass die Abbildung T : f — {f} ein stetiger linearer Operator von L;([0,1]) nach ¢y ist.
Geben Sie die Darstellung des dualen Operators 7" : {1 — Loo([0, 1]).

AUFGABE 5: Schwach* Konvergenz
Sei X ein Banachraum. FEine Folge {¢,} im Dualraum X’ heit schwach™ konvergent gegen ¢ € X
(0n —5 ), falls lim,, o0 @n(z) = @(z) fiir alle 2 € X gilt. Zeigen Sie:

(a) Jede schwach konvergente Folge in X’ auch schwach* konvergiert, mit dem selben Limes.

(b) Ist X reflexiv, so ist die Folge in X’ genau dann schwach konvergent, wenn sie schwach* konvergent
ist.

(c) Die Folge {e™} der Einheitsvektoren in ¢; konvergiert schwach* gegen 0, ist aber nicht schwach
konvergent (¢1 = (cp)’).

(d) Sei 2™ € lo gegeben durch 2™ = (0,...,0,1,1,...) wobei die ersten n Koordinaten 0 sind. Dann
ist @, schwach* konvergent gegen 0, aber ist nicht schwach konvergent (Banachlimes, ¢o, = (¢1)’).

(e) Wir betrachten die Folge s™ = >, e} in co wobei €™ wieder die Einheitsvektoren sind. Dann ist
zwar fiir jedes x € 1 = (¢p)’ x(s") eine konvergente Folge, aber trotzdem ist {s™} nicht schwach
konvergent.



