Prof. Dr. Hans-Jürgen Schmeißer / Henning Kempka

ÜBUNGEN ZUR VORLESUNG HÖHERE ANALYSIS II (FUNKTIONALANALYSIS II)

Blatt 8 Sommersemester 2007

Definition von D^′(Ω) Es sei Ω ⊂ R^n, offen. Eine Linearform T : D(Ω) → C ist ein Distribution, falls für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω Konstanten c > 0 und m ∈ N_0 existieren, so dass |T (φ)| ≤ c ∑ |α|≤m

sup_{x∈K} |D^αφ(x)| für alle φ ∈ D(K) gilt.

Kann man für jedes kompakte K ⊂ Ω dasselbe m ∈ N_0 wählen, so sagt man T hat Ordnung ≤ m.

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass

(ln |x|)^′ = P 1 x , und (ln |x|)^{′′} = −P 1 x^2 , wobei ( P 1 x ) (φ) = lim_{ε→0} ∫ R\(−ε,ε)

φ(x) x dx, und ( P 1 x^2 ) (φ) = lim_{ε→0} ∫ R\(−ε,ε)

φ(x) − φ(0) x^2 dx, Aufgabe 2:

Sei T ∈ D^′(Ω) und a ∈ C^∞(Ω). Dann ist supp(aT ) ⊂ supp a ∩ supp T .

Aufgabe 3:

Sei f ∈ D^′(R). Zeigen Sie, dass

lim_{h→0} 1 h [f(· + h) − f(·)] = f^′, Konvergenz in D^′(R) .

Aufgabe 4:

Sei ω ∈ L_1(R^n) mit ∫ R^n

ω(x)dx = 1. Zeigen Sie, dass

ω_j(x) = j^nω(jx) → δ in D^′(R^n) .

Aufgabe 5: Ordnung einer Distribution Bestimmen Sie die Ordnung folgender Distributionen:

(i) δ_a(φ) = φ(a). (ii) u_a(φ) = D^αφ(a).

(iii) Sei {x^j }_{j∈N} ⊂ Ω eine Menge ohne Häufungspunkte, dann ist

u(φ) = ∞∑ j=1 D^{αj} φ(x^j ) ,

wobei α^j = (α^j_1, . . . , α^j_n) Multiindizes sind.