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Eine Abbildung f : V1 → V2 heißt linear, falls für alle Vektoren u, v ∈ V1

und für jedes λ ∈ K gilt:

◮ f (u + v) = f (u) + f (v) ,
(d.h., f : V1 → V2 ein Gruppenhomomorphismus ist)

◮ f (λu) = λf (u).



Bsp.



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3,



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0







Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear,



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0







Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0







Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0



 = f

((
x1

y1

))

+ f

((
x2

y2

))

,

f

(

λ

(
x
y

))



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0



 = f

((
x1

y1

))

+ f

((
x2

y2

))

,

f

(

λ

(
x
y

))

= f

((
λx
λy

))



Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0



 = f

((
x1

y1

))

+ f

((
x2

y2

))

,

f

(

λ

(
x
y

))

= f

((
λx
λy

))

=





λx
λy
0







Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0



 = f

((
x1

y1

))

+ f

((
x2

y2

))

,

f

(

λ

(
x
y

))

= f

((
λx
λy

))

=





λx
λy
0



 = λ





x
y
0







Bsp. Die Abbildung

f : R
2 → R

3, f

((
x
y

))

:=





x
y
0





ist linear, weil f

((
x1

y1

)

+

(
x2

y2

))

= f

((
x1 + x2

y1 + y2

))

=




x1 + x2

y1 + y2

0



 =





x1

y1

0



 +





x2

y2

0



 = f

((
x1

y1

))

+ f

((
x2

y2

))

,

f

(

λ

(
x
y

))

= f

((
λx
λy

))

=





λx
λy
0



 = λ





x
y
0



 = λf

((
x
y

))

Bsp: Siehe Hausaufgabe 4, Blatt 7.
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Untervectorräume. Dann gilt:

◮ Bildf (V
′) := {f (v) | v ∈ V ′} ist ein Untervektorraum von U.

◮ Urbildf (U
′) := {v ∈ V | f (v) ∈ U ′} ist ein Untervektorraum von V .

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei φ : G → H ein
Homomorphismus. Seien G ′ ⊆ G, H ′ ⊆ H Untergruppen. Dann sind
Bildφ(G ′) und Urbildφ(H ′) Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis:



Lemma 20 Sei f : V → U eine lineare Abbildung. V ′ ⊆ V , U ′ ⊆ U
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Definition 28 (V , +, •), (U, +, •) seien Vektorräume. Eine
lineare Abbildung f : V → U heißt

Monomorphismus falls injektiv

Epimorphismus falls surjektiv

Isomorphismus falls bijektiv

Endomorphismus falls V = U

Die Vektorräume V und U heißen Isomorph, falls ein
Isomorphismus f : V → U existiert.
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Satz 28 Isomorphie ist eine Äquialenzrelation auf V
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Satz 28 Isomorphie ist eine Äquialenzrelation auf V
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K−Vektorräume sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension
haben. In besonderem gilt: jeder K−Vektorraum der Dimension n ist zu
K

n isomorph.

Beweis ⇐=.



Haupsatz der linearen Algebra

Satz 29(Hauptssatz der linearen Algebra) Zwei endlichdimensionalen
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In der Tat, haben U und V gleiche Dimension n, dann sind sie nach (*)
zu K

n isomorph:

(V
Isomorph

∼ K
n, K

n Isomorph
∼ U) ,

Transitivität
=⇒ V

Isomorph
∼ U.
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Ist A = {v1, ..., vn} linear unabhängig, so ist
Bildf (A) := {f (v1), ..., f (vn)} auch linear unabhängig.

(*)
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Vektorräumen aus der Familie von Beispiele äquivalent sind
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Vektorräume, (v1, ..., vn) sei eine Basis in V und (u1, ..., un) sei ein
n−Tupel der Vektoren aus U. Dann gilt: Es existiert genau eine lineare
Abbildung f : V → U so dass f (vi ) = ui für alle i = 1, ..., n.

=



Abschnitt 3: Matrizenkalkul

Satz 30 (V ,+, •) und (U,+, •) seien endlichdimensionale K−
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Vektorräume, (v1, ..., vn) sei eine Basis in V und (u1, ..., un) sei ein
n−Tupel der Vektoren aus U. Dann gilt: Es existiert genau eine lineare
Abbildung f : V → U so dass f (vi ) = ui für alle i = 1, ..., n.

Vor dem Beweis: Frage f : V → R
2 sei eine lineare Abbildung. Für

die Vektoren v1, v2 ∈ V gelte: f (v1) =

(
4
3

)

, f (v2) =

(
2
1

)

.

Was ist f (v1 + v2)?

Antwort.

f (v1 + v2)
Linearität

= f (v1) + f (v2) =

(
4
3

)

+

(
2
1

)

=

(
6
4

)

.

Frage Was ist f (2v1 − 3v2)?

Antwort. f (2v1 − 3v2)
Linearität

= f (2v1) + f ((−3)v2)
Linearität

=

2f (v1) − 3f (v2) = 2

(
4
3

)

− 3

(
2
1

)

=

(
2
3

)
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1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+xnf (vn)
Voraussetz.

= x1u1



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+xnf (vn)
Voraussetz.

= x1u1+x2u2+



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+xnf (vn)
Voraussetz.

= x1u1+x2u2+...+



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+xnf (vn)
Voraussetz.

= x1u1+x2u2+...+xnun.



Eindeutigkeit. w ∈ V habe Koordinaten

0BB� x1

.

.

.
xn

1CCA, d.h.

w = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn

f (w) = f (x1v1 + x2v2 + ... + xnvn)
Linearität

=

f (x1v1) + f (x2v2) + ... + f (xnvn)
Linearität

=

x1f (v1)+x2f (v2)+...+xnf (vn)
Voraussetz.

= x1u1+x2u2+...+xnun.


