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) &7 u=>",xv,. Der Vektor

Y1
. Def 26
w hat Koordinaten ( ; ) &7 w=>",yv. Dann u+w und \u

X Yn
sind

n n n
utw= ZX,'V; + Z)/iVi = Z(Xi + yi)vi.
i=1 i=1 i=1

Also, CB(U + W) = CB(U) + CB(W) .

Au = )\ZH:X,-V,-
i=1



Lemma 18 B := (1, ..., v,) sei eine Basis in (V,+,e). Dann ist die
Koordinatenabbildung

A1
Cg:V —-K" Cg(Mwv1+ ... + \vp) = ( : ) linear.

An
Beweis. Z.z..Vu,w € V, YA € K gilt
(i) Ce(u+ w) = Cg(u) + Cg(w); (ii) gilt Cg(Aou) = Xe Cg(u)
Der Vektor u hat Koordinaten ( :

Xn

Det.26
) &7 u=>",xv,. Der Vektor

Y1
. Def 26
w hat Koordinaten ( ; ) &7 w=>",yv. Dann u+w und \u

X Yn
sind

n n n
utw= ZX,'V; + Z)/iVi = Z(Xi + yi)vi.
i=1 i=1 i=1

Also, CB(U + W) = CB(U) + CB(W) .

n n
Au=\ E X;V; = E AX V.
i=1 i=1

Also, Cg(Aeu) = Xe Cg(u). O



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist.



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an,



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(a) f(ﬁ) =0.



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(a) £(0) = 0.
(b) fiir alle v e V gilt f(—v) = —f(v)



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v e V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kernse



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v e V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerns := Urbild¢({0})



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v e V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilde({0}) := {v € V| f(v) = 0}



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.

Beweis.



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.

Beweis.
(a) <= Satz 7 (a)



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.

Beweis.
(a) <= Satz 7 (a)
(b) <= Satz 7 (b)



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.

Beweis.

(a) <= Satz 7 (a)
(b) <= Satz 7 (b)
(c) <= Satz 9



Aus Def. 27 Ist f : V — W linear, so ist f(u+ v) = f(u) + f(v) ,
also £ : V — W ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wenden die Satze
aus dem Abschnitt Gruppentheorie an, und bekommen:

Lemma 19 f:V — U sei eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0.

(b) fiir alle v € V gilt f(—v) = —f(v)

(c) Kerng := Urbilds({0}) := {v € V| f(v) =0} = {0} <= f injektiv.

Beweis.

(a) <= Satz 7 (a)
(b) <= Satz 7 (b)
(c) <= Satz 9



Lemma 20



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde (V')



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') == {f(v)| v eV}



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U'") :=



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={ve V|f(v)e U}



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.
Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5:



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.
Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5:



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.
Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein

Homomorphismus.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bild,,(G') und Urbild,(H')



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis:



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.
(i) Addition:



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

Satz 8

(i) Addition: =,



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

Satz 8

(i) Addition: "=, weil Bild¢(V") und Urbild¢(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.
(i) Multiplikation mit Skalaren € K.

Sei u € Bilds(V'),



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.
(i) Multiplikation mit Skalaren € K.

Sei u € Bilde(V'), d.h., 3v € V/ mit



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.
(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.

(i) Multiplikation mit Skalaren € K.

Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist
A



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.
(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.

(i) Multiplikation mit Skalaren € K.

Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist
Au= A



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.
(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.

(i) Multiplikation mit Skalaren € K.
Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist

Linearitdt
Au=A =



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.
(i) Addition: "22° weil Bilds(V') und Urbilds(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.

(i) Multiplikation mit Skalaren € K.

Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist
)\ _ )\ Lme;rltdt f( )\V



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.
Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

Satz 8

(i) Addition: "=, weil Bild¢(V") und Urbild¢(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.
(i) Multiplikation mit Skalaren € K.
Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist
)\ _ )\ Lme;rltdt f( )\V )
L~
ev



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.
Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

Satz 8

(i) Addition: "=, weil Bild¢(V") und Urbild¢(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.
(i) Multiplikation mit Skalaren € K.
Sei u € Bild¢(V'), d.h., Iv € V' mit . Dann ist
A= AF(v) HREE g Av) € Bilde (V).
ev



Lemma 20 Sei f : V — U eine lineare Abbildung. V' C V, U’ C U
Untervectorrdume. Dann gilt:

> Bilde(V') := {f(v) | v € V'} ist ein Untervektorraum von U.
> Urbilde(U') :={v € V| f(v) € U'} ist ein Untervektorraum von V.

Vergleichen Sie: Satz 8, Vorlesung 5: Sei ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Seien G' C G, H' C H Untergruppen. Dann sind
Bilds(G") und Urbilds(H") Untergruppen von jeweils H und G.

Beweis: Z.z.: Bilds(V') und Urbilds(U’) sind abgeschlossen bzgl.

Satz 8

(i) Addition: "=, weil Bild¢(V") und Urbild¢(U’) Untergruppen von
(U,+) bzw. (V,+) sind, und deswegen abgeschlossen bzgl. + sind.
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falls surjektiv
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falls bijektiv

Endomorphismus

falls V = U

Die Vektorrdume V und U heiBen Isomorph, falls ein

Isomorphismus f : V — U existiert.
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In der Tat, haben U und V gleiche Dimension n, dann sind sie nach (*)
zu K" isomorph:

Isomorph Isomorph Transitivitit Isomorph
(V RSP en e BORSTRR y) | Trensdtiyitat -y oot



Sei B = (w1, ..., vp) eine Basis in (V,+, ).



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung

Cg:V — K",



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung

A1
Cg:V — K", CB(/\1V1+.-.+/\nVn) = ( : ) ,

An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen,

An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = (

Isomorphismus ist,

A1

: ) , und zeigen, dass Cg ein

An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = (

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear,

A1

: ) , und zeigen, dass Cg ein

An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = (

A1

: ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = (

A1

: ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
A1
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( : ) , und zeigen, dass Cg ein
An
Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitat:



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
A1
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( : ) , und zeigen, dass Cg ein
An
Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

> Injektivitat:



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
A1
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( :
An

) , und zeigen, dass Cg ein
Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die
Koordinatenabbildung
A1
Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( :
An

) , und zeigen, dass Cg ein
Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v =0.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen,



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOev; +---+0e v, = 6,



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.

» Surjektivitat:



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.

» Surjektivitat: Wir mussen zeigen,



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.

A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( : )
An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines

An

v € V ist.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines

An

v € Vist. Aber Cg(A1evi+ ...+ A, 0 v,)



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines
>\n>\1
v E Vist. Aber Cg(A1ovi+...+ A0 v,) = ( : ) )

An



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines
>\n>\1
v E Vist. Aber Cg(A1ovi+...+ A0 v,) = ( : ) )

An

Warum war beweis do einfach?



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines
An/\l
v E Vist. Aber Cg(A1ovi+...+ A0 v,) = ( : ) )
An
[

Warum war beweis do einfach? Weil wir Vorarbeit vorher gemacht haben,
hauptsachlich im Satze 25,27.



Sei B = (w1, ..., v) eine Basis in (V,+,e). Wir betrachten die

Koordinatenabbildung
A1

Cg:V —=K" Cg(Aiva+ ... +Apvy) = ( ) , und zeigen, dass Cg ein
An

Isomorphismus ist, d.h., Cg linear, injektiv und surjektiv ist.

» Linearitdt: Lemma 18.

» Injektivitdt: Nach Lemma 19c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass Cg(v) =0 = v = 0.
D.h., wir mussen zeigen, dassOQe vy +---+0e v, = 6, was
offensichtlich ist.
A1
» Surjektivitdt: Wir mussen zeigen, dass jedes ( ) Bild eines
An/\l
v E Vist. Aber Cg(A1ovi+...+ A0 v,) = ( : ) )
An
[

Warum war beweis do einfach? Weil wir Vorarbeit vorher gemacht haben,
hauptsachlich im Satze 25,27.






Z.z.



Z.z.: Sind V und U Isomorph,



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.
Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist

Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vy, ..., v,) eine Basis,




Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(wv), ..., f(vy)}



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w1),....f(va)} =n=



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w),...,f(va)} = n=dim(V).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w),...,f(vn)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1:U—-V,



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*).



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:
Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Alf(vl) + ...+ )\,,f(Vn) =0.



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
f’l()\lf(vl) ot Anf(va))



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:
Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Fr(Mf(v)  +ot Maf(va)) = F2(0)



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:
Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:
Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge
{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,
dim(U) = dim(V).
Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)
Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:

Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O

l ! I

Atvi



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:
Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge
{f(w), ..., F(vn)} linear unabhingig *"*2==et
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,
dim(U) = dim(V).
Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)
Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:

Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O

l | |
Aivg + ...+ AnVn



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).

Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)

f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:

Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O

|

! | [
A1vi + ...+ AnVn = 0.



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig
dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).
Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)
f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,
dim(U) = dim(V).
Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:
Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)
Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O
! ! I
A1ivq + ...+ AnVn = 0.
Da {vi,..., vp} linear unabhéngig ist,



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).

Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)

f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:

Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O

! ! [
A1vi + ...+ AnVn = 0.
Da {w1, ..., vp} linear unabhangig ist, sind alle A\; = 0, also (**) ist
trivial



Z.z.: Sind V und U lIsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f der
Isomorphismus.

Wegen Austauschsatz geniigend es z.z.:

Ist A= {w1,...,v,} linear unabhingig, so ist *)
Bild¢(A) := {f(v1), ..., f(vn)} auch linear unabhingig.

Tatsichlich, ist (vi, ..., v,) eine Basis, so ist nach (*) die Menge

Austauschsatz
——

{f(v1), ..., f(va)} linear unabhangig

dim(U) > #{f(w), ..., f(va)} = n=dim(V). Also, dim(U) < dim(V).

Wir wiederholen diese Uberlegung fiir den Isomorphismus (Lemma 22)

f~1: U — V, und bekommen dim(U) > dim(V). Also,

dim(U) = dim(V).

Beweis (*). Wir betrachten eine beliebige Linearkombination von v;:

Af(vi) + ...+ Af(vn) =0, (%)

Wir wenden den Isomorphismus f =% : U — V an:
Frf(v) et Aof(va)) = FHO) ™= O

! ! [
A1vi + ...+ AnVn = 0.
Da {w1, ..., vp} linear unabhangig ist, sind alle A\; = 0, also (**) ist
trivial =.



DHa



Logic des Abschnitts Vektorraume

» Definition



Logic des Abschnitts Vektorraume

» Definition

» Einige Eigenschaften und eine grosse Familie von Beispiele
(K")



Logic des Abschnitts Vektorraume

» Definition

» Einige Eigenschaften und eine grosse Familie von Beispiele
(K7)

» Aquivalenzrelation (isomorphismen) auf der Menge von allen
Vektorraumen



Logic des Abschnitts Vektorraume

» Definition

» Einige Eigenschaften und eine grosse Familie von Beispiele
(K7)

» Aquivalenzrelation (isomorphismen) auf der Menge von allen
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» Eine Aussage, dass alle endlich erzeugte Vektorraume die
Vektorraumen aus der Familie von Beispiele dquivalent sind
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