Wiederholung: lineare Abbildungen

Def. Esseien (V,+,-) und (U,+,-) zwei Vektorrdume. Eine
Abbildung f : V — U heiBt linear, falls fiir alle Vektoren vi,vo € V
und fiir jedes A € R gilt:
(a) f(Vl + V2) = f(vl) + f(Vg) ,
(b) f(Avi) = Af(w1).
Ubung. Sei f : V — U linear. Dann gilt:
f()\lvl + )\2V2) = )\]f(vl) + )\2f(V2).
In der Tat,
b

f(/\1v1 + )\2V2) (;) f(/\1 V1) + f()\2V2) (:) )\1f(V1) + )\Zf(VQ).
Ubung. Sei f : V — U linear. Dann gilt:
f()\lvl + )\2V2 + )\3V3) = )\1f(v1) + AQf(VQ) + )\3f(V3).
In der Tat, f(/\l vi+ dovo + )\3V3) (;) f(/\l vi+ /\2V2) + f()\3V3) =

b
FOL) + FO0w) + FAsvs) 2 ALF(v1) + Aaf(va) + AsF(vs).
Analog. Es gilt: f(A1vi + ... + Aqvp) = Mif(va) + ... + Anf(vn)
(mehrmals das Trick anwenden)

—~
~



Definition von Isomorphismus noch einmal

Def (V,+,:), (U,+,") seien Vektorrdume. Eine lineare
Abbildung f : V. — U heilt

Monomorphismus

falls injektiv

Epimorphismus

falls surjektiv

Isomorphismus

falls bijektiv

Endomorphismus

falls V = U

«— heute benutzen
«——heute besprochen

Die Vektorrdume V und U heiBen Isomorph, falls ein
Isomorphismus f : V — U existiert.



Logic des Abschnitts ,, Vektorraum®™: synthetische Aufbau

» Definition — in Vorl. 2 gegeben — durch Eingenschaften (=
»Axiomen")

» Einige Eigenschaften, die man aus Axiomen durch logischen
Schlussfolgerungen bekommt — alle Vorlesungen bis jetzt —
und eine grosse Familie von Beispiele R” —in Vorl. 3, 4
eingefiihrt

» Eine Aussage, dass alle Vektorraumen den Vektorraumen aus
der Familie von Beispiele , gleich sind*

Frage: Was soll man hier unter ,gleich sind" verstehen?

Antwort: |somorph.



Haupsatz der linearen Algebra

Satz 11(Hauptsatz der linearen Algebra) Zwei endlichdimensionalen
Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension
haben.

Satz 11’(Hauptsatz der linearen Algebra) — einfachere Version
Jeder Vektorraum der Dimension n ist zu R" isomorph.

Bemerkung. Die Satze 11, 11’ sind dquivalent. Die Richtung Satz 11
= Satz 11’ ist einfach: weil dim(R") = n, ist nach Satz 11 ein
Vektorraum der Dimension n zu R"” isomorph. Die (andere) Richtung
,<="ist ein bisschen aufwendige; wir werden sie spater beweisen.



Beweis = (fiir Satz 11 und Satz 11’)

Z.z.: Sind V und U lsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f : V — U
ein Isomorphismus. Sei {v1, ..., v,} eine Basis in V. Wir zeigen, dass die
n—elementige Menge {f(v1), ..., f(v,)} C U eine Basis in Bilds C U ist,
d.h., es ist linearunabhingig und erzeugend.

Bemerkung. Da ein Isomorphismus nach der Definition injektiv ist, sind
die Vektoren f(v1), ..., f(v,) verschieden; die Menge {f(v1),..., f(v,)} ist
deswegen tatsdchlich n—elementig.

Linearunabhangigkeit: Sei Ay - f(vi) + ... + Ay - f(v,,) = 0. Um
Linearunabhangigkeit von {f(v1), ..., f(va)} zu zeigen, missen wir zeigen,
dass alle \'s gleich 0 sind.

Da f linear ist, ist Ay - f(va) + ... + Ay - F(vy) = F(A1vi + ... + Apvy); also
f()\lvl + ...+ /\,,V,,) =0.

Da f ein Isomorphismus ist, ist f injektiv, deswegen ist

Kerns Lemma 11 {6},Hdeswegen aus F(A vy + ... + A\pv,) = 0 folgt B
Aivi + .+ Apv, =0 (weil Apvi + ... + A\pv, € Kerng und Kerng = {0}
ist).

Da {vi,..., vy} eine Basis ist, ist sie linearunabhéngig. Dann aus

vy + ... + Apv, =0 folgt Ay = ... = A, = 0, was unseres Ziel war.



{f(v1), ..., f(v,)} ist erzeugend:

Z.z.: jedes u € U kann man als Linearkombination von f(v1), ..., f(vy)
bekommen.

Da die Abbildung f surjektiv ist, ist jeder Vektor von U das Bild eines
Vektors aus V/, also Iv € V mit f(v) = u. Da {vi, ..., v,} eine Basis ist,
kann man ein beliebiges Element von V als Linearkombination von
{vi,..., vo} bekommen, also F\1,...; A\, € R mit Ayvy + ... + v, = v.
Dann gilt:

u=rF(v) = FOava + oo+ Anvi) EEN () + A Anf (V).

Also, u ist tatsdchlich Linearkombination von Elementen aus
{f(vn),...,f(va)}, O



Da der Satz 11 (oder 11') sehr wichtig ist, werde ich separat die Satze
11, 11" in der Richtung ,<=" beweisen. Ich werde zuerst Satz 11’
beweisen, d.h., ich werde zeigen, dass jeder (V,+,-) von Dimension n zu

R" isomorph ist.



Beweis von Satz 11’ in der Richtung ,,<=". Wir mussen beweisen
dass, jeder Vektorraum (V/,+, ) der Dimension n zu R" isomorph ist.
(V,+,) sei n—Dimensional, sei B = (vi, ..., v,,) ein Basis-Tupel in
(V,+, ). Wir betrachten die Koordinatenabbildung

Cg : V — R". Nach Definition von Koordinatenabbildung gilt:

A1
Ce(Mvi+ ...+ \pvp) = ( : ) . Wir zeigen, dass Cg ein Isomorphismus

>\'n
ist, d.h., Cg , injektiv und surjektiv ist.
> : Lemma 10. (Sagt, dass die Koordinatenabbildung linear
ist)

» Injektivitdt: Nach Lemma 11lc genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass — v=0.
D.h., wir mussen zeigen, dass = 6 was
offensichtlich ist.

> Surjektivitat: Wir mussen zeigen, dass jedes

A1 A1
( : ) € R" Bild eines v € V ist. Aber Cg(ni - vi ... + An - vi) = ( : ) .

An An

Warum war Beweis so einfach? Weil wir Vorarbeit vorher gemacht haben.



Vor Beweis des Satzes 11 in ,,<=" Richtung brauchen wir Vorarbeit.
Vor dem Beweis: Frage f:V — R? sei eine lineare Abbildung. Fiir

die Vektoren vy, v» € V gelte: f(v) = ( i ) . Was
ist f(vi + w2)?

Antwort.

Fvt o) M )+ ) = )+ ( i ) B ( ; ) |

Frage Was ist f(2v; — 3w)?

Antwort.  f(2v; — 3va) "R £(20,) 4 F((=3)vy) R

26 (1) — 3F(v3) = 2 4(?):(3)

Wir haben gesehen, dass (in den Beispiele oben) BILDE VON
VEKTOREN BESTIMMEN DIE BILDE DEREN LINEARKOMBINATIONEN
EINDEUTIG. Wir werden jetzt eine Veralgemeinerung dieser Aussage als
Lemma formulieren und beweisen.



Lemma 15 (V,+,:) und (U, +,") seien n—dimensionale Vektorrdume,
(va,...,v,) sei ein Basis-Tupel in V' und (uy, ..., u,) sei ein n—Tupel der
Vektoren aus U. Dann gilt: Es existiert genau eine lineare Abbildung
f:V — Usodass f(v;) = u; furalle i =1,....n.

Bsp. Sei V = U =R3, als (v, v, v3) nehmen wir die Standardbasis

1 0 0 .
<v1 = (o),vz = <1>,V3 = (0)) und als (uy, up, u3) nehmen wir
0 0 1
( <1> <2> <3>>
up = (4|,Upx = |5|,U3 = [6 .
7 8 9

Lass uns die Formel fiir die lineare Abbildung f, die vy — uy1, vo — o,
vz — us3, finden (&hnlich wie in Fragen—Antworten oben).

)= (o)

0 /0\ 2 3 x+2y+3z
+f<y<1)>+f<z(o:>: +y<5>—|—z|jo}:<4x+5y+6z>
0 1) 8 9 7x + 8y + 9z

Die Abbildung ist linear (Hausaufgabe 2d Blatt 4) und hat die
Eigenschaft f(v;) = u; (i=1,2,3).



Beweis von Lemma 15. Zuerst Existenz.

Wir werden diese Abbildung kostruieren, die Methode ist analog zu

X1
Fragen-Antworten oben und Bsp. nach Lemma 15. Sei w € V. ( : )

seien Koordinaten von w in der Basis (vq, ..., v,), d.h.
n
W=XxiV1 + XV + .+ XgVp = Y i XiVi

Wir setzen
n
f(w) :=x1u1 + xuz + ... + Xpup :Zx;u,-. (%)
i=1

Zu zeigen: (i) f(v;) = u; und (ii) f ist linear.

Wir zeigen (i): Der Koordinatenvektor von v; in der Basis (v, ..., v,) ist
0

1| —i-tezeile ,weil vy =0-vi+...4+ 1v; +...+0-v,, also

: i—te Stelle
0

f(v;) W 0-uy+..4+1 -ui+..4+0-u, = u; wie behauptet.



Wir zeigen (ii): f ist linear

X1 1
w, u € V habe Koordinaten ( : ) bzw. ( : ) Nach Lemma 10, die

Xn Yn

x1+n
Koordinaten von w + u sind ( : ) Also,

Xn + Yn
F(w +u) "2 O (S (i + i) D S O+ i) =
S x4 S viur 2 F(w) + £(v).

Axy
Ahnlich, nach Lemma 10, die Koordinaten von Aw sind ( : ) Also,
Axp

fFAw) = S0 AxGui = A>. xiup = M (w).



Die Abbildung 7 : V — U erfiille die Voraussetzungen von Lemma 15,
d.h., f sei linear und ?(v,-) = u; fur i = 1,..., n. Wir miissen zeigen, dass
Yw e V f(w) = f(w), wobei f die die oben in (%) konstruierte
Abbildung ist.

X1
w € V habe Koordinaten ( :

Xn

), d.h. w = x1vi + xovo + ... + x,v,,. Wir

haben
F(w) = FOav 4 0w + oo+ XoVp) P Foquy) 4+ F00w) + .+
Voraussetz.

?(x,,vn) Lincaritat xl?(vl) + X2?(V’2) + ..+ x,,?(vn) =
X1U1 + Xols + ... 4 XpUp Def. von f f(w) O



Beweis von Satz 11 in ,,<=" Richtung

Seien (V,+,-) und (U,+,-) n—dimensionale Vektorraume mit Basen
jeweils (vq, ..., v,) und (uq, ..., u,). Das Ziel ist zu zeigen, dass es einen
Isomorphismus f : V — U existiert; wir werden den Isomorphismus mit
Hilfe von Lemma 15 konstruieren.

N&mlich, wir betrachten die lineare Abbildung f : V — U sodass

f(vi) = uj; i = 1,..., n. Solche Abbildung existiert (und ist eindeutig)
nach Lemma 15. Wir zeigen jetzt, dass f ein Isomprphismus ist; d.h.; wir
zeigen dass f injektiv und surjektiv ist.



Angenommen, f(v) = f(V). Zz: v =7.
Die Vektoren v und ¥ habe jeweils die Koordinatenvektore

A1 X1
( : ) und | : | . Dann gilt
*n %

F(V) = F(AVL A+ oo 4 Anva) TP ETH N F (1) A+ oo+ ApF () S
AUy + ...+ Apup,

A1
also f(v) hat den Koordinatenvektor ( :
An

) in der Basis (u1, ..., up).

Analog gilt:

f( ) _ f-()\l‘/l + o+ )\ Vn) Llnearltat )\ f(Vl) 4o+ S\nf(vn) Konstr:.von f
/\1U1 + ...+ /\ nlUp. )

A1
Also auch f(¥) hat den Koordinatenvektor ( ;
:\n
Da nach Voraussetzungen f(¥) = f(v) ist, sind die Koordinatenvektoren

A1 X
von f(¥) und f(v) auch gleich, also ist () :( :) . Dann sind
An Xn

v=>",\vi=>1,Ajv; = 7. Die Abbildung f ist also injektiv.

) in der Basis (u1, ..., Up).



Die Abbildung f ist surjektiv

Sei u € U ein beliebiger Vektor. Wir mussen zeigen, dass 3v € V
mit f(v) = u.

A1
:) in der Basis
An

(u1, ..., up), d.h., u= Ay + ... + Apup. Wir setzen
vi=A\vi+ ...+ v, € V.

Es gilt: F(v) = FOALVL + ... + Apv,) ZoRHE

Alf(vl) e /\,,f(v,,) Konstz, von f AUL + . Apup = U.

Wir haben gesehen, dass ein beliebiger Vektor u das Bild eines
Vektors v € V ist; Surjektivitdt von f ist damit bewiesen.

Also, die Abbildung f : V — U ist linear und
surjektiv und injektiv, ist deswegen ein Isomorphismus. Die

Der Vektor u habe den Koordinatenvektor (

bijektiv
Vektorraume V und U sind deswegen isomorph, [



Bsp: geometrische Ebene ist isomorph zu R?

Wiederholung: Sei E eine Ebene, O € E und V die Menge
V 1= {gerichtete Strecken mit Anfangspunkt O und Endpunkt auf £} Mit
. Vektoraddition" als Addition und Streckung/Stauchung als
Multiplikation.

Wir haben gezeigt, dass eine Basis von (V/,+,-) aus
zwei beliebigen Vektoren u, v € V besteht mit u #
O#vundVAeER Au#v

Also ist V zu R? isomorph nach Satz 11'.
AuBerdem haben wir in Beweis von Satz 11 den Iso- « v

morphismus direkt konstruiert: f : R2 — V bildet
()G]Rzauf)\ u—+ - v ab. L‘_) -

Bemerkung. Die Abbildung f ist eigentlich die inverse Abbldung zur im
Beweis von Satz 11’ konstruierten Isomorphismus.



Ein bisschen Philosophie

Geometrie ist das Studium von mathematischen Modellen des Raumes,
der uns auf Grund der Anschauung vertraut ist.

Die Geometrie gehdrt zu den dltesten Wissenschaften iiberhaupt.
Bemerkenswertes geometrisches Wissen finden wir bereits in den
orientalischen Hochkulturen des 5.-3. Jahrhunderts vor unserer
Zeitrechnung. Praktische Probleme aus der Messkunde, der Baukunst,
der Astronomie und der Navigation wurden abstrahiert und fiihrten zu
geometrischen Regeln. Mit Hilfe von Logic kann man aus diesen Regeln
neue Aussagen bekommen, und anwenden.



Schematisch konnte man es wie folgt vorstellen:

Emipirische Wissenschaft ----> Formal-logische Theorie
Empirische Wissenschaft Formal-logische Theorie
Erfahrungswissenschaft wie die Keine Begriindung durch Erfahrung,
Physik keine anschaulichen Argumente
Experimente, Formale Ableitung von Sétzen nach Regeln der Logik
Beobachtungen aus Axiomen
Aussagen iiber die Natur (nicht weiter begriindetes System von Grundtatsachen)

Anschauung nur als Hinweis auf Beweisfilhrungen

Deutung der Theorie in der Welt Grundlage fiir Theorien der Physik
Schule Hochschulmathematik
Alltag Vermittlung der Idee des Beweisens auch in der Schule
Technik (so genanntes lokales Ordnen)




Was haben wir bis jetzt gemacht?

Wir haben die Eigenschaften genommen, die in Physik ofter
vorkommen und empirisch nachgewiesen wurde — die Eigenschaften
I-VIII des Vektorraums.

Dann haben wir alle mégliche (endlichdimensionale) Vektordumen
geschrieben — Satz 11 — alle sind zu R"” isomorph.

In anderen Worten, wir haben vollstindig die alle mégliche
,mathematischen Modellen des Raumes" verstanden, in welchen
die Axiomen | — VIII erfiillt sind.

AuBerdem kann man die mathematischen Methode, Ideen und
Tricks aus Theorie von Vektorrdumen auch in anderen Branchen
der Mathematik, vor allen in Analysis benutzen — Sie werden es
wahrend des Studiums mehrmals sehen.



Def — Wiederholung Sei f : V — U eine lineare Abbildung. Das Bild
von f ist die folgende Teilmenge von U:

Bildr = {u € U so dass es gibt ein Element v € V mit f(v) = u}.
(Andere Bezeichnung: (V') — wird in Analysis-Vorlesung verwendet)

Der Kern von f ist die folgende Teilmenge von V :

Kerng ={v eV sodass f(v) = 0}.

(Andere Bezeichnung: f~1(0); wird oft in Analysis verwenden. Man
bemerke aber dass f~1 nicht die inverse Abbildung nach unseren
Detfinitionen ist; auBerdem ist f~! keine Abbildung. Also f~1(0) ist nur
die Bezeichnung.)

Bsp. Betrachte die Abbildung

X
f:R? - RS, f(<x>>:= y
Y 0

X
Es gilt: Bildf = y : wobei x,y € R
0

Kerns = {6} (wird auf der nichsten Folie besprochen)



Satz 12 (1. Dimensionsformel) Seif :V — U eine lineare Abbildung.
Dann gilt:

(a) Bilds ist ein Untervektorraum von U.
(b) Kerns ist ein Untervektorraum von V.

(c) Ist V endlichdimensional, so gilt:
dim(V') = dim(Bild;) + dim(Kerny).

Bsp. Betrachte die Linearabbildung aus der Bsp. oben
.2 3 x N
fR2 RS, f((y))._(g)
Dann gilt: Kerng = {0}, weil

f<(;)) :<%>=(§> = (;)z(g);alsodim(Kernf)zo.

Bildf = {( v ) Ixye€ R} ist 2-dimensional (mit der Basis

2 2 0



Beweis (a) Bildy ist ein Untervektorraum von U

Beweis (a): Seien u1, up € Bildy, d.h. uy = f(v1), up = f(wv2).
Dann gilt:

> up + up = f(vy) + f(va) Linearitét f(v1 + vo) € Bilds

> Aup = M () " () € Bildy.



Beweis (b) Kerny ist ein Untervektorraum von V

Beweis (b): Seien vi, v» € Kerny, d.h. f(v;) = f(v2) = 0. Dann
gilt:
> (v 4 vo) P2 F () 4+ F(vo) =040 =0, dh.
vi + v € Kerny.
> f(Av) Lnearitat A (v1) = A0 =0, d.h. Av; € Kerny.



Konstruktion einer Basis in Bildf

Kerny ist ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V
und ist deswegen auch nach Folgerung (d) aus Satz 10
endlichdimensional. Sei {v1, ..., vk} eine Basis von Kerns. Nach
Folgerung (c) kdnnen wir die Basis {v1, ..., vk} bis zum einer Basis in V
erganzen: es gibt vii1, ..., v, so dass {vi, ..., v,} eine Basis ist.

Wir zeigen: {f(vk+1), ..., f(vn)} ist eine Basis in U. Wir mussen zeigen,
dass {f(Vkt1),...,f(vn)} linearunabhingig und erzeugend ist.



Wir zeigen: {f(Vvk+1), ..., f(vn)} ist erzeugend

Wir miissen zeigen, dass man jedes u € Bildy als eine Linearkombination
von Elementen f(vi1),..., f(v,) darstellen kann. Offensichtlich, kann
man jedes u € Bildf als eine Linearkombination von Elementen
f(v1),...,f(v,) darstellen. In der Tat, jedes u € Bildy ist Bild des

. Weil {vi,...,vp} eine Basis ist
irgentwelchen Vektors v = AVi + ... + Apvp, also

u="Ff(v)=~Ff(Awva—+ ...+ X)) = Mf(v1) + ... + Aaf (V).
Aber f(v1) = f(va) = ... = f(v) =0, da w1, ..., v € Kerns. Dann

U= Xep1f(Viks1) + Mea2f (Vira) + ... + Anf(vy). Also ist
span({f(vk+1), ..., f(v,)}) = Bildy.



Wir zeigen: {f(vk41), ..., f(v,)} ist linear unabhangig

Angenommen ist die Linearkombination Ag1f(viki1) + ... + Anf(vy) = 0.
Zz.: >\k+1 = /\k+2 =..= )\,, =0.
Wir haben:

10+ 10+ .. + 10 + Xy 1 F (V1) + - + Anf(vn) = 0.
k mal
Da f(v) =f(vo)=...=f(w) = 0,
() 4+ 1F(vo) 4+ oo + 1F(vi) 4+ Meg1 f (Vieg1) =+ - + Anf(vs) = 0.
Weil f linear ist,
F(1vi + 10 4 oo 4 1vk 4+ Aeg1Viss + o + Apvy) = 0.

Also, 1vi + 1vo 4+ ... + Lvg + Agr1Vks1 + .. + Apvy € Kerng. Dann ist er
die Linarkombination von Elementen vi, ..., v, und deswegen (Satz 7(b))
)\k+1 = )\k+2 =...=X,=0.

Also gilt: dim(Bildf) = [Anzahl von Elementen in {f(vis1), ..., f(va)}] = n — k. Dann gilt:

dim(V) = dim(Kernf) + dim(Bildy), O
——

n k n—k




Anwendung 1. Dimensionsformel fiir Endomorphismen

Def. — Wied: Endomorphismus = lineare Abbildung f : V — V von
Vektorraum V auf sich selbst.

Folgerung. Sei f : V — V ein Endomorphismus von
endlichdimensionalen Vektorraum V. Dann gilt:

f ist surjektiv <= f ist injektiv.
Bemerkung. In Hausaufgabe 1 Blatt 5 mussten Sie mehrere Beispiele
konstruieren — Sie werden sehen, dass falls U und V verschiedene
Dimensionen haben, ist die Aussage der Folgerung nicht richtig.

Idea des Beweises: wir spielen mit der 1. Dimensionsformel (Satz
12): es gilt:

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kern,)
——

n



Beweis (surjektiv) = (injektiv).

Ist f surjektiv, so ist Bilds = V. Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kerny)
n = n + ? '

Dann ist dim(Kerns) = 0, folglich Kerns = {0}. Nach Lemma 11c
ist f injektiv.



Beweis (surjektiv) <= (injektiv).

Ist f injektiv, so ist Kerns = {0}. Dann ist dim(Kerng) = 0.
Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kerny)
n = ? + 0 ’

folglich dim(Bild¢) = n. Dann enthélt eine Basis B in Bildy

n = dim(V) linear unabhidngige Vektoren. Nach Folgerung (a) aus
Satz 10 ist dann B eine Basis in V, deswegen

Bildf = span(B) = V, O



