Flisse und Vektorfelder

Def. Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine glatte (vektorwertige) Abbildung
V.:U—R"

Bemerkung. Wir werden spater die Transformationsgesetze fiir den
Koordinatenwechsel bei Vektorfeldern besprechen.

Def. Ein (lokaler) Fluss ist eine glatte Abbildung
®:(—¢,6) x U — U wobei U C U

mit folgenden Eigenschaften:

> Fiir jedes ty € (—¢,¢) ist die Einschrankung dieser Abbildung auf
{(to,x) | x € U’} ein Diffeomorphismus auf das Bild. Statt ®(t, x)
schreiben wir ®(x).

> Fiir alle t,s mit t,s,t+ s € (—¢,¢) gilt: ;0D = Oy
> by =Id

Bemerkung. Falls das Intervall (—¢,¢) = (—00,00) ist und U’ = U gilt,
sagen wir, dass der Fluss global ist.



Bsp. Wir betrachten
U/:{(X17X2)|X12+X22<4}a U:{(X17X2)|X12+X22<1}a

e=1, und
D (x) := (x1 + t, x0).

Bsp. Wenn in obigem Beispiel U’ = U = R? ist, so ist der Fluss global.



Flisse vs. Vektorfelder

Plan.

> Wir zeigen, dass ein Fluss ein Vektorfeld generiert.
» Wir zeigen, dass ein Vektorfeld einen Fluss generiert.

> Wir zeigen, dass diese zwei Operationen zueinander invers sind.



Gegeben einen Fluss, wie konstruiert man ein Vektorfeld?

Ganz einfach: In jedem Punkt x betrachten wir die Kurve
t— d>t(X).

Fiir t = 0 ist ®o(x) = x, d.h. diese Kurve durchl3uft in t =0 den Punkt
X.
Der Geschwindigkeitsvektor %th(x)“:O dieser Kurve ist ein Vektor und

die Abbildung x — 4.®,(x) .o ist ein Vektorfeld.



Gegeben ein Vektorfeld, wie konstruiert man einen Fluss?

Sei U’ € U C R", sodass der Abschluss von U’ in U kompakt ist. Sei V
ein Vektorfeld auf U. Wir definieren dann den Fluss (von) V wie folgt:
Fiir jedes x € U’ betrachten wir die Gew. Differentialgleichung (GDG)

%= V(x(2). (+)

Dies ist ein System von n Differentialgleichungen auf n unbekannten
Funktionen xi, ..., x, von t.

Bsp. Sein=2und V = <(1)> Dann ist (x)

Bsp. Sei n =2 und V/(x < > Dann ist (%)



Fiir jedes x € U’ betrachten wir die GDG

%= V(x(2)). ()

Geometrische Beschreibung von Lésungen dieser GDG: Jede L&sung
x(t) ist eine Kurve, deren Geschwindigkeitsvektor x(t) fiir jedes t mit
dem Vektor V/(x(t)) libereinstimmt.

Bemerkung. Dieses System von GDG ist in Euler-Form.

Bekannter Satz aus der Theorie der Gew. Differentialgleichungen
(~ Peano, Picard-Lindeléf). Fiir jedes t; und Anfangsbedingungen
xp € U existiert ein € > 0 und genau eine Ldsung

x:(—e+to, e+ to) = U mit x(t) = xo.

Bekannter Satz aus der Theorie von Gew. Differentialgleichungen
in geometrischer Sprache. Fiir jedes t; und Anfangsbedingungen

xo € U existiert (genau) eine Kurve x : (—¢,e) — U, sodass in jedem
Punkt x(t) der Geschwindigkeitsvektor mit dem Vektor V/(x(t))
iibereinstimmt und die Kurve durch xg lauft.



Bemerkung. Es ist klar, dass fiir ¢/ < e und alle ty, t; die Beschrénkung
der Lésung x : (—e + to, e + ty) — U auf das Intervall (—¢’ + tg,&’ + tp)
auch eine (eindeutige) Ldsung ist, jedoch auf dem Intervall (—¢’,¢’)
definiert. Es ist auch klar und folgt aus der Kettenregel fiir die
Verkettung der Abbildungen x(t) und T(t) :=t — to + t}, fiir jede
Losung x(t) auf dem Intervall (—e + to, € + tp), dass die Abbildung
xoT:(—e+tye+ t)) = U auch eine Lésung ist. Wir definieren, fiir
jedes xg € U, die Funktion

Emax(x0) :=sup{e > 0| 3 x(t), sodass x(t) eine Losung mit x(0) = x }.

Emax ist eine Funktion auf U, die auch unendliche Werte annehmen kann.

Aus der Theorie der GDG folgt, dass die Funktion eax stetig ist. Da
nach unseren Voraussetzungen der Abschluss von U’ in U kompakt ist,
nimmt die Funktion emax ihr Minimum auf dem Abschluss von U’ in U
an, und da die Funktion e,y positiv ist, ist ihr Minimum auch positiv,
also existiert ein € > 0, sodass fiir jedes xg € U’ eine Lésung

x i (—e,e) = U mit x(0) = xo existiert.

Konstruktion von ®,: Wir definieren ®,(xg) := x(t), wobei
x : (—e,e) = U die Lésung ist mit x(0) = xo.



Das auf der vorherigen Seite konstruierte ® ist ein Fluss

4

o ist glatt.
Fiir jedes ty € (—e, €) ist ¢‘t0 : U’ — U ein Diffeomorphismus auf das Bild.
Fiir alle t, s mit t,s,t + s € (—¢, €) gilt: 5 0 & = by 4.

o = Id

Beweis. (1) Glattheit von & folgt aus der Theorie der GDG: die

Losungen von GDG in Euler-Form hangen glatt von den
Anfangsbedingungen (also von x) und von t ab.
(4) o = Id nach Konstruktion: ®o(xp) = x(0) = xo.

(3) Wir nehmen an das t, > 0 und s > 0, die Behandlung der anderen

O
O

Falle ist analog. Wir betrachten x(t) mit x(0) = xo und X(t) = V/(x(t)).
&y, (x0) ist dann x(to). Jetzt betrachten wir die Kurve x(t + tp). Wegen

der Kettenregel erfiillt sie X(t + to) = V(x(t + t)). Offensichtlich ist
x(0+ tg) = x(tg) = Py (x0). Also ist (Ps(Py,(x0)) = x(s+ to). Aber

nach Definition ist x(s + tg) = ®(s + to)

(2) Die Abbildung @, : U" — U ist, wie oben bewiesen, glatt. Um zu
zeigen, dass sie ein Diffeomorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass sie

O

eine glatte inverse Abbildung besitzt. Die Abbildung ®_,, ist die inverse
Abbildung, wegen ®_; o ®, =P_, ,; = $y = Id und analog fiir
$pod_, =1Id

O



Die beiden Konstruktionen, Vektorfeld — Fluss und Fluss

— Vektorfeld, sind zueinander invers.

Sei xp ein beliebiger Punkt von U’.

Die Losung x(t) aus der Konstruktion des Flusses erfiillt x(0) = xo und
x(t) = V(x(t)). Nach Definition ist ®.(xp) = x(t).

Deswegen ist 2®;(x0)c—0 = X(0) = V(xo).



Wozu: Hamiltonsche Fliisse

Wir betrachten die Hamiltonschen Differentialgleichungen:

OH(x,pst) 5 _ _ OH(x.pt)
» P= ax

X = op

Wir sehen, dass sie Gleichungen der Form
OH(x,p,
d (X(t)) ( )_ ((JP t)
dt \ p(t) _ 8H(x,p,t)

BH(X,p,t)
Physikalische Sprache: Das Vektorfeld V = ) heiBt

sind.

8Hf p,t)
Hamiltonsches Vektorfeld und sein Fluss heiBt Phasenfluss
Bemerkung. In den Fliissgleichungen x = V auf der vorherigen Folien
hangte das Vektorfeld V nicht vom t ab. Im Phasenfluss ist es der Fall
nur wenn H nicht vom t abhangt, also wenn das system autonom ist. Wir
werden in den Beispielen haupsachlich nur mit solchen Systemen
arbeiten. Allerdings kann man den Begriff Fliiss auch fiir nichtautonomen
Vektorfelder und Hamiltonsche Systemen veralgemenern; und die Volum-
und symplektische-Struktur-Erhaltungsitze bleiben auch im
nichtautonomen Fall richtig.



Verhalten von Vektorfeldern unter Diffeomorphismen (=

unter Koordinatenwechseln)

Def. Sei ¢ : U; — U, ein Diffeomorphismus. Sei V' ein Vektorfeld auf Uj.
Wir definieren den Pushforward des Vektorfeldes V' als das Vektorfeld
¢4V auf U, durch die folgender Bedingung:

0. V(x) = dy-1090(V (071 (y)))-

Satz 9. Sei ¢ : U; — U, ein Diffeomorphismus und V ein Vektorfeld auf
U,. Sei U] C U mit kompakten Abschluss und Uj := ¢(U;). Die Fliisse
von V und ¢,V bezeichne man mit Y und ®¢+".

Es gilt (fir alle t € (—¢,¢)):

po by =7V 0.
Bemerkung. Vergleichen Sie bitte die Aussage mit Satz 3 (iiber

Koordinatenunabhangigkeit der Losungen von
Euler-Lagrange-Gleichungen).



Satz 9.

ooy =PV o4

Beweis. Nach Konstruktion ist ®¢ (xp) = x(to), wobei x(t) die Ldsung
der GDG x(t) = V(x(t)) mit Anfangsbedingung x(0) = xq ist. Wir
betrachten die Kurve ¢(x(t)). Sie hat den Geschwindigkeitsvektor

S(x(1)) = dyryd(X) = ¢, V(x(t)), und ¢(x(0)) = d(x0) -
Deswegen ist ¢(x(t)) = ®*Y(¢(x0)), woraus

B(Pe(x0)) = ¢ ($(x0))

und damit die Behauptung des Satzes folgt.



Volumenerhaltende Flisse

Def. Wir sagen, dass ein Diffeomorphismus ¢ : Uy — U,
volumenerhaltend ist, wenn fiir jedes offene beschrinkte T C U; gilt

Volume(T) = Volume(é(T)).
ein Vektorfeld (oder Fluss des Vektorfeldes) volumenerhaltend ist, wenn

®, fiir jedes t € (—¢, €) volumenerhaltend ist.

Bemerkung. Wir arbeiten in R”, sodass der Begriff des Volumens klar ist:
Volume(T) = / ldxy...dxp.
T

Fortgeschrittene Themen wie etwa Volumenform, Verhalten der
Volumenform unter Diffeomorphismen u.s.w. werden wir zunichst nicht
behandeln. Sie kommen erst spater.

Satz 10 (Liouville). Der Fluss von V ist genau dann volumenerhaltend,

wenn seine Divergenz

[eA%} AV,
Ox1 +ot Oxp

identisch Null ist.



Satz 10. Der Fluss von V ist genau dann volumenerhaltend, wenn seine Divergenz

vy
Ix1

Vg
Axp

+ ...+

identisch Null ist.

Folgerung. Der Hamiltonsche Fluss (auf R?" mit Koordinaten (x, p)) ist
volumenerhaltend.

Beweis. Wir rechnen die Divergenz aus: Die Koordinaten sind

(X1y +vy Xny P15 -y Pn) und die Divergenz lautet damit:

avi A Vi1 Vo,
o + ...+ O + o1 + ...+ o (%)

Das Hamiltonsche Vektorfeld V' hat die Eintrage

_ OH _ OH _ __OH _ OH
Vi = Bpr Vo= Bpn” Vi1 = Tkt Von = o,

. . . . 0*H _ O%H
Wir setzten dies in () ein und bekommen 0 wegen 05 = D




