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Einleitung: Uber Sinn und Form — Symbolisches Addieren
Al-Chwarizmi (etwa 783-850)

Problem: Was ist
MMMDCCCXCIX plus CMLIV ?7?
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Einleitung: Uber Sinn und Form — Symbolisches Addieren
Al-Chwarizmi (etwa 783-850)

Problem: Was ist
MMMDCCCXCIX plus CMLIV ?7?

Abhilfe:

e Dezimaldarstellung
= eine Sprache fiir Zahlen

e erlaubt symbolisches Addieren
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Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..

Beispiel:

+
1

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.
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e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
P 9
+ 9
19

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!
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Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
eispie 97611
+ 1971
| 1]9]3]2

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
eispie YARE
+ 97|14
| 1]9[3[2]7

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
eispie YANRDE
+ )9)7|1]4)5
| 1]9[3]2]7]0

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
FIePIe 90J6[1[2)5[6
+ 19)7|1]/4)5|3
| 1]9[3]2]7]0]9

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.

] 8 e

e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
FIePIe 9)6[1[2)5[6]1
+ )9)7|1]/4)5/3]1
| 1]/9[3[2]7]0]9]2

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!



Additionen kann man puzzeln

e Grundwahrheiten (Axiome) ... sind wie Puzzlestiicke.
N
e Regeln ... korrektes Zusammenlegen zu einer schonen Form. ..
Beispiel:
eispie 9)6[112)5[6]1
+ 0\7|11/4)5(3]|1
| 1]/9[3[2]7]0]9]2

Jede korrekte Addition lasst sich puzzeln!
Geht das auch fiir die ganze Mathematik?



Symbolische Logik und Mathematik

Frege (1848-1925)
[Grundgesetze der Arithmetik (1893, 1902)]

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Vx3Jy(y >xAVaVb(a-b=y = (a=1V b=1)))

y ist Primzahl

Beweis: Seien py, ..., p, alle Primzahlen < x.

Dann besitzt g =p; - po - ... pp + 1 kein p; als Primfaktor.
Jede natiirliche Zahl > 2 ist Produkt von Primfaktoren.

Seien ny, ..., ry die Primfaktoren von gq.

Dann ist jedes r; eine Primzahl > x.

Da g mind. einen Primfaktor hat, gibt es eine Primzahl y > x.

Freges These: Es gibt Axiome und Regeln, mit denen man jeden Satz der Arithmetik
formal beweisen kann. »Mathematik kann man puzzeln!?!"



Symbolische Logik und Mathematik

Frege (1848-1925)
[Grundgesetze der Arithmetik (1893, 1902)]

| l.'L'I'(l1_r
M) .
Andy complicievtere Formel [afien fid)

nad) diciem Wufter leidyt ergeugen:

|—frbrPla,b);

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Vx3y (y >xAVaVb(a-b=y — (a=1Vb=1)))

y ist Primzahl

Beweis: Seien py, ..., p, alle Primzahlen < x.

Dann besitzt g =p; - p2 - ... pp+ 1 kein p; als Primfaktor.
Jede natiirliche Zahl > 2 ist Produkt von Primfaktoren.

Seien ry, ..., ry die Primfaktoren von gq.

Dann ist jedes r; eine Primzahl > x.

Da g mind. einen Primfaktor hat, gibt es eine Primzahl y > x.

Freges These: Es gibt Axiome und Regeln, mit denen man jeden Satz der Arithmetik
formal beweisen kann. »Mathematik kann man puzzeln!?!*



Symbolische Logik und Mathematik

Frege (1848-1925), Russell (1872-1970), Whitehead (1861-1947)
[Grundgesetze der Arithmetik (1893, 1902)] [Principia Mathematica (1910-1913...)]

o ¥(a) %56443. F:ia, Bel.dianB=A.=.avBe2
L Dem.
B(a) . F.%5426. D Fra=12.B=1y.D:avBe2.=.24y.
Nud) complicieriere Formeln lafien fid) [¥51°231] =.fznify=A.
nad) diciem Wufter leidyt ergeugen: [¥13-12] =.anf=A @®
F.(1).%1111:85. D
b Wia,b); Fi(ga,y).a=tc.B=1y.d:avBe2.=.anfB=A (2)
F.(2).%1154.%521.DF. Prop
= i From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been

a defined, that 1+1=2.



Symbolische Logik und Mathematik

Frege (1848-1925), Russell (1872-1970), Whitehead (1861-1947)
[Grundgesetze der Arithmetik (1893, 1902)] [Principia Mathematica (1910-1913...)]

Mo — = #6443, FraBel.dianB=A.=.aufe2
T e Dem.
F.o%5426. D Fna=tz.B=1Yy.D:auPBe2.=
[%51-231] =
e - [¥18-12] =
125" s e, m" F.(1).#111135.
PLE IQUE 'DE AUTEV Fi(ga,y).a=t2.B=1y.D:avPBe2.=

F.(2). %1154 . %52'1. D F . Prop

xfy.
Jeaty=A.
anf=A 1)

.anB=A @)

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been

defined, that 1+1=2.
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Hilberts Programm (1920)

Hilbert (1862-1943)

° République)
Démogratique :

- du CONGO

Aufgabe 1:

finde einen streng formalisierten Kalkil mit
einfachen unmittelbar einleuchtenden Axiomen,

der die Mathematik und Logik auf eine gemeinsame,
nachweisbar konsistente Basis stellt

d.h. finde die Puzzlestiicke fiir das Mathe-Puzzle
und beweise, dass das stimmt.



Godels Unvollstandigkeitssatz (1931)

Godel (1906-1978)

Hilberts Aufgabe 1
hat keine Losung!

(Es gibt keine Axiome und Regeln zum
Beweisen aller Satze der Arithmetik.)




Godels Unvollstandigkeitssatz (1931)

Godel (1906-1978)

Uber formal tscheidbare Sitze der Pri
Math Py

ica und ver ter Syst It
Von Kurt Gddel in Wien.
1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu griBerer
Exaktheit hat bekannilich dazn gefiihrt, daB weite Gebicte von ihr
formalisiert wurden, in_der Art, dab das Beweisen nach cinigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der . 1
Principia Mathematica (PM)?) einerseits, das Zermelo-Fraenkel- H ] I berts Au gabe
sche (von J. v. Neumann woiter ausgebildete) Axiomensystem dor
Mengenlehre) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, da

1le he der in ihr H ~
o, &b T e v Neiome tod Sl e hat keine Lésung!

gefiihrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, dab diese Axiome
und Schlubregeln dazu ausreichen, alle mathemafischen Fragen, die
sich in den  betrefflenden Systemen tberhanpt formal ausdriicken
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, dab dies
nicht ‘der Fall ist, sondern daB es in den beiden angefihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorio der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen gibts), dio sich aus den Axiomen nicht

natarw, KL) 1930,

%) Vgl die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math..
Nr.19 prechionene Zommnenissong der Rescltste disee Arb

(Es gibt keine Axiome und Regeln zum
o 8 B S, S B i T B Beweisen aller Satze der Arithmetik.)

Tadividnen). dur Tedusibrie. ooy dse ,\umhlumm (@ ale Typen).

3 Vgl A Fraenkel, Zaha Vorlesungen tber die Grandlogung d
gonlehre, Wissons: v Noumans, Die Asiomatisierung
der Mengonlehre, Math. Zoitachr. 27, T3, Goum. § reae . angow.
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, da man zn den in der angefabrten Literatur
en mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und Schlubregeln des
kkalkals b muf, um - die F iorang zu vollenden. — Die
nachfolgenden Oberlegungen gelten auch far die in den letzten Jahren von
D. Hilbort und seinea Mitacbeitern aufgostallien formalen Systemo (soweit disso
bisher vorlogen. Vel D Hilbert, Math. Aun. 8 Abb. aus d. math, Sem.
Unis. Hamburg I (19 %), P.Bernays, Math. An. 90, J.v.Neumann,
Nadh. Zotscht 20 (1659), W. AeRormann, Nt Aun, 98

) Db genaser, o8 gibt unentscheidbare Sitae, in donon, auter den logi-
sehen Konstanten: — aicht), \/ (ode (2 (fae alg), atisch mit) keine
inderen Degtille vorkowfnen a8 - (Addiony . (Ml jon), beide bezogen
Snt madorihe Sakien, wabel aneh 1 Priise ) Sich mar suf matasiehe Zobion
beziehen duxfen.

en-




Hilberts Programm (1920)

Hilbert (1862-1943)
Aufgabe 1:

finde einen streng formalisierten Kalkiil
(Axiome & Regeln) mit einfachen unmittelbar einleuchtenden
Axiomen, mit dem man

jede wahre mathematische Aussage
beweisen kann.

* République)
DG

émogratique

w du CONGO™ !




Hilberts Programm (1920)

Hilbert (1862-1943)
Aufgabe 1:

finde ein Verfahren, mit dem man

jede wahre mathematische Aussage
beweisen kann.

* République)
DG

émogratique

w du CONGO™ !




Hilberts Entscheidungsproblem (1927)

Hilbert (1862-1943)
Aufgabe 2:

finde ein Verfahren, mit dem man

logische Formel

fur jede wahre mathematische Aussage

beweisen kann, ob sie wahr oder falsch ist.

* République)
DG

émogratique

w du CONGO™ !




Hilberts Entscheidungsproblem (1927)

Hilbert (1862-1943)
Aufgabe 2:

finde ein Verfahren, mit dem man

logische Formel

fur jede wahre mathematische Aussage

beweisen kann, ob sie wahr oder falsch ist.

1. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle wahren

2 Ml atique | logischen Formeln beweisen kann.
o du CONGO !

2. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle falschen
logischen Formeln beweisen kann.



Godels Volistandigkeitssatz (1929)
Godel (1906-1978)
Aufgabe 2:

finde ein Verfahren, mit dem man

logische Formel

fur jede wahre mathematische Aussage

beweisen kann, ob sie wahr oder falsch ist.

. 1. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle wahren
Ry BN logischen Formeln beweisen kann. v/

NGO o .

RS (Vollstandigkeitssatz, Godel 1929)

2. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle falschen

logischen Formeln beweisen kann.



Godels Volistandigkeitssatz (1929)
Godel (1906-1978)
Aufgabe 2:

finde ein Verfahren, mit dem man

logische Formel

fur jede wahre mathematische Aussage

beweisen kann, ob sie wahr oder falsch ist.

. 1. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle wahren
Ry BN logischen Formeln beweisen kann. v/

NGO o .

RS (Vollstandigkeitssatz, Godel 1929)

2. Finde Axiome und Regeln, mit denen man alle falschen

logischen Formeln beweisen kann.
£ 1 (Unvollstindigkeitssatz, Turing 1936)



Turings Unvollstindigkeitssatz (1936)

Turing (1912-1954)

ST. VINCENT
& THE GRENADINES 20¢

MILLENRIUM
2010010101010

Hilberts Aufgabe 2.2
hat keine Losung!

(Es gibt keine Axiome und Regeln zum
Beweisen der falschen logischen Formeln.)




Turings Unvollstindigkeitssatz (1936)
Turing (1912-1954)

ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

By A. M. TURING.
[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]

The “computable” numbers may be described briefly as the real
numbers whose expressions as a decimal are calculable by finite means.
Although the subject of this paper is ostensibly the computable numbers.
it is almost equally easy to define and investigate computable functions o
of an integral vatiable or a resl or computable variable, computable Hilberts Aufgabe 2.2
predicates, and so forth. The fundamental problems involved are,
however, the same in each case, and I have chosen the computable numbers . ..
for explicit treatment as involving the least cumbrous technique. I hope hat ke | ne LOSU n g !
shortly to give an account of the relations of the computable numbers,
functions, and so forth to one another. This will include a development
of the theory of functions of a real variable expressed in terms of com-
putable numbers.  According to my definition, a number is computable
if its decimal can be written down by a machine.
In §§9. 10 I give some arguments with the intention of showing that the E H b k 1 A H d R |
computable numbers include all numbers which could naturally be ( S g Ibt keine Xiome un ege n zum
regarded as computable. In particular, I show that certain large classes
of numbers are computable. They include, for instance, the real parts of B H d f I h I H h F |
all algsbraio numbers, the real pasts of the z0r0 of the Bessel funations. ewelsen der ralschen logischen Formein.
the numbers , ¢, etc. The computable numbers do not, however, include
all cefinable numbers, and an example is given of a definable number
which is not computable
Although the class of computable numbers is so great, and in many
ways similar to the class of real numbers, it is nevertheless enumerable.
In §8 I examine certain arguments which would seem to prove the contrary.
By the correct application of one of these arguments, conclusions are
reached which are superficially similar to those of Godelf. These results

t Godel, *Uber formal unentscheidhare Satze der Principia Mathematica und ver-
wandter Systeme, 1", Monatshefte Math. Phys., 38 (1931), 173-198. 009



Inhalt der Vorlesung

1. Vollstandigkeitssatz fiir einen Teil der Arithmetik

2. Unvollstandigkeitssatz der Arithmetik

Umfassende Frage: was kann man mit welcher Sprache ausdriicken?

Literatur:
van Dalen: Logic and Structure (Springer Verlag, 2008)
Cutland: Computability (Cambridge University Press, 1992)

Smith: An introduction to Gddel's theorems (Cambridge University Press, 2013)
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Inhalt der Vorlesung

1. Vollstandigkeitssatz fiir einen Teil der Arithmetik
» Aussagenlogik (2-3 Wochen)
Natiirliches SchlieBen & dessen Vollstandigkeit
» Robinsons % ;1-Arithmetik (4 Wochen)
Natiirliches SchlieBen & dessen Vollstandigkeit
2. Unvollstandigkeitssatz der Arithmetik

Umfassende Frage: was kann man mit welcher Sprache ausdriicken?

Literatur:
van Dalen: Logic and Structure (Springer Verlag, 2008)
Cutland: Computability (Cambridge University Press, 1992)

Smith: An introduction to Gddel's theorems (Cambridge University Press, 2013)
o010



Inhalt der Vorlesung

1. Vollstandigkeitssatz fiir einen Teil der Arithmetik
» Aussagenlogik (2-3 Wochen)
Natiirliches SchlieBen & dessen Vollstandigkeit
» Robinsons % ;1-Arithmetik (4 Wochen)
Natiirliches SchlieBen & dessen Vollstandigkeit
2. Unvollstandigkeitssatz der Arithmetik
» Berechenbarkeit, (Semi-)Entscheidbarkeit (3-4 Wochen)
» Unvollstandigkeit von Robinsons und Peanos Arithmetik (2-3 Wochen)

Umfassende Frage: was kann man mit welcher Sprache ausdriicken?

Literatur:
van Dalen: Logic and Structure (Springer Verlag, 2008)
Cutland: Computability (Cambridge University Press, 1992)

Smith: An introduction to Gddel's theorems (Cambridge University Press, 2013)
o010



Formalien zur Vorlesung/Ubung

o Vorlesung/Ubung mittwochs 12-14 Uhr, freitags 12-14 Uhr

o Logik-Café freitags 10-12 Uhr und nach Vereinbarung
(EAP2, 3313)

e Zulassungsvoraussetzung zur Priifung:
erfolgreiche Bearbeitung der wéchentlichen Ubungsaufgabe

e miindliche Priifung in der vorlesungsfreien Zeit
(Termin wird noch bekanntgegeben)

ono11



Vorlesung Logik und Beweisbarkeit (Winter 2019/20)

1. Vollstandigkeitssatze
VLO1: Aussagenlogik — die elementaren Begriffe der Logik
VLO02: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann — Natiirliches SchlieBen
VLO3: Ein Vollstandigkeitssatz: genau die ,,wahren” Formeln sind beweisbar
VLO04: Mini-Arithmetik — Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen
VLO05: Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik
VLO06: Die ganze Arithmetik — mit Variablen und Quantoren
VLO7: Vollstandigkeitssatz fiir ein Fragment der Arithmetik

2. Unvolistandigkeitssatze
VLO08: Totale und partielle URM-berechenbare Funktionen
VL09: Entscheidbare und semi-entscheidbare Mengen
VL10: Mengen beweisbarer Formeln sind semi-entscheidbar
VL11: URM-Programme sind wie ¥;-Formeln
VL12: Die Unvollstandigkeitssatze



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik
und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:
Wir betrachten die Arithmetik iiber den natiirlichen Zahlen.
Mit den Robinson-Axiomen
Ql Vx (0#x+1)
Q2 VxVy (x+1l=y+1—ox=y)
Q3 Vx(0#x—(Jyx=y+1))
Q4 Vx (x+0=x) Q7 VxVy (x-(y+1)=(x-y)+x)

Q5 VxVy (x+(y+1)=(x+y)+1)
Q6 Vx (x-0=0)

lassen sich genau die ,,wahren" arithmetischen Formeln formal beweisen, die nur
Existenzquantoren und beschrankte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x ) lasst sich damit nicht beweisen.

Teil 1 — Inhalt



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik

und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:

Wir betrachten die Arithmetik iiber den natiirlichen Zahlen.

Mit den Robinson-Axiomen lassen sich genau die ,,wahren® arithmetischen Formeln formal
beweisen, die nur Existenzquantoren und beschrinkte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x) lasst sich damit nicht beweisen.

Arithmetische Formeln bestehen aus Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

Teil 1 — Inhalt



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik

und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:

Wir betrachten die Arithmetik iiber den natiirlichen Zahlen.

Mit den Robinson-Axiomen lassen sich genau die ,,wahren® arithmetischen Formeln formal
beweisen, die nur Existenzquantoren und beschrinkte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x) lasst sich damit nicht beweisen.

Arithmetische Formeln bestehen aus Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

Formale Beweise regeln den Umgang mit Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

Teil 1 — Inhalt



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik

und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:

Wir betrachten die Arithmetik iiber den natiirlichen Zahlen.

Mit den Robinson-Axiomen lassen sich genau die ,,wahren® arithmetischen Formeln formal
beweisen, die nur Existenzquantoren und beschrinkte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x) lasst sich damit nicht beweisen.

Arithmetische Formeln bestehen aus Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.
Formale Beweise regeln den Umgang mit Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

.Wahrheit" von Formeln hdngt ab von Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

Teil 1 — Inhalt



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik

und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:

Wir betrachten die Arithmetik iiber den natiirlichen Zahlen.

Mit den Robinson-Axiomen lassen sich genau die ,,wahren® arithmetischen Formeln formal
beweisen, die nur Existenzquantoren und beschrinkte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x) lasst sich damit nicht beweisen.

Arithmetische Formeln bestehen aus Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.
Formale Beweise regeln den Umgang mit Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.
.Wahrheit" von Formeln hdngt ab von Logiksymbolen, Termen mit =, und Quantoren.

Konstruktion formaler Beweise fiir ,,wahre* Formeln ist unterschiedlich fiir
Logiksymbole, Terme mit =, und Quantaren. ..



Teil 1: Vollstdndigkeitssatze

Die Ziele sind ein Vollstandigkeitssatz (7.10) fiir einen Teil der Arithmetik

und der Unvollstandigkeitssatz (??) fiir die Robinson-Axiome:

Wir betrachten die Arithmetik liber den natiirlichen Zahlen.

Mit den Robinson-Axiomen lassen sich genau die ,,wahren® arithmetischen Formeln formal
beweisen, die nur Existenzquantoren und beschrankte Allquantoren enthalten.

Die Formel Vx (04 x =x) lasst sich damit nicht beweisen.

Fiir die Logiksymbole betrachten wir die Aussagenlogik. (VL 1,2,3)
Die Terme mit = kommen in der variablenfreien Arithmetik dazu. (VL 4,5)

Mit den Quantoren erhalten wir dann die Arithmetik. (VL 6,7)

Teil 1 — Inhalt



1. Volistandigkeitssatze
VLO1: Aussagenlogik — die elementaren Begriffe der Logik
VLO02: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann — Natiirliches SchlieBen
VLO03: Ein Vollstandigkeitssatz: genau die ,,wahren“ Formeln sind beweisbar
VLO04: Mini-Arithmetik — Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen
VLO05: Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik
VLO06: Die ganze Arithmetik — mit Variablen und Quantoren
VLO7: Vollstandigkeitssatz fiir ein Fragment der Arithmetik

[ Literatur (siehe Semesterapparat):
van Dalen: Logic and Structure
Mendelson: Introduction to Mathematical Logic ]

Teil 1 — Inhalt



VL 1: Aussagenlogik — die elementaren Begriffe der Logik

Wir gehen die Grundbegriffe der (formalen) Aussagenlogik durch:

Wie sehen aussagenlogische Formeln aus?

Was ist eine Belegung und wann erfiillt sie eine Formel?

Was sind giiltige, erfiillbare und unerfiillbare Formeln?

Wann sind Formeln dquivalent?

Welche Verkniipfungszeichen braucht man iiberhaupt in Formeln?
(addquate Verkniipfungszeichen)

VI 1 = Ubercicht



VL 2: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass die Semantik der Aussagenlogik
die Menge aller Formeln in giiltige und nicht-giiltige Formeln aufteilt.

In dieser Vorlesung schauen wir uns ein Beweissystem an (Natiirliches SchlieBen),

mit dem man genau die giiltigen Formeln beweisen will.
Es besteht aus Regeln zum Umformen von Formeln, durch die man Formeln herleiten kann.
Das Beweissystem teilt also die Menge aller Formeln in herleitbare und nicht-herleitbare
Formeln auf.
Ziel ist es, Beweissysteme zu finden, mit denen genau die giiltigen Formeln hergeleitet
werden konnen.

e Was ist Natiirliches SchlieBen?

e Was ist ein Beweissystem?

e Was ist eine Herleitung in einem Beweissystem?

e Kann man mit Natiirlichem SchlieBen genau die giiltigen Formeln herleiten?, = .



VL 3: Ein Volistandigkeitssatz:

genau die ,,wahren“ Formeln sind beweisbar

In den letzten beiden Vorlesungen haben wir zwei Eigenschaften aussagenlogischer

Formeln kennengelernt:

o Giiltigkeit
o Herleitbarkeit (mittels Natiirlichem SchlieBen)

In dieser Vorlesung werden wir sehen,
dass die beiden Eigenschaften gleich sind (Vollstandigkeitssatz fiir die Aussagenlogik).

VI 2 — Ubercicht



VL 4: Mini-Arithmetik:
Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen

Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen — bzw. Arithmetik ohne Variablen und Quantoren —
ist sehr einfach.

Die Formeln sind dhnlich wie in der Aussagenlogik:

e Atome sind Aussagen der Art ,2+3-4=2-3+5"
mit Termen aus dem Konstantensymbol O,
dem Nachfolgerfunktionssymbol s
und den Funktionssymbolen 4 und - .
e Atome und Formeln kénnen wie in der Aussagenlogik zu Formeln verkniipft werden.
o Es gibt keine Variablen, keine Quantoren und keine Pradikatensymbole auBer =.

Die Semantik der Formeln ist etwas aufwandiger. Wir werden das Standardmodell 91
kennenlernen, das die Formeln genauso interpretiert, wie wir sie verstehen.

Wir werden das Natiirliche SchlieBen um Axiome und eine Regel fiir = erweitern,

so dass es korrekt und vollstandig fiir die Mini-Arithmetik wird.
VI 4 — Ubercicht



VL 5: Ein Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik

In den letzten beiden Vorlesungen haben wir zwei Eigenschaften von Formeln der
Mini-Arithmetik kennengelernt:

e Erfiillung durch das Standardmodell der natiirlichen Zahlen 91
e Herleitbarkeit aus Axiomen M mittels Natiirlichem SchlieBen

In dieser Vorlesung werden wir sehen,
dass die beiden Eigenschaften gleich sind (Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik).

VI 5 — UIhercicht



VL 6: Die ganze Arithmetik mit Variablen und Quantoren

Von der Mini-Arithmetik gehen wir nun zur , richtigen” Arithmetik.
Dazu erlauben wir in Formeln auch Variablen und Quantoren.

Das Natiirliche SchlieBen wird entsprechend erweitert.
Die unendliche Axiomenmenge M der Mini-Arithmetik kdnnen wir dann als eine endliche
Axiomenmenge Q aufschreiben — damit erhalten wir die Robinson-Arithmetik.

Mit den Allquantoren haben wir die Biichse der Pandora gedffnet.

Jetzt gibt es Modelle, die die Axiome Q erfiillen, aber die Formeln nicht so interpretieren, wie
wir sie verstehen.

Das werden wir uns anschauen.

VI 6 — Ubhercicht



VL 7: Ein Vollstandigkeitssatz fiir ein Fragment der Arithmetik

Wir werden sehen, dass die Robinson-Arithmetik nicht vollstdndig fiir die Arithmetik ist:
d.h. es gibt Formeln, die nach unserem Verstiandnis , wahr” sind, die man aber nicht beweisen
kann.

AuBerdem werden wir einen ,, Teil der Arithmetik" sehen,
fiir den die Robinson-Arithmetik vollstandig ist:
die Arithmetik aus Formeln ohne unbeschrinkte Allquantoren.

Die Robinson-Arithmetik ist soetwas wie eine ,,minimale nicht-triviale” Arithmetik.
Die Peano-Arithmetik erlaubt zusatzlich Induktions-Beweise.
Wir werden sehen, wie man Induktion formal in ein Beweissystem aufnimmt,
und dass man damit viele , einfache” arithmetische Formeln beweisen,
bei denen das in der Robinson-Arithmetik nicht geht.

Gibt es auch ,wahre” Formeln, die man mit der Peano-Arithmetik nicht beweisen kann?

VI 7 — Ubercicht



Vorlesung 1:
Aussagenlogik — die elementaren Begriffe der Logik

Wir benutzen Logik in der Umgangssprache.
Daraus hat sich die formale Logik entwickelt.

Es gibt Begriffe aus der umgangssprachlichen Logik,
die auch in der formalen Logik vorkommen.

Da sie in der formalen Logik klar definiert sind,
muss man diese Definitionen auch im Umgang mit der Logik benutzen
und darf sie nicht mit denen der umgangssprachlichen Logik verwechseln.

In der formalen Logik gibt es dariiberhinaus Begriffe,
die in der umgangssprachlichen Logik nicht vorkommen.

Die grundlegenden Begriffe werden in dieser Vorlesung eingefiihrt.



1. Volistandigkeitssatze
VLO1: Aussagenlogik — die elementaren Begriffe der Logik
Formeln und deren Semantik
Aquivalente Formeln
Giiltige und erfiillbare Formeln
Semantische Folgerung



1.1 Formeln und deren Semantik

Die formale Aussagenlogik ist ein abstraktes Modell der umgangssprachlichen
Aussagenlogik.

Zuerst modelliert man die Zusammensetzung von Aussagen (Syntax).
Das ergibt die Formeln der Aussagenlogik (wie eine formale Sprache).

AnschlieBend modelliert man die Wahrheitswerte durch eine Erfiillungsrelation (Semantik).



Definition 1.1 (die Syntax der Aussagenlogik: Formeln)
Die Menge aller Atome ist eine abzdhlbare Menge {Ao, A1, Az, ... }.

(Aussagenlogische) Formeln sind induktiv definiert wie folgt.

1. Die Konstanten T (verum) und L (falsum) und alle Atome sind Formeln.

2. Fiir alle Formeln « ist =«v  (Negation von «) ebenfalls eine Formel.

Fiir alle Formeln « und £ sind

(a A B)  (Konjunktion von o und 3, logisches Und),

(a Vv B)  (Disjunktion von o und 3, logisches Oder) und

(o — B) (Implikation von o und 3, logisches Wenn .. .dann)
ebenfalls Formeln.

(3. Es gibt keine anderen Formeln.)

Formeln 114



Wir haben gesehen,
wie die Form von ugs. Aussagen durch Formeln modelliert wird.

Nun brauchen wir noch eine Modellierung der Wahrheitswerte.
Dazu definieren wir die Belegung und die Erfiillungsrelation.
Definition 1.2 (Belegung)

Eine Belegung B ist eine Menge B C {Ay, A1, Az, ...} von Atomen.

Der Wahrheitswert der Aussage ,,A; € B* modelliert,
dass A; fiir eine wahre Aussage steht — bezogen auf die ,, Welt" B.

Die Erfiillungsrelation modelliert,

wie sich Wahrheitswerte in zusammengesetzten Aussagen iibertragen.

[Die Begriffe Aussage, Wahrheitswert, wahr und falsch werden in der formalen Logik nicht

verwendet!]

Belegung 1.1.5



Definition 1.3 (die Semantik der Aussagenlogik: die Erfiillungsrelation I?)

Sei B eine Belegung, o und 3 seien Formeln.
Die Erfiillungsrelation = zwischen Belegungen und Formeln ist wie folgt definiert.

BT
B L

B = A gdw.
B = —a gdw.
B E (aAp) gdw.
B E (aVp3) gdw.
B = (a—B) gdw.

A; € B, fiir atomare Formeln A;
Bbﬂ%a

B = o und B = B

B = a oder B = I}

B I7ﬂ$ a oder B = B8

Man spricht die Aussage , BF= ¢" als B erfiillt ¢ aus.
Fir , Nicht B I? (p“ schreibt man ,,B H}? gD“ (auch ,, B erfiillt ¢ nicht* oder ,,B erfiillt ¢ ist falsch").
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BEiSpiEII {Ao, A2, A4} I? _|(A0 — A]_) VAN A2

Mit der Semantik der formalen Aussagenlogik (Definition (1.3)) und Aquivalenzen der
umgangssprachlichen Aussagenlogik kdnnen wir folgende dquivalente Umformungen machen:
{Ao, A2, A} = (A0 — A1) A A
gdw. {Ag, A2, As} I? —(Ag — A1) und {Ag, Az, As} I? Az (Semantik von A)
gdw. {Ao. Az, Ay} = Ag — Ay st falsch und {Ag, Az, Ag} = Az (Semantik von —)
gdw.  ({Ao, Az, As} 5 Ao oder {Ag, Az, Ag} = Ay) ist falsch und {Ag, Ao, As} = Ao
(Semantik von —)
gdw. {Ag, A2, As} = Ao st falsch und {Ag, Az, As} = Ay st falsch und {Ag, A2, As} = Az
(ugs.)
gdw.  {Ao, Az, As} = Ao und {Ag, Ag, As} = Ay und {Ag, Ax, A} = Ay (ugs.)
gdw. Ag € {Ao, A2, A} und A; ¢ {Ao, Az, As} und Az € {Ag, Az, As} (Semantik von A;)

wahre Aussage

Also ist {Ag, Az, Aq} I? (Ao — A1) A Ay eine wahre Aussage.
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BEiSpiEII {A]_} I?/q& (AO — Al) — (A]_ — Ao)

Mit der Semantik der formalen Aussagenlogik (Definition (1.3)) und Aquivalenzen der
umgangssprachlichen Aussagenlogik konnen wir folgende dquivalente Umformungen machen:

{Al} I? (Ao — Al) — (Al — Ao)
gdw. {Al} I? Ao — A ist falsch oder {Al} I? A1 — Ao (Semantik von —)
gdw. ({A1} 7 Ao oder {A1} = Ay) ist falsch oder {A1} = A1 — Ay (Semantik von —)
gdw. ({A1} K= Ao und {A1} 7= A1) oder {A1} 7= Ay oder {A1} F=Ap  (ugs.)
gdw. (Ao € {A1} und A; ¢ {A1}) oder A; ¢ {A1} oder Ag € {A1} (Semantik von A;)

falsche Aussage

Also ist {Ar} = (Ag — A1) = (A1 — A) eine falsche Aussage.
D.h. {Ai} = (Ao — A1) — (A1 — Ao) ist eine wahre Aussage.
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1.2 Aquivalente Formeln
Abkiirzende Schreibweise: wir schreiben auch A, B, C, ... fiir Ap, A1, Ao, ... .

Die Formeln (A A B) und =(—AV —=B) werden von den gleichen Belegungen erfiillt.
o Die Belegung {A, B} erfiillt beide Formeln.
o Die Belegungen (), {A} und {B} erfiillen beide Formeln nicht.

e Jede andere Belegung entspricht fiir die Atome A und B einer der obigen Belegungen.

Definition 1.4 ((semantische) Aquivalenz von Formeln)

Seien o und B Formeln. Die Relation = zwischen Formeln ist wie folgt definiert:
a = f (,« ist dquivalent zu 5*) genau dann, wenn
fiir jede Belegung Bgilt: BI? « genau dann, wenn BI? B.

Lemma 1.5 (= ist eine Aquivalenzrelation)

Die Relation = ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Aquivalenz 1.1.9



Aquivalenzen, die wir noch brauchen werden

Lemma 1.6

Fiir jede Formel o gilt: —a = a — L.

Beweis:
Sei « eine beliebige Formel.
Zu zeigen ist:
fiir jede Belegung B gilt: B = o gdw. B Fo— L.
Sei B eine beliebige Belegung.

Dann gilt: BE —a gdw. B o (Semantik von —)
gdw. B« oder B L (da BiZ= L, ugs.)
gdw. BEa— L (Semantik von —)

Damit ist , B = o gdw. B o — 1" gezeigt.

]

Aquivalenz 1.1.10



Lemma 1.7
Fiir alle Formeln o und § gilt: aV = (a — 1) — B.

Beweis:
Seien a und 3 beliebige Formeln. Zu zeigen ist:

fiir jede Belegung B gilt: Bl=a V 3 gdw. B (o = 1) — p.
Sei B eine beliebige Belegung.

Dann gilt:

BEaVvp gdw. BEaoder BEf (Semantik von V)
gdw. Bz —a oder BE=f (Semantik von —)
gdw. Blza — L oder BEf (Lemma (1.6))
gdw. BE(a—1)—=p (Semantik von —)

Damit ist ,BE=aV 8 gdw. B (o — L) — 3" gezeigt.

]

Aquivalenz 1.1.11



Lemma 1.8
Fiir alle Formeln o und 3 gilt: a A = (a — (6 — 1)) — L.

Beweis:
Seien a und [ beliebige Formeln. Zu zeigen ist:

fiir jede Belegung B gilt: B a A 8 gdw. B (o = (f— 1)) —

Sei B eine beliebige Belegung. Dann gilt:

BEaAB gdw. BEaund BE S (

gdw. ,BF= o oder BiZ= 3" ist falsch (ugs.)
gdw. B I;ﬂé o oder B I? —B" ist falsch (
gdw. ,Bl7 o oder B3 — L" ist falsch (Lemma (1.6
gdw. BEa— (8 — L1)" ist falsch (
gdw. Bl a—(8—1) (
gdw. BE=—~(a— (8 — 1)) (

Damit ist , B a A f gdw. BE= (o — (8 — 1)) — L" gezeigt.

L.

Semantik von A)
Semantik von —)

Semantik von —)
Schreibweise)
Semantik von —)
gdw. BE(a—(B8—1)— L1 (Lemma (1.6))

]

Aquivalenz 1.1.12



Lemma 1.9 (Ersetzbarkeitstheorem)

Sei o eine Formel mit einer Teilformel 3, und 5 = f3'.
Dann ist die Formel o, die aus o entsteht,

indem ein Vorkommen der Teilformel 3 durch 3’ ersetzt wird,
aquivalent zu .

Aquivalenz 1.1.13



Lemma 1.10 ({L,—} ist addquat)

Fiir jede Formel ¢ gibt es eine dquivalente Formel ¢’

die nur aus Atomen, 1. und — besteht.

Beispiel fiir die Umwandlung einer Formel:

—_

>
>
oy}

(=
(=
(
(

)V

vV -C

(ANB) —» 1) —» =C
(AANB) —» 1) = (C— 1)
(AAB)—» 1) = 1L)—=(C— 1)

(((A

- (B=1)—=1)=1)—

1) —

(C—1)

(1.7)

(1.6) und (1.9)
(1.6) und (1.9)
(1.8) und (1.9)

Aquivalenz 1.1.14



1.3 Erfiillbarkeit und Giiltigkeit

Von besonderem Interesse sind Formeln,
die von jeder Belegung erfiillt werden.

Definition 1.11 (giiltig, erfiillbar)

1. Eine Formel « heiBt giiltig (oder Tautologie),
wenn o von jeder Belegung erfiillt wird (Schreibweise: = ).
2. Eine Formel heiBt erfillbar,
wenn es eine Belegung gibt, die sie erfiillt.
Anderenfalls heiBt die Formel unerfiillbar (oder Kontradiktion).

Zur Ubung im Umgang mit den Begriffen beweisen wir ein paar Lemmas,

die wir spater gebrauchen werden.

Giiltice Formeln 1.1.15



Lemma 1.12
Fiir alle Formeln o und (3 gilt: o — (8 — «) ist giltig.

Beweis:
Zu zeigen ist: fiir jede Belegung A gilt AF=a — (8 — a).

Sei A eine Belegung. Es gilt:

A a— (8= a) gdw. Al o oder A= — o
gdw. A7 a oder A7 3 oder A=«
gdw. Ahﬂ&aoder Alﬁa

Da , A7 a oder A= " eine wahre Aussage ist,
ist ,AF=a — (8 — a)" ebenfalls eine wahre Aussage.

(Sem. von —)
(Sem. von —)
(ugs. Logik)

Giiltice Formeln 1.1.16



Lemma 1.13

Fiir alle Formeln o, 6 und ¢ gilt:
(a=(B—=p))—= ((a—=B)— (a—p)) ist giiltig.

Beweis:
Zu zeigen ist:
fiir jede Belegung A gilt A= (a— (8—¢)) = ((a—B) = (a—¢)).

Wir werden benutzen, dass die Aussagen

,x oder (nicht x und y)" und , x oder y"
stets den gleichen Wahrheitswert haben.
Das gleiche gilt fiir die Aussagen

»x und (nicht x oder y)“ und , x und y".

Das kann man sich z.B. mit Hilfe von Wahrheitstafeln klar machen.

Giiltice Formeln 1.1.17



Sei A eine Belegung.
Mit der Semantik von — und ugs. Logik kann man die Aussage wie folgt umformulieren:

Al (a5 (B—¢) = (a0 )= (a—¢))

gdw. Al a—(B—p) oder A= a— 3 oder A= a oder AF= ¢ (Sem. —)
gdw. A= ¢ oder (A=« und A= und A= )
oder A= o oder (A= o und A% 3) (Sem. —)
gdw. A= ¢ oder (A= a und A= B)
oder A 7= a oder A7 f3 (ugs.)
gdw. A= ¢ oder A= 3 oder A% o oder A7 3 (ugs.)
gdw. A= oder A= 3 (ugs.)
Da ,,AI? 8 oder A I;*ﬂE £* eine wahre Aussage ist,
ist , A= (a—(B—¢)) = ((a—B)—(a—¢))" ebenfalls eine wahre Aussage. O

Giiltice Formeln 1.1.18



Lemma 1.14

Seien oo und 3 Formeln.
Wenn o und o« — [ gliltig sind, dann ist auch (8 giiltig.

Beweis:
Zu zeigen ist: wenn o und o — 3 giiltig sind, dann gilt fiir jede Belegung A: Alﬁ o

Sei A eine Belegung.

Da « giiltig ist, gilt A= «a.

Da a — 3 giiltig ist, gilt A= o — f.

Insgesamt gilt also A= a und (Ak= o oder AE= ).

Da Abﬂﬁ « falsch ist, gilt AI? « und AI?B.

Folglich gilt A= 5. O

Giiltice Formeln 1.1.19



1.4 Semantische Folgerung

Eine Verallgemeinerung von I?

Fiir Formelmengen I bedeutet BE=T (B erfiillt '),
dass B = ¢ fiir alle p € T gilt.

Definition 1.15 (Semantische Folgerung)

Sei ' eine Formelmenge und ¢ eine Formel.
Die Relation = zwischen Formelmengen und Formeln ist wie folgt definiert:

r”?(p genau dann, wenn
jede Belegung, die I erfiillt, ebenfalls ¢ erfiillt.

(D.h.: T IE= ¢ gdw. fiir jede Belegung B gilt: wenn BE=T, dann BE=¢.)

Die Aussage I I ¢ spricht man
.+ ist Folgerung von " oder ,,aus I folgt ©" aus.

Semantische Folgerung 1.1.20



Beispiel: {a — 5,5} = —a

Zu zeigen ist:
fiir jede Belegung B mit B = a — 8 und B = -4 gilt B —a.

Sei B eine Belegung mit BI? o — [ und BI? —0.

Bl?a%ﬁund BI?—'B

=

I

(BIZ a oder BI= ) und B 3

(B 7 a und B 3) oder (B und B 7 B)
Bbﬂﬁa und BI;;{EB

Blﬁ—'a und Blﬁ—ﬁ

B —a

Sem. — und —)

ugs. Distrib.)

(

(

(ugs. Vereinfach.)
(Sem. —)

(

ugs.)

Semantische Folgerung 1.1.21



Schreibweisen:

e Mengenklammern und Vereinigungszeichen lasst man gerne weg:

z.B. schreibt man aq, ..., I= ¢ oder I', v I .

o Statt ()= ¢ schreibt man l= .

Lemma 1.16 ( | verallgemeinert = )

Sei p eine Formel. Dann gilt: IF= ¢ genau dann, wenn = ¢ .

Semantische Folgerung 1.1.22



Was haben wir in Vorlesung 1 gelernt?

e Wir haben die formale Aussagenlogik kennengelernt.
Wir kennen Formeln, die
induktiv aus Atomen, L, T und den Verkniipfungszeichen —, A, V und — aufgebaut sind.
Wir wissen, was eine Belegung ist,
und kennen die Erfiillungsrelation I? zwischen Belegungen und Formeln,
die induktiv iiber den Aufbau der Formeln definiert ist.

e Wichtig: wir wollen die Begriffe der umgangssprachlichen Logik mit denen der formalen
Logik nicht durcheinanderbringen.

e Wir kénnen Formeln die Eigenschaften erfiillbar, giiltig und unerfiillbar zuordnen.
o Wir kennen die Relation = der Aquivalenz von Formeln.

o Wir wissen, wie man die Aquivalenz von Formeln beweisen kann.

o Wir wissen, dass { L, —} eine addquate Mengen von Verkniipfungszeichen ist.

e Wir kennen die semantische Folgerung II? als Verallgemeinerung von I?.

Zusammenfassung 1.1.23



Vorlesung 2: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann
— Natiirliches SchlieBen

Die Herleitung einer Formel . (Beweis) mittels natiirlichem SchlieBen kann zum Beispiel wie
folgt dargestellt werden. Beide Herleitungen sind von oben nach unten zu lesen.

[—al2 [a]1

(—> E) (1) —a » o Axiom
L (2) ar Axiom
_ (J_) (3) a,ma > L (= E)(1)(2)
3 (&) a-a-sw L (Hyp)(3)
7 (=) (5) a,-aw B (RAA)(4)
a— ﬁ(oé N B) (6) —a»a— 3 (= N(5)
(—) E) (7) —(a — B) » =(a — ) Axiom
(8) o, 2(a— B) » L (= E)(6)(7)
(RAA) ©® Aa—sp)ra (RAAY(8)
(6]

Ganz unten steht die Formel «, die hergeleitet wird.

Jeder horizontale Strich stellt die Anwendung einer Schlussregel dar, durch die aus den Formeln iiber dem
Strich die Formel unter dem Strich entsteht.

Formeln, iiber denen kein Strich steht und die nicht eingeklammert sind, nennt man Hypothesen. o0



Vorlesung 2: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann

— Natiirliches SchlieBen

Die Herleitung einer Formel . (Beweis) mittels natiirlichem SchlieBen kann zum Beispiel wie
folgt dargestellt werden. Beide Herleitungen sind von oben nach unten zu lesen.

e’ (6]
[Fal2 Loy (—> E) (1) Tl etet Axiom
L (2) fo e Axiom
— (1) (3) a,-a > L (— E)(1)(2)
3 (&) a-a-sr L (Hyp)(3)
7 (=) (5) a,-aw B (RAA)(4)
a— B =(a — B) (6) o a— 8 (= N()
(—) E) (7) —(a — B) » =(a = ) Axiom
(8) ~a,~(a — B) » L (= E)6)(7)
(RAA) ©® Aa—sp)ra (RAAY(8)

o'
Beide Herleitunen zeigen —(a — f) = o (fiir alle Formeln «, 3).

Das werden wir am Ende der Vorlesung in Lemma (2.4) sehen.



Der Einfachheit halber betrachten wir jetzt nur noch Formeln aus Atomen, L und —.

Nach (1.10) reicht das aus.

Wir benutzen —« jetzt als abkiirzende Schreibweise fiir « — L.

In dieser Vorlesung werden wir sehen,
wie man Formeln mittels natiirlichem SchlieBen herleiten kann.

Wir werden zeigen (2.4),

dass diese (syntaktische) Herleitbarkeit die semantische Folgerung nach sich zieht.

In der nachsten Vorlesung werden wir sehen,
dass diese beiden Begriffe gleichbedeutend sind (3.10).

(Literatur:  van Dalen: Logic and Structure)



1. Volistandigkeitssatze

VL02: Wie man aussagenlogische Formeln beweisen kann — Natiirliches SchlieBen
Schlussregeln fiir — (informell)
Schlussregeln fiir L (informell)
Formale Definition
Korrektheit



2.1 Schlussregeln fiir —

Informelle Einfiihrung

Die Implikations-Elimination: a a—f
(= E)
g
Die Implikations-Introduktion ohne und mit Aufldsung einer Hypothese:
8 [a]
a— [ 15}

a— g =0
Eine Herleitung wird graphisch als Baum dargestellt,
der mit Hypothesen beginnt (Blatter)
und an dessen Wurzel die hergeleitete Formel steht.

Statt Kanten werden waagerechte Striche fiir Anwendungen von Schlussregeln gezeichnet.

Schlussregeln fiir — 1.2.3



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

[]

Die Implikations-Regeln:

(=1
a—f a—f

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

A

[]

Die Implikations-Regeln:

(=1
a—f a—f

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

A
— (=)
B— A

[]

Die Implikations-Regeln:

(=1
a—f a—f

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

Ay
B—A
(-) /)1
A—(B—A)
[]
Die Implikations-Regeln: b (= 1) B (= 1)

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

[AlL (1) !
B— A
(-)/)1
A—(B—A)

Die Implikations-Regeln:

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

[Alx o
B—>A(—>/) 5—>a(—>/)
(-) /)1
A—(B—A)
[0_<]
: 5

Die Implikations-Regeln:

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung von A — (B — A) und a — (5 — «)

[A]l [04]1
B—>A(—>/) 5—>a(—>/)
(-) /)1 (-) /)1
A—(B—A) a— (8 — a)

Damit sind Herleitungen fiir alle Formeln der Form o — (8 — «) angegeben.

[0_<]

B ) B

a—f a—f

Die Implikations-Regeln:

(=1

Schlussregeln fiir — 1.2.4



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (erste Halfte)

Herleitung von a@ — ——«

dh.a— ((a—1)— 1)

Die Regeln: [o]
ey L
a— a— g

(07

a—f

Schlussregeln fiir — 1.2.5



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (erste Halfte)

Herleitung von a@ — ——ar dh.a—=((a—1)—1)
o ale) o a— L
Die Regeln: (o]
Loy Lmy Tl
a— 8 a—f B

Schlussregeln fiir — 1.2.5



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (erste Halfte)

Herleitung von a@ — ——ar dh.a—=((a—1)—1)
- 1
(6% (0% (_> E) (6% o —> (_) E)
1 1
Die Regeln: (o]
Loy Loy 22l

Schlussregeln fiir — 1.2.5



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (erste Halfte)

Herleitung von a@ — ——ar dh.a—=((a—1)—1)
o [—a)y (> E) o [ — L] )
1 1

— (= (= N1
- (a—1)— L

Die Regeln: (o]

Loy Loy 22l
a— 8 a—f B

Schlussregeln fiir — 1.2.5



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (erste Halfte)

Herleitung von a@ — ——ar dh.a—=((a—1)—1)

[al2  [-als [a] [ — L]s

(— E) (— E)

1 1

— (= (= N1

- (a—1)— L

(_> I)2 — /)2
a— a— ((a—1)—1)
Die Regeln: (o]
Loy Loy 22l

a— 8 a—f B

Schlussregeln fiir — 1.2.5



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

Die Implikations-Regeln: [o]

B (=) B a a—=f

o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6




Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

« a— [
Die Implikations-Regeln: [o]
a o
Loy Loy 2l
o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

« a— [ (= E)
B
Die Implikations-Regeln: [o]
Loy Loy 2l
o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

« a— [ (= E)
B —f
Die Implikations-Regeln: [o]
Loy Loy 2l
o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

« a— [

(— E)
B —f
(— E)
1
Die Implikations-Regeln: [o]
Loy Loy 2l
o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

[a]1 a—

(— E)
’ R
%
L
(—> /)1
le?
Die Implikations-Regeln: [o]
Loy Loy 22 Gp

a—f a—f 153

Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

[a]1 a—

p (— E)
[-6]
E
n (— E)
(—> /)1
e /)
-0 = =1
Die Implikations-Regeln: [o]
ey ey 222

o — 6 o — 5 B Schlussregeln fiir — 1.2.6



Herleitung von (a — () — (=8 — —a)

[a]:  [o— Bls

p (— E)
[=5]2
E
n (— E)
(—> /)1
X /)
-0 = =1
(—> I)3
(o = B) = (= = —a)
Die Implikations-Regeln: [o]
Ty Ly 2200

a—f a—f 153

Schlussregeln fiir — 1.2.6



2.2 Schlussregeln fiir |

Informelle Einfiihrung

Ex falso quod libet

— (1)
o
Reductio ad absurdum
[—a]
L (rRAn)
«

Schlussregeln fiir 1. 1.2.7



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (zweite Hilfte)

Herleitung von ——a — a:

Die Regeln: [o]
-y ) Ry
a—f a—f B

[~a]

(RAA)

Schlussregeln fiir |
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Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (zweite Hilfte)

Herleitung von —=—a — «:

o e’ (a—1)— L a— L
Die Regeln: [o] [a]
G LA L= L (RA)
a—f a—f 153 o

Schlussregeln fiir |

1.2.8



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (zweite Hilfte)

Herleitung von ——a — a:

——a e (s E) (o= 1)—= 1 a—>L(_>E)

Die Regeln: (o]

by LGy 2P L

a—f a—f 153 o

Schlussregeln fiir |

1.2.8



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (zweite Hilfte)

Herleitung von ——a — a:

——a [aly (s E) (a—=1)—= L [a— 1] (- E)
1 1
—— (RAA); (RAA),
a a
Die Regeln: [a] [a]
G by TP g L (RA)

a—f a—f 153 o

Schlussregeln fiir |

1.2.8



Herleitung des Doppelnegationsgesetzes (zweite Hilfte)

Herleitung von ——a — a:

[-—aly [aly (s E) [(0 = L) — L]hfa— L] (- E)
1 1
—— (RAA); (RAA),
a a
(% l)2 (—> /)2
o — o (o= 1)—=1)—«
Die Regeln: [a] [a]
G by TP g L (RA)

a—f a—f 153 o

Schlussregeln fiir |

1.2.8



Herleitung von —a — (o — )

Die Regeln:  [a]

Schlussregeln fiir 1. 1.2.9



Herleitung von —a — (o — )

- «Q
Die Regeln:  [a]
by TPl Ly
o — B ﬂ o

Schlussregeln fiir 1. 1.2.9



Herleitung von —a — (o — )

(% (0% (_} E)
1
Die Regeln: []
by TPl Ly
o — B ﬂ o

Schlussregeln fiir |
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Herleitung von —a — (o — )

(% (0% (_) E)
1
— (1)
B
Die Regeln: []
by TPl Ly
o — B ﬂ o

Schlussregeln fiir 1. 1.2.9



Herleitung von —a — (o — )

QY 0 [Of]l (_> E)
— (1)
B
(—> I)]_
a—f
Die Regeln: []
Loy 22l L
a—f B a

Schlussregeln fiir 1. 1.2.9



Herleitung von —a — (o — )

[—al2 0 [a]y (= E)
— (1)
B
(= M
a—f (= 1),

Die Regeln:  [a]

Schlussregeln fiir |

1.2.9



2.3 Naturliches SchlieBen — formal

,Formaler gesehen" geht es beim Natiirlichen SchlieBen nicht um das Herleiten von
Formeln, sondern um das Herleiten von Sequenten aus Hypothesen und einer Formel.

Definition 2.1 (Sequent)

Ein Sequent ist ein Paar [ » ¢,

wobei [ eine endliche Formelmenge und ¢ eine Formel ist.
Statt () » ¢ schreiben wir vereinfachend » ¢, und
statt ' U {a} » ¢ schreiben wir vereinfachend I, a » ¢ etc.

Die Herleitungen beginnen mit Axiomen und werden durch Anwendungen von Regeln
fortgesetzt.

Da wir fiir die verschiedenen Logiken verschiedene Systeme von Axiomen und Regeln
benutzen werden, definieren wir den Prozess der Herleitung erstmal abstrakt fiir beliebige
Axiome und Regeln.

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 1.2 10



Definition 2.2 (Herleitung in einem Beweissystem mit Sequenten)

1. Ein Beweissystem besteht aus einer Menge von Axiomen 2{r und einer Menge von
Schlussregeln Gr.
2. Eine Herleitung eines Sequenten [ » « aus 2Ar und St ist eine Folge 'y » a3, » s, ...,
[y, » ay von Sequenten, sodass [ » a =T, » ayund fir i =1,2,...,7¢ gilt:
» [ » «a;ist in Ar (also ein Axiom), oder
» es gibt [, » «, und ggf. ', » ap mit a, b < i, aus denen '; » «; in einem Schritt mit
einer Schlussregel in Gt hergeleitet werden kann.

3. '« aus Ax und St bedeutet,
dass es eine Herleitung eines Sequenten I’ » « fiir ein " C T aus 2Ar und St gibt.

 « ist Schreibweise fiir 0 — a.

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 1.2 11



Wir kénnen nun das Natiirliche SchlieBen fiir die Aussagenlogik als Axiome und Regeln fiir
ein Beweissystem mit Sequenten aufschreiben — dadurch wird das bisher etwas
schwammige ,,Auflésen von Hypothesen® klar definiert.

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 1.2 12



Definition 2.3 (Natiirliches SchlieBen fiir die Aussagenlogik |-)

Sei ¢ eine aussagenlogische Formel aus Atomen, | und —,

und [ sei eine Menge solcher Formeln.

M (,,¢ ist aus I mittels natiirlichem SchlieBen herleitbar*) bedeutet,
dass [ — ¢ aus folgenden Axiomen und Schlussregeln:

1. Die Axiome sind Sequenten « » « fiir alle Formeln a.

2. Die Schlussregeln sind fiir Formelmengen I'; A und Formeln «, B: (., A" steht fiir FUA)

6w« (= 1) [ » « Aba—>ﬁ(_>E)

F» 68—« LA» [

DR (Rany RO ()
» N el

(Bem.: ,,Alte" Regeln ohne Hypothesenaufldsung werden unter Verwendung von (Hyp) dargestellt.)

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 12 13



Beispiel: o — (8 — «)

(1) a P> o

(2) a.B » «a (Hyp)(1)
(3) a » =« (— 1)(2)
(4) > a—(B—a) (= NA3)

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 12 14



Beispiel: |- a — -«

(1) a » o«

(2) —a P> o

(3) a,ma » L (— E)(1),(2)
(4) a » (— N(3)

(5) > a— ——a (= 1)(4)

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 1.2 15



Beispiel: I (a — ) = (=8 — —a)

(1) a » o

(2) a—=5 » a—=p

(3) a,a—=p » [ (— E)(1),(2)
(4) —B > 8

(5) a,a— 5,70 » L (— E)(3),(4)
(6) a— 3,78 » -« (— N(5)

(7) a— 05 » 20—« (— 1)(6)

(8) > (= B) = (=B — —a) (= 1)(7)

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 12 16



Beispiel: o —

(1) o B o

(2) ——a B

(3) —a,——a » L (— E)(1),(2)
(4) -—a P o (RAA)(3)
(5) > ——a—a (—1)(4)

Formale Definition des Natiirlichen SchlieBens 12 17



2.4 Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens

Auf dieser Folie schauen wir uns mal nur Herleitungen ohne Hypothesen an.
Das Natiirliche SchlieBen unterteilt die Menge aller Formeln
in herleitbare Formeln und nicht-herleitbare Formeln.

e Sind alle herleitbaren Formeln giiltig? (Korrektheit von )
e Sind alle giiltigen Formeln herleitbar? (Vollstandigkeit von )

Unser nachstes Ziel ist der Beweis eines Vollstandigkeitssatzes (3.10).
Die herleitbaren Formeln sind genau die giiltigen Formeln.

Wenn man ein Beweissystem als ,, Maschine" betrachtet, die unendlich laufend alle herleitbaren
Formeln ausgibt, dann bedeutet
o Korrektheit: die ,,Maschine” gibt nur giiltige Formeln aus, und

e Vollstindigkeit: jede giiltige Formel wird irgendwann ausgegeben.
Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 18



Korrektheit von =

Da man beim Natiirlichen SchlieBen mit Sequenten arbeitet,
ist es einfacher, etwas Allgemeineres zu beweisen.

Lemma 2.4 (Korrektheit von |)

Sei T eine aussagenlogische Formelmenge und a eine aussagenlogische Formel.
Dann gilt: wenn T H a, dann T IIﬁ Q.

Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 10



Korrektheit von = Beweis

Wir zeigen die Behauptung
mittels Induktion iiber die Lange der Herleitung von « aus I'.

Induktionsanfang: [ |— « mit einer Herleitung der Lange 1.
Dann besteht die Herleitung nur aus dem Sequenten «a » «
(also ' 2 {a}), und offensichtlich gilt T l= o fir I 2 {a}.

Induktionsvoraussetzung:
wenn ['— a mit einer Herleitung der Lange < n, dann gilt I I o

Induktionsschluss:
zu zeigen: wenn [ | o mit einer Herleitung der Lange n + 1,
dann gilt FII? .

Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 20



Sei I - o mit einer Herleitung von I’ » « der Lange n+ 1 fiirein [" CT.
Wir unterscheiden, welche Regel im letzten Herleitungsschritt angewendet wird.

Fall 1: im letzten Herleitungsschritt wird das Axiom « » « benutzt.
Also ist " O {a}

Offensichtlich gilt « I .

Da " D {a} folgt I"l=a.

Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 21



Fall 2: im letzten Herleitungsschritt wird (— /) verwendet.
Was bedeutet das fiir die Herleitungsschritte 1...n ?
Dann ergibt der letzte Herleitungsschritt " » 5 — ¢ (d.h. a = 5 — ¢),
und die Herleitung enthalt ', 3 » ¢, der mit < n Schritten hergeleitet wird.
Was liefert die Induktionsvoraussetzung?
Laut IV gilt T, B 1= ¢.
Was ist zu zeigen?
Wir zeigen nun I |I= 8 — ¢,
Was heiBt das genau?
d.h. fiir alle Belegungen B gilt: wenn BI? I, dann B I? B8 = .

Es ist ein , fiir alle”-Beweis zu fiihren ...
Sei B eine Belegung mit BI=T".
Jetzt muss argumentiert werden . ..
Fall 2.1: B % B: dann folgt B I? B — ¢ (Semantik von —).
Fall 2.2: BE=3: gemdB IV gilt I, B l= ¢ und damit B ¢.
GemiaB Semantik von — folgt ebenfalls B Iﬁ 8= .
Der , fiir alle"-Beweis wird abgeschlossen.
Da B beliebig gewahlt wurde, folgt I'l= 58— ¢ - dh. "l a.

A korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 29



Fall 3: im letzten Herleitungsschritt wird (— E) verwendet.

Der letzte Herleitungsschritt ergibt [ » «

und die Herleitung enthilt Sequenten A » S und A’ » 5 — a mit ' = AU A’, die beide
mit < n Schritten hergeleitet werden.

Laut IV gilt A l= B und A/ = 8 — a.

Wir zeigen nun I’ II? Q,
d.h. fiir jede Belegung B gilt: wenn B = ', dann B = a.
Sei BB eine Belegung mit B = r.
Da A, A" C T, folgt B%A und BI?A’.
Mit der IV folgt BI?B und BI?B — Q.
Folglich gilt B = a.
Da B beliebig gewahlt wurde, folgt I’ = o

Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 23



Fall 4: im letzten Herleitungsschritt wird (Hyp) verwendet.

Der letzte Herleitungsschritt ergibt ' » «, und die Herleitung enthalt einen Sequenten
" — {8} » «, der mit < n Schritten hergeleitet wird.

Laut IV gilt " — {3} = a.

Sei B eine Belegung mit B = .

Dann folgt BI=T"— {3}, und mit der IV folgt B=a.

Da B beliebig gewahlt wurde, folgt I’ I .

Fall 5: im letzten Herleitungsschritt wird (RAA) verwendet.

Der letzte Herleitungsschritt ergibt " » «, und die Herleitung enthilt einen Sequenten
I, = » L, der mit < n Schritten hergeleitet wird.

Laut IV gilt T, -« =L (dh. "U{=a} ist unerfiillbar).

Sei B eine Belegung mit B = .

Da B I;ﬁtlE 1, folgt B I;tﬂlE =« aus der |V und damit B I? Q.

Da B beliebig gewahlt wurde, folgt I’ I o

Also folgt in allen Fallen I’ = o Da " CT, folgt schlieBlich T I ov. m

Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens 1.2 24



Was haben wir in Vorlesung 2 gelernt?

Wir haben Natiirliches SchlieBen fiir die Aussagenlogik kennengelernt.

Wir kennen die Axiome und Regeln des Natiirlichen SchlieBens.

Wir konnen einige Formeln herleiten.
Wir kennen die Relation |

Wir kennen das Korrektheitslemma fiir I; und konnen den Beweis mittels Induktion
tiber die Lange der Herleitung fiihren.

Zusammenfassung 1.2.25



Weitere Beispiele fiir Herleitungen

Satz 2.5
Fiir alle Formeln o« und 3 gilt

1.

2
3
4
5.
6
7

Ha—«a

b —a — (a — f)
o= (26 = ~(a — b))
(@ = 8) = ((ma = ) = B)
(o= B a
(o= B) -8

b —a =«

Weitere Herleitungen 1.2.26



Beweis fur Ha—a

(1) a» «
(2) » a—a (—=1)(1)

Weitere Herleitungen 1.2.27



o = (o — B)

Beweis fur

— — = — —

— N N N

AN AN AN AN AN N/

N N N N N N N

Herleitungen 1.2.28



—_ o~ — N N

— N N N

AN AN AN AN AN AN /SN

— N N N N N N

Beweis fiir |—a — (=6 — (a0 — B))

Herleitungen 1.2.29



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

S T T=
o 2 exe2=d
IIRTTRS B;D;MNNA
BRI
SaY
\—/
@ e
T Q33 =
aaﬁﬁLﬁﬁﬁl_ﬁ(e
A AAAAAAAALAAAL
5aﬁﬁﬁﬁﬁﬁ555%
T 7 Aﬁ,@maee%ae
SIS 3 33T S~
s TTrPrrr =
SIS RMR%RM 0
S - T3
R
T 7 A
3 3

N e N N N N N N N N N

Weitere Herleitungen 1.2.30



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

a—f «

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

a—f «

(— E)

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

il &(—>E) o

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

il &(—>E) o

(— E)
il

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

o—f [a]s s E) -3
’ (— E)
= (— 1)1

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

a—f [a]: s E) -8
’ (— E)
ja (— 1)1 e g

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

a—f [o]1 s E) -3
: 0 (+E)
(— 1)1
—Q g - — (_) E)

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

o — 5 [a]l (_) E) —\6
: 0 (-~ )
(— 1)1
o ~a— f3
E
iy ; ()

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

o—f [o]: s E) -3
’ N (— E)
(— 1)1
- Rl (— E)
- " (e
1

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

o—f [o]: (- E) [-8]2
: n ()
(— 1)1
- Rl (— E)
[-8]2 I} (> E)
- (RAA)
5 2

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

o—f [o]: (- E) [-8]2
: n ()
(— 1)1
-1 [_\Ck — 5]3 (_) E)
[-8]2 I} (> E)
1
(RAA):
B
(— )3
(ra—pB)—p

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir — (a — ) = ((ma — 8) — )

(e I O P o
5

1
/)1
a =0 [~a — B3

(=42 B

(ra—p8)—8

Weitere Herleitungen 1.2.31



Beweis fiir —(a — )«

(— E)
1
(L)
B
(-) I)l
a—f3 (a = p) (s E)
i
—— (RAA),

Weitere Herleitungen 1.2.32



Beweis fiir —(a — () - -3

Weitere Herleitungen 1.2.33



Beweis fur o —

Weitere Herleitungen 1.2.34



Vorlesung 3: Ein Vollstandigkeitsatz: genau die ,,wahren* Formeln

sind beweisbar

In der letzten Vorlesung haben wir die Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens gesehen:

o = rllﬁa (2.4)

In dieser Vorlesung geht es um die Vollstandigkeit:
r II? a = o

Korrektheit und Vollstandigkeit zusammen liefern den Vollstandigkeitssatz (3.10).



1. Volistandigkeitssatze

VLO03: Ein Vollstandigkeitssatz: genau die ,,wahren” Formeln sind beweisbar
Maximale konsistente Formelmengen
Vollstandigkeit
Anhang: Natiirliches SchlieBen fiir weitere Verkniipfungszeichen



Was in dieser Vorlesung passiert ...

e Wir wollen zeigen:
fiir alle Formelmengen I und alle Formeln « gilt: wenn T II? a, dann Ik a.

o Dazu zeigen wir ,wenn I' b4 «, dann T I}:% a" wie folgt:

rta % rU{-a}be L, dh TU{-a} ist konsistent
(g) es gibt eine maximale konsistente Obermenge '™ von I' U {—a}
(3:';3) es gibt eine erfiillende Belegung fiir I
= es gibt eine erfiillende Belegung fiir ' U {—a}
= r Ilf o

Der Ubergang ,,von Syntax zu Semantik” findet in (3.8) statt ...



3.1 Maximale konsistente Mengen

Definition 3.1 (konsistente Formelmengen)

Eine Formelmenge I heiBt konsistent, falls I |7; 1.

1. () ist konsistent.

Konsistenz 1 33



3.1 Maximale konsistente Mengen

Definition 3.1 (konsistente Formelmengen)

Eine Formelmenge I heiBt konsistent, falls I |7; 1.

1. () ist konsistent.

2. Wenn I nicht konsistent ist, dann gilt ' « fiir alle Formeln a.

Konsistenz 1 33



3.1 Maximale konsistente Mengen

Definition 3.1 (konsistente Formelmengen)

Eine Formelmenge I heiBt konsistent, falls I |7; 1.

1. () ist konsistent.

2. Wenn I nicht konsistent ist, dann gilt ' « fiir alle Formeln a.

3. Wenn I nicht konsistent ist,
dann ist I unerfiillbar — d.h. B I;tﬂE [ fiir alle Belegungen B.

Konsistenz 1 33



3.1 Maximale konsistente Mengen

Definition 3.1 (konsistente Formelmengen)

Eine Formelmenge I heiBt konsistent, falls I |7; 1.

1. () ist konsistent.
2. Wenn I nicht konsistent ist, dann gilt ' « fiir alle Formeln a.

3. Wenn I nicht konsistent ist,
dann ist I unerfiillbar — d.h. B I;tﬂE [ fiir alle Belegungen B.

4. Wenn I konsistent ist, dann gilt fiir jede Formel a: o € [ oder —a ¢ T.
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Schritt 1: aus 't~ o folgt ', na b4 L

Lemma 3.2
Wenn T b4 o, dann ist T U {—-a} konsistent.

Beweis:

Wir zeigen: wenn [, -« H L dann Ha:

Aus T, —a b L folgt T ——a mit (— /).

Mit I ——a — « (2.5)(7) und (— E) folgt 't a.
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Schritt 2: Maximale konsistente Mengen

Definition 3.3 (maximale konsistente Formelmengen)

Eine konsistente Formelmenge I heiBt maximal konsistent,
wenn keine echte Obermenge von I konsistent ist.

Lemma 3.4

Jede konsistente Formelmenge besitzt eine maximale konsistente Obermenge.

Beweis:  Sei I eine konsistente Formelmenge,

und 1, Y2, ©3,... sei eine Aufzdhlung aller Formeln.
Definiere Formelmengen g, 1,... und '™ wie folgt.
M U{pis1}, fallsT,y; €
Mg:=Tr und Fig1:= { iUipirt alls T, piva by
I;, sonst
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1.) I'* ist konsistent.

Angenommen, ['* ist nicht konsistent — also '™ }— L.

Dann gibt es eine endliche Herleitung von | aus '*,
in der eine nicht-leere endliche Menge von
Hypothesen ¢; aus [* benutzt wird.

Sei b der groBte Index aller dieser Hypothesen.
Dann ist pp € [, und es gilt ', L.
Dalp=Tp1U{pp} und Mp1,0p b L,

folgt aus der Definition von Iy, dass ¢, & I'p: £ 1Widerspruch.
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2.) I'* ist maximal konsistent.

Sei ¢ = p, eine beliebige Formel.
Wenn ™ U {¢, } konsistent ist,

dann ist auch I',_; U {p,} konsistent.
Also ist o, € I, und damit ¢, € .

Folglich gibt es kein ¢ & I'*, so dass " U {¢} konsistent ist.
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Schone Eigenschaften maximaler konsistenter Mengen

Lemma 3.5 (Abgeschlossenheit unter Herleitbarkeit)

Jede maximale konsistente Formelmenge ist abgeschlossen unter Herleitbarkeit.
D.h. fiir jede maximal konsistente Formelmenge I gilt: Tl-a gdw. a €T.

Beweis:

,<=": das gilt offensichtlich fiir jede Menge T.

L= Gelte I b a.

Dann kann man aus ' genau das Gleiche herleiten wie aus I' U {a'}.

Da I konsistent ist, ist also ' U {a} ebenfalls konsistent.

Da I maximal konsistent ist, folgt v € I'. O
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Lemma 3.6 (maximale konsistente Mengen spiegeln die Semantik von —)

Sei ' maximal konsistent. ~ Dann gilt o — 3 € [ genau dann, wenn o ¢ I oder § € T.
(<): Aus g €T folgt ' f3.
Mit (— /) folgt ' a — 3.

Aus a € T folgt T, b L (da ' maximal konsistent), und mit (— /) dann I} —a.
Daraus folgt mit |- —a — (o — ) (2.5)(2) und (— E) schlieBlich ' a — f.

In beiden Fallen folgt aus I' o — 3 mit (3.5) dann a — g € T.

(=) Aussa—=pelundacTfolgt Ta— fund T a.

Mit (— E) erhalten wir daraus I' - 8, und mit (3.5) schlieBlich 3 € T. O
Folgerung 3.7

Fiir jede maximale konsistente Menge I und fiir jede Formel o gilt:
entweder o € [ oder ma. € T (und nicht o, —~cv € T).
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Schritt 3: Erfiillbarkeit maximal konsistenter Mengen

Lemma 3.8

Jede maximale konsistente Menge ist erfiillbar.

Beweis: Sei ' eine maximale konsistente Menge.
Fiir jedes Atom A; gilt entweder A; € T oder —A; € T (3.7).
Sei Br die Belegung Br = {A, ’ A; € F}

Behauptung: Br = «a genau dann, wenn v € [ (fiir jede Formel «).
Beweis mittels Induktion iiber den Formelaufbau von a.
IA: o = A; ist ein Atom, oder a = 1: die Behauptung folgt aus der Definition von Br.
IS: o = 8 — ~, und fiir 5 und ~ gilt die IV.
Br I? o gdw. Br |7§ B oder Br = vy (Semantik von —)

gdw. S &Tl oderyerl av)
gdw. B —~vyel,alsoacl (3.6)
Mit der Behauptung folgt Br = I, d.h. B erfiillt T ]
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Schritt 4 und Schritt 5, und alles zusammen

Folgerung 3.9

Jede konsistente Menge ist erfiillbar.

Beweis:
Jede konsistente Menge besitzt eine maximal konsistente Obermenge (3.4),

und diese Obermenge ist erfiillbar (3.8).
Jede Belegung, die eine Formelmenge M erfiillt, erfiillt auch jede Teilmenge von M. O]
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3.2 Vollstandigkeit des Natiirlichen SchlieBens

Satz 3.10 (Volistandigkeitssatz fiir |- in der Aussagenlogik)

Fiir alle aussagenlogischen Formeln o und alle aussagenlogischen Formelmengen I gilt:
r II? o genau dann, wenn T }— a.

Beweis:
»="1 Aus T £ a folgt, dass ' U {—a} erfiillbar ist ((3.2) und (3.9)).
Eine Belegung, die ' und —« erfiillt, erfiillt I aber nicht «. Also folgt ' I}:% Q.

,="(2.4) 0
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Was haben wir in Vorlesung 3 gelernt?

e Wir haben den Vollstandigkeitssatz fiir das Natiirliche SchlieBen in der Aussagenlogik
gesehen und den Beweis verstanden.
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3.3 Anhang:

Schlussregeln fiir weitere Verkniipfungszeichen

Wir werden spater auch mal Formeln mit A und V herleiten.

Die folgenden Regeln sind alle korrekt.
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Schlussregeln fiir A und Vv

Die Schlussregeln fiir A sind recht intuitiv.

Q 15} alp aNp

/ E E
o e 08
Die fiir V nicht sofort ...
] [4)
“ iy GV S S P

aVp aVpg ¥
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o
— (V)
aV o
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(V1)
aV oo —(a V —a)

(= E)
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[o]1

(V1)
aV oo —(a V —a)

(= E)

(—) I)l
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y (V1)
aV oo - —(aV —a) (> E)
(— 1)1
D
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qavﬁa
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qavﬁa

[a]y

(V1)
aVvoa [~(a vV —a)ls

@V [V o)l

(RAA),
oV o
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= ((@AB) V) = (V) A(BV7))

[a A Bl (AE) [a A B2 (AE)
oy PRy
[(anB)VAlz aVy aVey (VE): [(anB)VAlz BVy va(th
aVy BV

(A1)

(aVy)A(BVY) (1),

((anB)Vy) = ((@Vy)A(BVY))
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Die V-Elimination

lasst sich auch mit — und _L aufschreiben [o] [6]

a— B 9

(VE)
P
und als Abkiirzung fiir folgendes ansehen.
ol 1512
L SN N R
s L (1) L (1)
"2 (> ) 7
2 (— E)
L (RAA);
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Aussagenlogik: Beweisen statt durchprobieren

-C — (C = (A— B))

konsistente
Mengen sind
erfiillbar

(3.9)

N4 ~94~4TTmTT>
~4TmTme~4TTw
4TmHTmSTmS o
SN

M=o gdw. T o
(3.10)

[~a]2
€1
e (L)

a—f

(=M

oo

Kapitel 1 Zusammenfassung



VL 4: Mini-Arithmetik:
Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen

Arithmetik ohne Variablen ist sehr einfach.

Die Formeln sind dhnlich wie in der Aussagenlogik:

e Atome sind Aussagen der Art ,24+3-4=2-3 45"
mit Termen aus dem Konstantensymbol 0 ,
dem Nachfolgerfunktionssymbol s ,
den Funktionssymbolen 4 sowie -,
und Klammern.

e Atome und Formeln kénnen wie in der Aussagenlogik zu Formeln verkniipft werden.
e Es gibt keine Variablen, keine Quantoren und
keine Pradikatensymbole auBer =.

Wir werden das Natiirliche SchlieBen um Axiome und eine Regel fiir = erweitern,
so dass es korrekt und vollstandig fiir die variablenfreie Arithmetik wird.



VL04: Mini-Arithmetik — Aussagenlogik mit arithmetischen Atomen
Formeln der variablenfreien Arithmetik
Semantik der variablenfreien Arithmetik
Natiirliches SchlieBen
Mini-Arithmetik



4.1 Formeln der variablenfreien Arithmetik

Beispiele fiir variablenfreie arithmetische Terme:

e 0 (Konstantensymbol)

e 5(0) (s ist das Symbol fiir die Nachfolgerfunktion)

e (0+5(0)) (+ ist das Symbol fiir die Additionsfunktion)

e (s(0)-s(0)) (- ist das Symbol fiir die Multiplikationsfunktion)
o (((s(s(0)) +5(0)) - (s(0 + s(s(s(0)))))))

Definition 4.1 (variablenfreie arithmetische Terme)

Variablenfreie arithmetische Terme sind induktiv definiert:
1. 0 ist ein variablenfreier arithmetischer Term.

2. Seien 7 und o variablenfreie arithmetische Terme.
Dann sind auch s(7), (7 + o) und (7 - o) variablenfreie arithmetische Terme.
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Abkiirzende Schreibweisen fiir variablenfreie arithmetische Terme:

e, iiberflissige” Klammern konnen weggelassen werden
a-mal ,,s(“

—_—~—
o Term s(s(...(s(0))...)) heiBt Zahlzeichen (Numeral) und wird durch 3 abgekiirzt

(fiir a € N).
Z.B. ist 2 Abkiirzung fiir s(s(0)), und 0 ist Abkiirzung fiir 0.

e (2+3)-4
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Wir erweitern die Sprache der Aussagenlogik,
indem wir den Begriff Atom neu definieren.

Definition 4.2 (Atome der variablenfreien Arithmetik)

Ein Atom der variablenfreien Arithmetik hat die Form (7 = o)

fir variablenfreie arithmetische Terme 7 und o.

Definition 4.3 (Formeln der variablenfreien Arithmetik)

1. | und alle Atome der variablenfreien Arithmetik
sind Formeln der variablenfreien Arithmetik.
2. Wenn « und 3 Formeln der variablenfreien Arithmetik sind,
dann ist auch (o — [3) eine Formel der variablenfreien Arithmetik.
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Beispiele fiir Formeln:

o ((0=15(0)+s(s(0)) ) = ((s(s((s(0) - 5(0)))) = s(0)) = L))
soll mit dem Standardmodell der natiirlichen Zahlen stehen fiir
owenn 0 =142, dann ((1-1)+2) # 1" (umgangssprachlich)

e 0=1+2—=(1-1)+2)#1

e 0=1+2—(1-1)+2#£1

Abkiirzungen:
e A, V, <, — wie lblich

o (o #7)fir =(c=1)

o ,lberfliissige” Klammern werden weggelassen
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4.2 Semantik der variablenfreien Arithmetik

Das Standardmodell 91 fiir die natiirlichen Zahlen (informell)

In der Aussagenlogik haben wir uns
fiir alle Belegungen (=Modelle) gleichermaBen interessiert.

In der Arithmetik interessieren wir uns speziell fiir ein Modell:
das Standardmodell 91 fiir die natiirlichen Zahlen.
Jeder Term 7 wird in 91 zu einer natiirlichen Zahl 77" ausgewertet:

0, falls 7 der Term 0 ist
om+1,  falls 7 der Term s(o) ist
o® + 0" falls 7 der Term (o + ) ist

o™ 0% falls 7 der Term (o - 0) ist
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4.2 Semantik der variablenfreien Arithmetik

Das Standardmodell 91 fiir die natiirlichen Zahlen (informell)

In der Aussagenlogik haben wir uns
fiir alle Belegungen (=Modelle) gleichermaBen interessiert.

In der Arithmetik interessieren wir uns speziell fiir ein Modell:
das Standardmodell 91 fiir die natiirlichen Zahlen.
Jeder Term 7 wird in 91 zu einer natiirlichen Zahl 77" ausgewertet:

0, falls 7 der Term 0 ist
w  JIet$1], falls 7 der Term s(o) ist
T o” + 0% falls 7 der Term (o + 0) ist
g’ 0%  falls 7 der Term (o - 0) ist

natiirliche Zahlen und Operationen + und - darauf
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Damit kénnen wir 91 = ¢ fiir Formeln ¢ der variablenfreien Arithmetik definieren
(die allgemeine Definition von = kommt spater).

Die Relation = zwischen 9t und Formeln der variablenfreien Arithmetik ist wie folgt
definiert.

N £ L

NEo=7 gdw. o =7"

NEa—pF gdw. N E aoderN = §
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Lemma 4.4 (0 ist in 91 kein Nachfolger einer Zahl)
Fiir alle a € N gilt 9= 0 # s(3).

Beweis:

Fiir alle a € N: =0 # s(3)
gdw. fa.aeN:0#a+1 (Semantik von Termen, =, — und 1)
gdw. fa.aeN:—-1=#a (ugs. Rechnung auf N)  [das ist eine wahre Aussage] [J

Lemma 4.5 (jede Zahl (auBer 0) in 9t hat genau einen Vorganger)
Fiir alle b, c € N gilt M= s(b) =s(c) - b=c.

Beweis:

Fiir alle b,c e N: M=s(b)=s(c) — b=¢

gdw. fa.b,ceN:b+1# c+1oder b=c (Semantik von Termen, =, — und L)
gdw. fa. b,ceN:b#coderb=c (ugs. Rechnung auf N)  [wahre Aussage] [
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Modelle fur die Arithmetik

... interpretieren jedes in einem variablenfreien arithmetischen Term vorkommende

e Funktionssymbol durch e eine Funktion

e Konstantensymbol e ein Element des Universums

iiber einem Universum (nicht-leere Menge).

Solche Modelle bestehen also aus

Universum U e N

Funktion f; : U — U fiir s o f((n)=n+1
Funktion f, : U x U — U fiir + o fi(a,b)=a+b
Funktion f : U x U — U fiir - o f(a,b)=a-b
ce Ufir0 e 0
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Modelle fur die Arithmetik

... interpretieren jedes in einem variablenfreien arithmetischen Term vorkommende

e Funktionssymbol durch e eine Funktion

e Konstantensymbol e ein Element des Universums

iiber einem Universum (nicht-leere Menge).

Solche Modelle bestehen also aus
Universum U
Funktion £ : U — U fiir s
Funktion f, : U x U — U fir + f.(a, b) = max(a, b)
Funktion f : U x U — U fiir - f.(a, b) = min(a, b)
ce Ufir0 o1

{1,2}
fs(n) =2 fir alle n € U
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Definition 4.6 (Modelle fiir arithmetische Formeln)
Ein Arithmetik-Modell 2 ist eine Folge 2 = (U, Fy, F2, F3,C).
Dabei ist
e U eine nicht-leere Menge (Universum),
J1 eine Funktion U — U,
e J5 und F;3 Funktionen U x U — U, und

e c ein Element von U.

Zusatzlich hat 2l die Eigenschaft,
dass fiir jedes v € U ein Konstantensymbol ¥ mit ¥* = v benutzt werden kann.
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Definition 4.7 (Wert 7 eines variablenfreien Terms unter einem Modell)
Sei A = (U, Fy, Fo, F3, ¢) ein Arithmetik-Modell
und 7 ein variablenfreier arithmetischer Term.

7 wird von 2l durch das Element 7% des Universums U interpretiert. Es gilt:

c, falls 7 der Term 0 ist

o Fi(o™), falls 7 der Term s(o) ist
Fo(c™,0™), falls 7 der Term (o + ) ist
F3(a*,60%), falls 7 der Term (o - 0) ist
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Definition 4.7 (Wert 7 eines variablenfreien Terms unter einem Modell)

Sei A = (U, Fy, Fo, F3, ¢) ein Arithmetik-Modell
und 7 ein variablenfreier arithmetischer Term.

7 wird von 2l durch das Element 7% des Universums U interpretiert. Es gilt:

c, falls 7 =0

a_ Fi(o™), falls 7 = s(o)
Fo(c™, 0%), falls 7= (0 +0)
F3(a®,0%), fallsT=(c-0)
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Definition 4.8 (Erfiillungsrelation der variablenfreien Arithmetik)

Sei 2 ein Arithmetik-Modell.

Die Erfiillungsrelation = zwischen Arithmetik-Modellen und variablenfreien Formeln ist
wie folgt definiert.

A 7 L

A = 7=0 gdw. ™ = o%
A & a— [ gdw. 2% aoder AE=p

P

Die iibrigen logischen Verkniipfungszeichen fassen wir wieder als Abkiirzungen auf.
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Beispiel: Sei B = (U, F1, F2, F3, c) ein Arithmetik-Modell mit

o U={% o}
o Fi(%) =& und Fi(M) =&
&, falls &€ {x,y} | &, falls & e {x,y}
© Falay)= {&, sonst und Falbey) = {% sonst
ec=6d

Behauptung (1): BE0#0-5(0).

B=0#0-5(0)
gdw. 0% #(0-5(0))® (Semantik von =, — und 1)
gdw. & # F3(, F1 (Semantik von Termen)
gdw. & # F3(d, W) (ugs. Rechnung mit Fi)
gdw. &£ (ugs. Rechnung mit 73)  [das ist eine falsche Aussage]

Also ist Behauptung (1) falsch.
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Beispiel: Sei B8 = (U, F1, F2, F3,c) ein Arithmetik-Modell mit

o U= {% o}
o Fi(d)==4Mund Fi(h)=ék
e, falls & e {x,y} &, falls e {x,y}
o Fax,y) = {*, sonst und  F3(xy) = {Q, sonst
ec=é&

Behauptung (2): fiir alle 2 € N: B 0 # s(3).

Wir zeigen B b= 0 # s(1).
Folglich ist Behauptung (2) falsch.

B =0 # s(1)
gdw. BE0=s(1)
gdw. 0% = (s(1))*
gdw. & = 71(F1())
gdw. & =é

Semantik von — und 1)

Semantik von =)

Semantik von Termen)

ugs. Rechnung mit F;)  [das ist eine wahre Aussage]

~ A~~~
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Definition 4.9 (Giiltigkeit, Aquivalenz, Konsequenz)

Fir Formeln «, 3, o, Mengen I von Formeln und Arithmetik-Modelle 2l benutzen wir die
folgenden Schreibweisen (entsprechend zur Aussagenlogik):

=a gdw. A=« fir alle Arithmetik-Modelle 2
AT gdw. A= fir alle Formeln p € T
M=o gdw. fir alle Arithmetik-Modelle 2L mit A == T gilt A =
a=p gdw. AL o<« AR p fir alle Arithmetik-Modelle 2
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4.3 Natiirliches SchlieBen fiir die variablenfreie Pradikatenlogik

Wir erweitern das Natiirliche SchlieBen fiir die Aussagenlogik um Axiome und Regeln fiir
die ,,neuen” liberall gleichbedeutenden Bestandteile variablenfreier arithmetischer Formeln:

e Axiome und Regeln fiir =

Am Ende werden wir das natiirliche SchlieBen vy fir die Definition der Mini-Arithmetik
benutzen.
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s(s(0))

Fiir eine variablenfreie Formel ¢, Term 7 und Term o erhdlt man die Formel o[-,

Ersetzung von Termen
indem man ein Vorkommen von o in ¢ durch 7 ersetzt.

Beispiel:

chlieBen 1416
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Axiome und Schlussregeln fiir =

» 7 = 7 fiir jeden Term 7 wird zu den Axiomen hinzugenommen.
(Das entspricht einer =-Introduktion.)

Die Gleichheits-Elimination fiir variablenfreie Formeln wird zu den Regeln hinzugenommen.
Sie erlaubt das Ersetzen eines Terms in einer Formel durch einen beweisbar gleichen Term.
Fiir Terme 7 und o, fiir Formel ¢ und Formelmengen I und A:

o=T @(:E’) F»o=r71 AbsD(:E/)
rvago[T(—o]
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Definition 4.10 (Natiirliches SchlieBen fiir die variablenfreie Pridikatenlogik )

Sei  eine variablenfreie Formel und I sei eine Menge solcher Formeln.
I ¢ ist Kurzschreibweise fiir [ = ¢ aus folgenden Axiomen und Schlussregeln:
1. Die Axiome sind

» Sequenten o B « fiir alle variablenfreien Formeln «, und
» Sequenten » 7 = 7 fiir alle variablenfreien Terme 7.

2. Die Schlussregeln sind (— 1), (— E), (RAA), (Hyp) und (= E’).

Natiirliches SchlieBen 1.4 18



Beispiel: Symmetrie und Transitivitit von =

Lemma 4.11 (Symmetrie und Transitivitdt von = sind herleitbar)

Seien o und T variablenfreie Terme. Dann gilt:

l.o=7l77=0

2. o=7,71=60l70=0

Beweis zu 1.:

Beweis zu 2.:

(1) o=7w»o=1 Axiomvont
(2) » 0 =0 Axiom von
(3) o=7w1T=0 (=E)1)(2)

T w»T=0 (411(1))
=60 »7=0 Axiomvonl_-

3) o=m,T=0wo=6 (=E)1)(2)

O]
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4.4 Die Mini-Arithmetik

Die Axiome und Schlussregeln von |— behandeln die in der Pridikatenlogik vorkommenden
Bestandteile von Formeln.

Im Folgenden wird noch eine zusatzliche Menge M von Axiomen angegeben,
die die , arithmetischen" Bestandteile der Formeln behandelt.

Die Mini-Arithmetik ist das Natiirliche SchlieBen fiir die variablenfreie Pradikatenlogik mit der
zusatzlichen Axiomenmenge M.
Die Definition von M ist in 3 Teile aufgeteilt:

o Definition (4.12): Axiome fiir s

o Definition (4.17): Axiome fiir +

e Definition (4.20): Axiome fiir -

Wenn man Formel o mit 'F aus M herleiten kann,
schreiben wir M }— o (wie iiblich).
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Axiome in M fiir das Funktionssymbol s

Definition 4.12 (Teil 1 der Definition von M: Axiome fiir s)
Fiir alle a, b, ¢ € N sind die folgenden Formeln in M:

1. =(0=-5(3)), d.h.0#s(3)
2. s(b)=s(c) - b=¢

In Lemmas (4.4) und (4.5) haben wir bereits gezeigt:
Lemma 4.13 (N erfiillt die Axiome fiir s)
Fiir alle a, b, c € N gilt M= 0 # s(3) und N = s(b) =s(c) — b=c.
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Man kann Herleitungen machen wie gewohnt, z.B. fiir:

Lemma 4.14
M b b#¢ — s(b)#s(c) fiiralleb,ceN.

Beweis:

Zur Vereinfachung schreiben wir Axiome aus M nicht in die Hypothesenmenge.

(1) » s(b)=s(c) - b=¢ M-Axiom

(2) » (s(b) =s(c)—>b=7¢) — (b#c—s(b) #s(c)) Theorem (a—B)—(-8—-a)
(3) » b #c—s(b) #5(c) (- BWE O

Lemma 4.15 (Gleichheit von Zahlzeichen ist herleitbar)
Fiir jedes a € N gilt: M —a=a.

Beweis:

Sei a e N.

Die folgende Herleitung zeigt M 'E a=a
»3a=3a (Axiom von|—)

O]
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Lemma 4.16 (Ungleichheit von Zahlzeichen ist herleitbar)
Fiir alle a,b € N mit a # b gilt: M = —(3a = b).
Beweis: sei a < b. Dann ist a+ k = b fiir ein k > 0.

Die Formel 3 # b ist dann @ # k + a, und k ist s(k — 1).
Wir kdnnen 2 ;é k 4 a wie folgt herleiten.

(1) »0# M-Axiom

(2) » 0#? 1#k+1 (4.14)

(3 »1#k+1 (= B

(4) »I1#k+1 = 2#£k+2 (414)

(5) >2#k+2 (= E)3)(4)
(2a+1) »a#k+a (= E)(2a — 1)(2a)

Damit folgt M | —(a = b).

Falls a > b, geht der Beweis entsprechend mit vertauschten Rollen von a und b.
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Axiome in M fiir das Funktionssymbol +

Definition 4.17 (Teil 2 von M: Axiome fiir +)
Fiir alle a, b € N sind die folgenden Formeln in M:
3.3a+0=32

4. 3+ s(b) =s(a+b)

Lemma 4.18 (N erfiillt die Axiome fiir +)

Fiir alle a,beNgi/t‘JII?EJrO:Eund’ﬁ%é—i—s(g) =s(a+ b).
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Lemma 4.19 (Summe von Zahlzeichen ist herleitbar)

Fiir alle a, b € N gilt: Mlﬁg—l—iz b+ a.

Beweis mittels Induktion iliber a.

IA: a =0.

(1) » b+0=b+0 (M-Axiom)
=b

(Welche Zeichen gehéren zur Mini-Arithmetik, und welche sind umgangssprachlich?!?)

IV: fiir alle a < k und alle b € N gilt: Mbzb+a=b+a.
IS: a =k +1. Zu zeigen: Ml b+k+1=b+k+1.
Dann ist k + 1 der Term s(k).

(1) » b+k+1=s(b+ k) (M-Axiom)
(2) »b+k=b+k (IV)
(3) » b+k+1=s(b+k) (= E")(2)(1)
—
b+k+1

O
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Axiome in M fiir das Funktionssymbol -

Definition 4.20 (Teil 3 von M: Axiome fiir -)

Fiir alle a, b € N sind die folgenden Formeln in M:
5.3-0=0

6. 3-s(b)=(a-b)+3a

Damit ist die Definition von M abgeschlossen.

Lemma 4.21 (91 erfiillt die Axiome fiir -)
Fiir alle a,b € N gilt F=3-0=0 und‘ﬁlﬁé-s(g) =(3a-b)+a.

Lemma 4.22 (Produkt von Zahlzeichen ist herleitbar)
Fiir alle a,b € N gilt: Ml—Za-b=a-b.
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Arithmetik-Modelle, die M erfiillen

Lemmas (4.13), (4.18) und (4.21) zusammen besagen
Folgerung 4.23 (Das Standardmodell 91 erfiillt die Axiomenmenge M)

NE=M
Es gibt aber auch andere Arithmetik-Modelle mit dieser Eigenschaft.

Bo = (Z, h, f, ,0)
mit fi(z) =z+ 1 (auf Z), h(y,z) =y +z f(y,z) =y -z (auf Z x Z)

o fiir alle a € N gilt Bo = 0 # 5(3), da firalle ae N: -1 # a

e By I?./\/l
o fiir alle u € Z gilt Bo 0 # s(&1)" ist falsch
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B1 = (NU{ao}, g1,82,83,0) fiireinag ¢ N mit

n+1, fallsneN
gi(n) =
ao, falls n = ag

g(n,m) =

m-+n, falls mneN
ao, sonst

m-n, falls mneN

g(n,m) = {

ao, sonst

B, erfiillt M,
da fiir alle Zahlzeichen das ,richtige” gemacht wird
und fiir alle n € N gilt: ag # A1,

DB, erfiillt nicht ,fiir alle v € NU {ao} gilt B1 -0 =0".
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Die Mini-Arithmetik

Die Mini-Arithmetik ist das Natiirliche SchlieBen fiir die variablenfreie Pradikatenlogik |—
mit den zusatzlichen Arithmetik-Axiomen M.

Wir sind nun an Korrektheit und Vollstandigkeit der Mini-Arithmetik interessiert.

o Korrektheit:  aus M I a folgt M|«

e Vollstandigkeit: aus M | a folgt M 5 «

Das wird in der nichsten Vorlesung gezeigt (Satz 5.7).
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Die Mini-Arithmetik

Die Mini-Arithmetik ist das Natiirliche SchlieBen fiir die variablenfreie Pradikatenlogik |—

mit den zusitzlichen Arithmetik-Axiomen M.

Wir sind nun an Korrektheit und Vollstandigkeit der Mini-Arithmetik interessiert.

o Korrektheit:  aus M I a folgt M|«

(naus M5 o folgt M= o wollen wir eigentlich nur wissen . ..

e Vollstandigkeit: aus M | a folgt M 5 «

(,aus Nk « folgt M bz o wollen wir eigentlich nur wissen ...

Das wird in der nichsten Vorlesung gezeigt (Satz 5.7).
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Vorlesung 5: Der Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik

Wir werden zeigen, dass man mit den Axiomen der Mini-Arithmetik genau die Formeln
beweisen kann, die vom Standardmodell der natiirlichen Zahlen erfiillt werden.

Das ist der Vollstandigkeitssatz der Mini-Arithmetik (5.7).

Die Korrektheit (,,alle beweisbaren Formeln sind wahr") zeigen wir sogar — wie in der
Aussagenlogik — fiir beliebige Mengen von Axiomen/Hypothesen (5.1).
Die Argumentation wird durch diese Verallgemeinerung nicht schwieriger.

Bei der Vollstandigkeit (,,alle wahren Formeln sind beweisbar") beschranken wir uns auf
die Axiome M der Mini-Arithmetik.

In beiden Fallen bauen wir auf unsere Kenntnisse aus der Aussagenlogik.



VLO05: Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik
Korrektheit
Vollstandigkeit
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5.1 Die Korrektheit der Mini-Arithmetik

Die Korrektheit der Mini-Arithmetik hat nichts mit Arithmetik zu tun ...

Lemma 5.1 (Korrektheit von | fiir die variablenfreie Pridikatenlogik)

Sei « eine variablenfreie arithmetische Formel und I eine Menge variablenfreier
arithmetischer Formeln.
Dann gilt: ~ wenn I I «, dann I II? Q.

Beweisskizze:
« kann als aussagenlogische Formel mit der abzidhlbaren Atommenge
{o = 7| 0,7 sind variablenfreie arithmetische Terme}
aufgefasst werden.
[" ist eine entsprechende Menge aussagenlogischer Formeln.
- ist also eine Erweiterung von |— um Axiome » 7 = 7 und Regel (= E).
Deshalb reicht zum Beweis dieses Lemmas eine Erweiterung des Beweises der Korrektheit von

(2.4) um die zusatzlichen Axiome und die zusitzliche Regel.
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Der Beweis von (2.4) geht mittels Induktion iiber die Lange der Herleitung fiir ' }— .

Erweiterung des Induktionsanfangs:

in einer Herleitung der Lange 1 kann ein Sequent » 7 = 7 hergeleitet werden.
Aufgrund der Semantik der variablenfreien Arithmetik gilt = 7 = 7.

Damit folgt I II? T=T.

Erweiterung des Induktionsschlusses:

Wir betrachten eine Herleitung der Lange n+ 1.

Fall 6: im letzten Herleitungsschritt wird ein Axiom » 7 = 7 benutzt.
Dann folgt ' [ 7 = 7 wie im Induktionsanfang.

Fall 7: im letzten Herleitungsschritt wird die Regel (= E’) benutzt.
Also entsteht I B [, firein " CT aus A» o =7und ©» ¢ fir=AUO.
Sei 2 ein Arithmetik-Modell mit 2 I? I.

Nach IV gilt Al o =7 und © |5 ¢, also Ao =7 und A= .

Sei A das Atom in ¢, das in @[, als Atom A[.._,] vorkommt.

Mit Q[I? o = 7 folgt Q[I? A gdw. Q[I? Alro]-

Da alle anderen Atome von ¢ und @[, . gleich sind und QH? ¢, folgt QlI? Plr—o]-

Insgesamt folgt daraus I [ @[ q-

O]
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5.2 Die Vollstandigkeit der Mini-Arithmetik

Wir wollen zeigen (5.6):
wenn M H? o, dann M 'F «  fiir jede variablenfreie arithmetische Formel .

Dazu gehen wir wie folgt vor:

N~
w

MEa B nEea

(4.2
(5:3) " % g s . . .
= L H? a und N % L* fir die Menge L™ aller von 9t erfiillten Literale

3.10)(5.5
( :)>( ) L* 5 aund M b X fiir jedes Literal A € L*
=

M a
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Schritt 2: von der Mini-Arithmetik zur Aussagenlogik

Sei At die Menge aller variablenfreier arithmetischer Atome.

Eine variablenfreie arithmetische Formel kann auch als aussagenlogische Formel mit
Atomen At aufgefasst werden.

Dann lasst sich 91 in eine aussagenlogische Formelmenge iibertragen.

Definition 5.2 (L* ist die Menge der von 0 erfiillten Literale der varfreien Arithmetik)

Die Menge
L*:{A]AEAt,‘ﬂI?A}U{ﬂA|A€At,’ﬁI7Q%A}

ist die Menge aller variablenfreier arithmetischer Literale (d.h. Atome und negierte
Atome), die von I erfiillt werden.

L* kann sowohl als Menge variablenfreier arithmetischer Literale als auch als
Menge aussagenlogischer Literale aufgefasst werden.
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Lemma 5.3 (Zusammenhang zwischen Mini-Arithmetik und Aussagenlogik)

Sei « eine varfreie arithmetische Formel.  Dann gilt N I « genau dann, wenn L* = a.

Beweis:
Es gibt nur genau eine (aussagenlogische) Belegung, die L* erfiillt: By = L* N At.
Deshalb reicht es, zu zeigen: 9 o gdw. Bo = a.
Wir fiihren den Beweis mittels Induktion iiber den aussagenlogischen Formelaufbau.
IA: v = L: es gilt M= L und By 7= L.

o € At: N o gdw. a € By gdw. By = .
IV: Fir 5 und v gilt 9= 5 gdw. By Iﬁﬁ und 9N = gdw. Bo =
IS: a = B — . Dann gilt

N I? b — v gdw. N %: 5 oder N I? 7Y (Semantik von )

gdw. By Iyﬂﬁ [ oder By =y ()
gdw. By I? B — (Semantik von E) ]

Vollstiandigkeit der Mini-Arithmetik 1.5.6



Schritt 3: von )1 erfiullte Literale sind aus M herleitbar

Lemma 5.4 (Atome aus M herleiten ist wie Terme ausrechnen)
Fiir alle variablenfreien Terme T gilt: M t—1 =77

Beweis: mittels Induktion tiber den Aufbau von 7.
|A: 7 ist 0. Zu zeigen: M |— 0= 0.
Die Herleitung von 0 = 0 besteht aus dem Axiom » 0 = 0.

IV: Fiir Terme o und 6 gilt./\/llgazaiSn und Mlgﬁzﬁ.
IS: zz: M5 7= 79 fiir jeden Term 7, der in einem Schritt aus o und 6 gebildet werden kann.
Fall 1: 7 ist s(o). Zu zeigen: M |— s(o) = s(o)™".

(1) » s(0) =s(a)
(2) »s(0) =s(a™) (= END(V)

» s(o) =s(o)”  (andere Schreibweise fiir (2))
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Fall 2: 7ist (0 +0). Zu zeigen: Mt 0 +0 = (0 + 0)™.

(1) wo+0=0+6
(2) »o+8=0"+6  (=E)N)(V)
3) wo+0=0"+0"  (=E))(IV)
(4) » oM 4 0" =N+ " (Lemma 4.19)
(
(=

> N+ 0N = (0 + O)
(5) »o+0=(c+0)"

andere Schreibweise fiir (4))

E')(3)(4)

Fall 3: 7ist (0-0). Zu zeigen: Mt o -0 = (0-0)™
Das geht ahnlich wie in Fall 2 mit Lemma 4.22. O]
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Lemma 5.5 (von 0 erfiillte varfreie arithmetische Literale sind aus M herleitbar)
Sei T = o ein variablenfreies arithmetisches Atom.

1. Falls ‘)?I?T =0, dann M1 =o0.

2. Falls M1 # 0, dann M5 7 # 0.

Beweis:

zu 1.: Gelte N7 =0.

(1) »7=7" (54)

(2) »o=0" (54)

3) » M=g (4.11)(2)  (Reflexivitit von =)

(4) »7=0 (=E)1)(3) (aus Nk=7 =0 folgt 7 = o™ — d.h. 770 ist der gleiche Term wie o™)
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Lemma 5.5 (von 0 erfiillte varfreie arithmetische Literale sind aus M herleitbar)
Sei T = o ein variablenfreies arithmetisches Atom.

1. Falls ‘)?I?T =0, dann M1 =o0.

2. Falls M1 # 0, dann M5 7 # 0.

Beweis:
zu 2.: Gelte N7 # 0.
(1 >r=7" (5.4)

‘=0  (=E')(1 und 2)(3)
> (7 =0") (4.16) (aus NE T # o folgt 77 # o)
E—> E)(4)(5)

O
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Lemma 5.6 (von 9 erfiillte Formeln sind aus M herleitbar)

Fiir alle variablenfreien Formeln o gilt: wenn N I? «, dann M = a.

Beweis: Sei « eine variablenfreie arithmetische Formel mit N I? Q.
Nach (5.3) folgt L* I a.
Mit (3.10) folgt daraus L* | a.

Fiir jedes Literal A € L* gilt 9= A (aufgrund der Definition von L¥),
und mit (5.5) folgt M I— .
Nimm nun die Herleitung von « aus L*
und ersetze darin jede Benutzung einer Hypothese A » A fiir A € L*
durch o.g. Herleitung von A aus M.
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Graphische Darstellung der Herleitung von o mit 9t = a aus M:

Diese Herleitung zeigt M I a.

Y180|USBESSNY HI3oWYIY-1UI

O]
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5.3 Der Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik

Satz 5.7 (Vollstandigkeitssatz fiir die Mini-Arithmetik)

Fiir alle variablenfreien arithmetischen Formeln o gilt:

Mz a gdw. Mk a.

Beweis: (5.1)
Mba = MIE a
Aus M b a folgt M | o mit (5.1).
5, @
Aus M = a folgt M= (da k= M (4.23)), und 3 <
aus N = a folgt M b o mit (5.6). O NE-a
Folgerung 5.8 (aus obigem Beweis)
Fiir alle variablenfreien arithmetischen Formeln o gilt: Nk a gdw. M I .
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Folgerung 5.9 (genau die M-erfiillenden Arithmetik-Modelle sind wie )
Sei A ein Arithmetik-Modell.
A= M gdw. fir jede variablenfreie arithmetische Formel o gilt: 24 = o gdw. M= av.

Beweis:
.<=": Sei 2 ein Arithmetik-Modell mit A I;éé M.
Dann gibt es ein ¢ € M mit A= ¢ und NE= ¢ (4.23).

=" Sei A ein Arithmetik-Modell mit A I? M.

Dann gilt:
(5.8) Vor,
1) Nea =2 MiEa 25 A=a.
2) NEa ) N0 B ME-0 ¥ A0 ") apta.

Die Axiomenmenge M kann also Modelle ,,erkennen”, die wie 91 sind . ..
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Mini-Arithmetik: Beweisen statt rechnen

N 5(0) + 5(0) = s(s(0))
gdw. (s(0) + s(0))"=s(s(0))™
gdw. s(0)? +s(0)M=s(0)M 1
gdw. 00414071 =0% 1 1
gdw. 0+1+0+1=0+1+1
gdw. 2 =2

fiir variablenfreies « gilt:
M o gdw M 5
(5.1) - (5.7)

(1) » s(0)+0=s(0) M-Axiom 3
(2) » s(0) +s(0) = s(s(0) +0) M-Axiom4
(3)  »s(0) +s(0) = s(s(0)) (=EN1)(?2)
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Vorlesung 6: Die ganze Arithmetik — mit Variablen und Quantoren

Von der Mini-Arithmetik gehen wir nun zur , richtigen” Arithmetik.

Dazu erlauben wir in Formeln auch Variablen und Quantoren.

Das Natiirliche SchlieBen wird entsprechend erweitert.

Die unendliche Axiomenmenge M der Mini-Arithmetik kdnnen wir dann als eine endliche
Axiomenmenge Q aufschreiben — damit erhalten wir die Robinson-Arithmetik.

Wir werden die Idee fiir die ,, Unvollstandigkeit” der Robinson-Arithmetik sehen:
wir werden eine (einfache) Formel finden,
die vom Standardmodell 91 der natiirlichen Zahlen erfiillt wird,
die aber von einem Nicht-Standardmodell 8B, das alle Axiome in Q erfiillt, nicht erfiillt wird.

In der nachsten Vorlesung werden wir sehen,
dass man diese Formel nicht mit Natiirlichem SchlieBen aus Q herleiten kann.
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6.1 Formeln der Arithmetik

Zuerst erweitern wir die Definition variablenfreier arithmetischer Terme
auf Terme mit Variablen.

Definition 6.1 (arithmetische Terme)

Arithmetische Terme sind induktiv definiert wie folgt:

1. O ist ein arithmetischer Term
und jede Variable x; ist ein arithmetischer Term (fiir i € N).

2. Seien 7 und o arithmetische Terme.
Dann sind auch s(7), (7 + o) und (7 - o) arithmetische Terme.
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Definition 6.2 (Arithmetische Atome)

Ein Atom der Arithmetik ist eine Formel (7 = o) fiir arithmetische Terme 7 und o.

Definition 6.3 (Arithmetische Formeln)

1. | und alle Atome der Arithmetik sind Formeln der Arithmetik.

2. Wenn « und 3 Formeln der Arithmetik sind, dann sind auch
(o = B) und (Vx; @) Formeln der Arithmetik.

Wir benutzen die iiblichen Kurzschreibweisen =, A etc.
(3x; ) ist Kurzschreibweise fiir =(Vx; —a).

Wir benutzen auch Variablensymbole x, y etc., lassen liberfliissige Klammern weg . ..
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Beispiele fiir arithmetische Formeln:

o (Vx1(3x (s(x1) = x2)))

I x1 = x + X

x#0Ax#1AVy <(E|zy+z:x)—>((5|z (y-z=x)) = (y=1Vy=x) )>
y<x y teilt x

Vu Iw p(s(u+ w))

Vu 3w ((gp(s(u+w)) A pp(s(u+w)+2))
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6.2 Semantik der Arithmetik

Definition 6.4 (freies Vorkommen eines Variablensymbols)

Jedes Variablensymbol kann an verschiedenen Stellen einer Formel vorkommen.

Ein Vorkommen einer Variable xx in der Formel ¢ heiBt frei,
falls es nur in Teilformeln von ¢ liegt, die nicht die Form (Vxx a) (oder (Ixx av)) haben.

Ein Vorkommen, das nicht frei ist, heiBt gebunden.
Eine Formel ohne ein freies Vorkommen einer Variable heiBt geschlossen.

Seien yi, ..., ym alle frei vorkommenden Variablen in ¢.
Der Abschluss von ¢ ist Vy;Vys ... Vym . Er wird mit /() bezeichnet.

Beispiel: (Vx1 (s(x2) = 3) = ((3x2 (2 # x1)) A x2 = X1 - X3)).
Das erste Vorkommen von x; ist frei.
Das zweite Vorkommen von x, ist gebunden.

Das dritte Vorkommen von x, ist frei.
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Substitutionen in arithmetischen Formeln

sind Ersetzungen von freien Vorkommen von Variablen durch Terme.

Definition 6.5 ( ¢[7/x] )

Sei © eine arithmetische Formel, x; eine Variable und 7 ein arithmetischer Term.
Dann ist ¢[7/x;| die Formel, die man aus ¢ erhilt,

indem man in ¢ jedes freie Vorkommen von x; durch 7 ersetzt.
Fiir Formelmengen I ist [[7/x;] = {¢[7/x] | ¢ € T}.

Beispiele:
Sei p = (Vx1 (s(x2) = x3) = ((Bx2 (2 # x1)) A X2 = X1 - X3)).
el2/x] =

e[1/x] = (vx (s(I) = x3) = (I (e #x)) A1l=xx3))
o[1/x%][xa +0/x3] = (Vx1 (s(1) = x4 +0) = ((Fx (xx #x1)) ALl =x1- (x4 +0)))
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Wir konnen jetzt D1 k= ¢ fiir geschlossene arithmetische Formeln ¢ informell definieren,
damit wir eine Vorstellung bekommen, was die spater definierte Erfiillungsrelation I? fir

beliebige Arithmetik-Modelle kénnen muss.

« und [ seien geschlossene arithmetische Formeln.

N E L

N = (t=0) gdw. 7% =" fiir variablenfreie Terme 7,0
N E (a—pF) gdw. NE a oder NE=

N = (Vx; ) gdw. fiir jedes n € N gilt: N = afn/x;]
Offensichtlich gilt:

N E Ix;a gdw. firein n e N gilt: NE= a[n/x]
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Beispiel:  91=Vx (0 + x = x)

NEVx(0+x =x)

Die letzte Aussage ist eine wahre Aussage.

Also erfiillt 91 die Formel ¥x (0 + x = x)
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Beispiel: 91EVx dy (0 # x — x = s(y))

NEVx Jy (0#x — x =5s(y))

gdw. fiir jedes n € N: D=3y (0 £ 7 — 71 =5s(y))

gdw. fiir jedes n € N gibt esein me N: M=0# 71 — 1 = s(m)

gdw. fiir jedes n € N gibt es ein m € N: 91 0 # 7 oder M =1 = s(m)
gdw. fiir jedes n € N gibt es ein m € N: 91}=0 =7 oder M =1 = s(m)
gdw. fiir jedes n € N gibt esein me N: 0 =nodern=m+1

gdw. fiir jedes n € N: 0 = n oder n = max(0,n— 1)+ 1

Die letzte Aussage ist eine wahre Aussage.

Also erfiillt 9 die Formel ¥x Jy (0 # x — x = s(y)).
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Definition 6.6 (Erfiillungsrelation der Arithmetik)

Die Erfiillungsrelation [ zwischen Arithmetik-Modellen und Formeln ohne freie Variablen
ist wie folgt definiert.
Sei A = (U, Fi1, F, F3, ¢) ein Arithmetik-Modell.

A 7 L

A & (r=0) gdw. 7"=0"

A '? (o = B) gdw. i’lb&%a oderQll?ﬁ

/| = (Vx; o)  gdw. fiir jedes v € U gilt: A = alv/x;]

Fiir Formel ) mit freien Variablen yy, ..., y,, ist definiert:
A= gdw. fiiralle vi,... vy € U gilt A= P[0/ yi] - [Vim/ym].

Offensichtlich gilt:
A E I a gdw. firein v e Ugilt: AR ofV/x]

P
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Beispiel: 2o = "x Jy (0 # x = x = s(y))

fir 2o = ( {-1,0,1,2}, a—~ min(a+1,2) , (a,b) — min(]a+ b|,2) ,

U .7'—1 ]'—2

(a, b) = min(max(a- b,—1),2) , \—/1/ ).

F3 0

Ao = Vx Ty (0# x = x = s(y))

gdw. fiir jedes v € U: Ao =3y (0# ¥ — ¥V = s(y))

gdw. fiir jedes v € U gibt esein w € U: Ao =0 # ¥ — ¥V = s(W)
gdw. fiir jedes v € U gibt es ein w € U: o =0 # ¥ oder Ao = =

P

s(w)
gdw. fiir jedes v € U gibt es ein w € U: o =0 = ¥ oder Ao = 7 = s(W)
gdw. fiir jedes v € U gibt es ein w € U: —1 = v oder v = min(w + 1, 2)

gdw. fiir jedes v € {—1,0,1,2}: —1 = v oder v = min(max(—1,v — 1) +1,2)

Die letzte Aussage ist eine wahre Aussage.

Also erfiillt 2y die Formel ¥x 3y (0 # x — x = s(y)).
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Beispiel: das Nicht-Standardmodell 5

B ist definiert durch B = (U, f;, ., £,0) mit U=NU {a,b}

und

fs(r)‘reN r € {a,b} (1, r) ‘reN r=a r=»>b

‘r+1 r leN I+r b a

le{ab}| | b

f.(/,r)‘reN+ r=0 r=a r=b
/e N [-r 0 a b
|=a b 0 b b
I=b a 0 a a

Das Arithmetik-Modell 23 hat besondere Eigenschaften.

Das Universum besteht aus N und zwei zusatzlichen Elementen a und b.
Auf N verhalt sich B genauso wie 1.

Die zusatzlichen Elemente werden benutzt, um anders als 91 zu sein. o
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Beispiel: B Z=Vx (0+x =x )

Offensichtlich gilt
BEVx (0+x=x) gdw. firjedesve U: (0+¥)® =v>.

Da (0+3)® =b und a # b,
ist die Aussage ,,(0+3)® = 3%" falsch.

Da a € U, ist auch die Aussage | fiir jedes v € U: (0 + )® = ¥®* falsch.

Also folgt B &= Vx (04 x = x ).
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Beispiel: B = Vx (x+0=x)

Offensichtlich gilt
BEVx (x+0=x) gdw. fir jedes v € U: (v +0)* = v®.

Jfiir jedes v € U: (7 +0)® = V™" zeigen wir mittels einer Fallunterscheidung:
Fall 1: v e N: dannist (V +0)® =v+0=v=7¥%,
Fall 2: v € {a,b}: dann ist (V + 0)® = v = ¥/®.

Also ist , fiir jedes v € U: ( + 0)® = V" eine wahre Aussage,
dh. BE=Vx(x+0=x).
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6.3 Natiirliches SchlieBen fiir die Arithmetik

Wir erweitern das natiirliche SchlieBen fiir die variablenfreie Arithmetik um Axiome und
Regeln fiir die zusatzlichen Bestandteile von arithmetischen Formeln:

e Regeln fiir = und V

(Diese werden jetzt allgemein wie fiir die Pradikatenlogik formuliert.)

e Die unendliche Axiomen-Menge M fiir die Mini-Arithmetik kann dann durch
Benutzung von Formeln mit Quantoren als endliche Formelmenge Q formuliert
werden.

Am Ende werden wir das natiirliche SchlieBen I mit Axiomen O haben — das ist die
Robinson-Arithmetik.
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Das natiirliche SchlieBen soll korrekt sein.

Beim Herleiten kénnen auch Hypothesen mit freien Variablen benutzt werden.

Deshalb brauchen wir eine Verallgemeinerung von [ fiir Formelmengen und Formeln mit
freien Variablen.

Definition 6.7 (semantische Folgerung |=)

Sei « eine arithmetische Formel und I eine Menge arithmetischer Formeln

mit einer endlichen Menge {y1,...,ym} frei vorkommender Variablen (in ' und «).

a heiBt semantische Folgerung von I (I" = «), falls
fiir alle Arithmetik-Modelle 2 und alle wy, ..., w,, € Uy gilt:

wenn A =T /yi]. .. [Win/yn], dann A= afdn/yi] . . . [Win/ym]-
Dabei ist Uy das Universum von 2.
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Fiir Substitutionen freie Terme

Definition 6.8 (Term 7 ist frei fiir x;)

Ein Term 7 heiBt frei fiir x; in Formel ¢,
falls jedes Variablen-Vorkommen in 7 in [7/x;] frei ist.
Bsp.:

Der Term x ist nicht frei fiir y in (Ix =(y = x)):
(Bx =y = x))Ix/y] = (Bx =(x = x)).
x + y ist nicht frei fiir y in (Vx x = y)):

(Vx x=y)lx+y/y] = (¥xx=x+y).
x + y ist frei fir y in (Vz z=y):
(Vzz=y)lx+y/y] = (Vzz=x+y).

Variablenfreie Terme sind stets frei fiir alle x;.

Natiirliches SchlieBen — Axiome und —
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Axiome und Schlussregeln fiir =

» 7 = 7 fiir jeden Term 7 wird zu den Axiomen hinzugenommen.
(Das entspricht einer =-Introduktion.)

Die Gleichheits-Elimination (= E) wird zu den Regeln hinzugenommen.
Sie erlaubt das Ersetzen eines Terms in einer Formel durch einen , gleichen" Term, wenn
die Variablenvorkommen im Term vor und nach dem Ersetzen alle frei sind.

Fiir Terme 7 und o, die frei fiir x; in ¢ sind, haben wir folgende Schlussregel (= E):

T=0 [T /xi] ( Fye7=0 A p[T/x] (= E)

=E)
wlo/xi] M A plo/x]
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Beispiel

Lemma 6.9 (Symmetrie und Transitivitdt von =)

Seien T und o arithmetische Terme. Dann gilt:
l.7=0lzo0=1

2. T=0,0=0T17=90

Beweis zu 1.:
I)r=0w»17=0
(2) » 7 =7 Axiom, betrachtet als x; = 7 [7/xj] (xi kommt in 7 nicht vor)

3)r=0wo=71 (=E)(1)(2)

Beweis zu 2.:

(1) T=0 > =0 (ist7=x [0/x])

2) o=60 w»o=40

(B)r=0,0=0p17=0 (=E)(1)?2) O
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Schlussregeln fiir den Allquantor

Die Allquantor-Elimination erlaubt die Entfernung des Quantors und die Ersetzung der
quantifizierten Variable x; in « durch einen fiir x; in « freien Term.

Vx; a ) .. .
(VE) wobei 7 frei ist fiir x; in «

afr/x]
Die Allquantor-Introduktion erlaubt die Allquantifizierung einer Variable, die in den

Hypothesen nicht frei vorkommt.

o wobei x; in keiner nicht-aufgelosten Hypothese,

W
Vx: « (v/) aus der « hergeleitet wurde, frei vorkommt
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Die Regeln in der Sequentenschreibweise

I » VX,' (0% . . .
(VE) wobei 7 frei ist fiir x; in «
[ » afr/x]
> a o . :
(V1)  wobei x; in T nicht frei vorkommt
[ » VX «
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Definition 6.10 (Natiirliches SchlieBen fiir die Arithmetik )

Sei ¢ eine arithmetische Formel und I sei eine Menge solcher Formeln.
It @ ist Kurzschreibweise fiir
I ¢ aus folgenden Axiomen und Schlussregeln:

1. Die Axiome sind
» Sequenten « » « fiir alle arithmetischen Formeln «, und

» Sequenten » 7 = 7 fiir alle arithmetischen Terme 7.

2. Die Schlussregeln sind (— 1), (— E), (RAA), (Hyp), (= E), (VI) und (VE).

Die Axiome und Schlussregeln von I+ betreffen die , logischen” Bestandteile von
arithmetischen Formeln  (eigentlich: von pradikatenlogischen Formeln).

Spater wird noch eine zusatzliche Menge Q von Axiomen angegeben, die die

,arithmetischen” Bestandteile der Formeln betreffen.
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= (Vx a) = (Vy aly/x]),

(Gebundene Umbenennung)

[(Vx a)]x (VE)
aly/x] (v
(Vy aly/x]) S,

(Vx a) = (Vy aly/x])

falls y frei fiir x in o, und y nicht frei in (Vx «)

VX,' « (VE)
aor/xi]

T w)
Vx; «

wobei 7 frei fiir x; in « ist

wobei x; in keiner nicht-aufgeldsten Hypothese frei
vorkommt, aus der « hergeleitet wird
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= (Vx a) = (3x a)

Vx « Vx -«
Mok e Mol e
(0% -
(— E)
il
(—> I)l
—(Vx —a)
(—> I)2
(Vx a) = (=(Vx —«))
—_—
=3x «a
VX « ) ) ) )
(VE) wobei 7 frei fiir x; in « ist
afr/xi]
a 1) wobei x; in keiner nicht-aufgeldsten Hypothese frei
Vx a vorkommt, aus der o hergeleitet wird
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= (Vx (a0 = B)) = (a = (Vx B)), falls x nicht frei in o vorkommt

[ Vx (a = B) ]2

(VE)
_>
a—f [ (= E)
’ ()
Vx 3
(% /)1
a— (Vx B)
(—> /)2
(Vx (@ = ) = (@ — (Vx B))
Vx; « . ) . .
(VE) wobei 7 frei fiir x; in « ist
afr/xi]
v/ wobei x; in keiner nicht-aufgelosten Hypothese frei
Vx a (v1) vorkommt, aus der o hergeleitet wird
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> 3x (@ — Vxa)

[ VX =(a — (Vxa)) |1

(VE)
—(a — (Vx oz))v (2.5)
Vx « ) £
n (= E)
(— s

—Vx =(a — (Vx a))

Vx; « (VE)
ofr/xi]
.2
Vx; «

wobei 7 frei fiir x; in « ist

wobei x; in keiner nicht-aufgelosten Hypothese frei
vorkommt, aus der « hergeleitet wird
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Was passiert, wenn man die Einschrankung bei (V/) weglasst. . .

[x=01]s o
(VI ohne Einschrankung)
Vx (x = 0)
(—> /)1
x=0—Vx (x=0)
(V1)

Vx (x =0 —= Vx (x =0))

Die hergeleitete Formel wird von 91 nicht erfiillt.
Durch die fehlende Einschrankung verliert der Beweiskalkiil seine Korrektheit.

Vx; a . . L
wobei T frei fiir x; in a ist
(VE) b frei fi
a7/
o V1) wobei x; in keiner nicht-aufgelosten Hypothese frei
Vx a vorkommt, aus der o hergeleitet wird
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Was passiert, wenn man die Einschrdankung bei (VE) wegldsst. . .

[Vx Jy =(x = y)h
Jy ~(y =y)
(Vx Jy =(x=y)) = 3y ~(y = y)

(VE ohne Einschrankung)
(—> /)1

Die hergeleitete Formel wird von 91 nicht erfiillt.
Durch die fehlende Einschrankung verliert der Beweiskalkiil seine Korrektheit.

Vx; o . ) . .
(VE) wobei 7 frei fiir x; in o ist
afr/xi]
o (V1) wobei x; in keiner nicht-aufgelosten Hypothese frei
Vx o vorkommt, aus der « hergeleitet wird
1
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6.4 Die Robinson-Arithmetik

Die Robinson-Arithmetik (Q-Nat) ist das Natiirliche SchlieBen fiir die Arithmetik mit den
folgenden zusdtzlichen arithmetischen Axiomen Q.

Definition 6.11 (Axiommenge Q fiir die Robinson-Arithmetik)
Die Menge Q besteht aus folgenden Formeln.

Q1 Vx (0 #s(x))

Q2 VxVy (s(x) =s(y) > x=y)

Q3 Vx (0#x—(Jyx=s(y)))

Q4 Vx (x+0=x)

Q5 VxVy (x+s(y) =s(x+y))

Q6 Vx (x-0=0)

Q7 VxVy (x-s(y)=(x-y)+x)
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Beispiel fiir eine Herleitung aus QO: QO - Vx dv (v+0=x)

i

Ozx
Vx x+0=x Vv v+0+#x
x+0=x x+0# x
(— E)
1
(-)I)]_

(Vv v+0#x)
Vx =(Vv v+ 0 # x

~
Jv v4+0=x

\—
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Lemma 6.12 (Robinson-Arithmetik kann alles, was Mini-Arithmetik kann)

Sei « eine variablenfreie Formel. Wenn M \— «, dann Q| .

Beweis.

Jedes Axiom in M kann aus einem Axiom in Q durch Anwendung(en) von (VE) gewonnen
werden. Also kann jede Herleitung mit Axiomen aus M zu einer Herleitung mit Axiomen aus Q
umgewandelt werden. O

Lemma 6.13 (das Standardmodell 0 erfiillt die Robinson-Axiome)
NEQ

In einem Beispiel haben wir bereits das Modell B gesehen, das Vx (0 + x = x) nicht erfiillt.
B erfiillt trotzdem die Robinson-Axiome.

Lemma 6.14 (das Nicht-Standardmodell B erfiillt die Robinson-Axiome)
BE=Q

g2
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Zur Erinnerung: B ist definiert durch B = (U, f, f,£,0) mit U=NU{a,b} mit
fi(r) | reN re{ab} f.(l,r) |reN r=a r=b

‘r+1 r leN I+ r b a

I € {a,b} / b

f(l,ry|reNt r=0 r=a r=b
leN l-r 0 a b
I=a 0 b b
I=b 0 a a
Beweis:

Die Robinson-Axiome (Q1), (Q2) und (@3) werden offensichtlich von B erfiillt.

Die Erfiillung von (Q4) durch B wurde bereits in einem Beispiel gezeigt.
Es ist offensichtlich, dass (Q6) von B erfiillt wird.
Es fehlen also noch (@5) (Ubungsaufgabe) und (Q7).

Das ist eine FleiBarbeit . ..
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zu (Q7): BEVxVy x-s(y)=x-y+x
Es gilt:
BEVxVy x-s(y) =x-y+x gdw. firallex,y € U: (x-5(7))® = (x-7 +X)*.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung fiir alle moglichen x und y entsprechend den
Unterscheidungen in der Tabelle fiir f.
Die ersten 4 Fille behandeln die erste Zeile in der Tabelle fiir f.
Fall Lund 2: x,y € N. Dannist (X-s(§)?P=x-(y+1)=x-y+x=(%X-y+X)%.
Fall 3: x e Ny = a.
Dann ist die linke Seite (X - 5(3))® = f(x, a)
und die rechte Seite ist (X -3 + X)® = f,(f(x,2),x) = f.(a,x) = a.
Fall 4 x e Ny =b:
Dann ist die linke Seite (X - s(b))® = f(x,
und die rechte Seite ist (X - b+ %)® = f,(f
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(Wir wollen zeigen, dass fiir alle x,y € U: (X -s(7))® = (X -y + X)®.)

Die nachsten 4 Fille behandeln die zweite Zeile in der Tabelle fiir £.
Fall 5: x = a,y € N*.
Die linke Seite ist (3 - s(7))® = f(a,y +1) =b
und die rechte Seite ist (3 -
Fall 6: x =a,y =0:
Die linke Seite ist (3 -5(0))® = f(a,1) = b
und die rechte Seite ist (3-0+ 3)® = £, (f(a,0),a) = f,(0,a) =
Fall 7: x =a,y = a:
Die linke Seite ist (3 - (a))% = f(a
und die rechte Seite ist (4 -
Fall 8: x =a,y =b:
Die linke Seite ist (5 - s(b))® = f(a,b) = b

[S]]
_l’_
[O1)
—
oS
I
™
—
Y
—
o
o
~
~
-
—
O
5]
~
o

und die rechte Seite ist (3 - b+ 3)® = £, (f(a,b),a) = f,(b,a) = b.

y+a)® =f(f(ay)a)="f(ba)=b.
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(Wir wollen zeigen, dass fiir alle x,y € U: (%-s(¥))® = (%-y + %)
Die nichsten 4 Fille behandeln die dritte Zeile in der Tabelle fiir f.
Fall 9:x:b,yEN+

Die linke Seite ist (b - s(7))® = f(a,y) = b

und die rechte Seite ist (5-y +3)° = f(f(a,y),a) = fi(b,a)=b
Fall 10: Fall x = b, y = 0:
Die linke Seite ist (b~ s(0)® = f(b,1) = a

und die rechte Seite ist (b- 0+ b))® = f,.(f(b,0),b) = £ (0,b) = a

Fall 11: x = b,y = a:
Die linke Seite ist (b - s(a ))N% =f
und die rechte Seite ist (b -3 +

Fall 12: x = b,y = b
Die linke Seite ist (b - s(b)

A
und die rechte Seite ist ( b

)® = £(b,b) =
b-b+b)

= a
B P = f+(f(b7 b)7 b) = f+(a7 b) = a.
Damit sind alle moglichen Falle betrachtet.

Also gilt fiir alle x,y € U: (Xx-s(7))® = (%-y + %)%

‘B_)

O]
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Exkurs: Schlussregeln fiir den Existenzquantor

(brauchen wir zwar formal nicht, ist aber ggf. praktisch zu benutzen)

Die Existenzquantor-Elimination erlaubt das Entfernen des Quantors ohne Ersetzung der
quantifizierten Variable.
[o]
: wobei x; weder in 3 noch in einer nicht-
Ixia B aufgelosten Hypothese frei vorkommt
3 ik (auBer in «)

Die Existenzquantor-Introduktion erlaubt die Ersetzung eines Terms durch eine
existenzquantifizierte Variable.
ofr/x] . C e .
———= (3/) wobei 7 frei ist fiir x; in «
dx; «
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= (Vx @) = (3x a) (nochmal)

[Vx aly (VE)
—_C])
dx « (= 1),

(Vxa) = (Ix )

wobei x; weder in 8 noch in einer nicht-
Ix; « B F aufgelésten Hypothese frei vorkommt
3 (3E) (auBer in a)

afr/xi] e
————— (3/)  wobei T frei ist fiir x; in «

dx; «
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I (3xa) — (y aly/x]), falls y frei fiir x in o ist und y nicht frei in o vorkommt

ol 30
[3x a] Jy aly/x] (3E),
Jy aly/x] S ),

(Ixa) = 3y aly/x])

e
[:] wobei x; weder in 8 noch in einer nicht-
Ixi o B IE aufgeldsten Hypothese frei vorkommt
3 (3E) (auBer in a)
afr/xi] . . .
——— (3)  wobei T frei ist fiir x; in «
dx; «
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= (IxVya) — (Vy Ixa)

[Vyal: (VE)
o« €N
[ IxVya s Ix (3E),
dx
(V1)
Vy dx o V1),

(IxVya) = (Vy Ix )

wobei x; weder in 5 noch in einer nicht-
Ix « 6 - aufgelosten Hypothese frei vorkommt
(3E) (auBer in «)

afr/xi] . C .
—FF— (3 wobei T frei ist fiir x; in «
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s Yy (Oé — 6) — ((Ely Oé) — B) fiir 3 ohne freies y

[Vy(a—=B)ls

(VE)
a—f3 [a]1 (> E)
[Iyal B (2E);
B
— (= 1)
(Iya) =3 1),

(Vy (@ = B)) = (By a) = B)

wobei x; weder in 5 noch in einer nicht-
Ix « 6 - aufgelsten Hypothese frei vorkommt
(3E) (auBer in «)

a7 /xi]

(31)  wobei 7 frei ist fiir x; in «
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Die Regeln in der Sequentenschreibweise

Fe»dx,a Aawf
LA» S

(JE) wobei x; in A, 3 nicht frei vorkommt

r» afr/x]

(31)  wobei 7 frei ist fiir x; in «
» dx; «
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Was haben wir in Vorlesung 6 gelernt?

e Wir kennen die Definition arithmetischer Formeln mit Variablen und Quantoren.
In diesen Formeln ist wichtig, welche Vorkommen von Variablen frei und welche
gebunden sind, und welche Terme man fiir freie Vorkommen von Variablen einsetzen
kann, ohne dass ,,neue Bindungen" entstehen.

e Wir kennen die Erfiillungsrelation fiir arithmetische Formeln.
o Wir kennen die Regeln (=/), (=E), (V/) und (VE) fiir das natiirliche SchlieBen.

o Wir kennen die 7 Robinson-Axiome O und wissen,
dass sie vom Standardmodell 9t erfiillt werden.

e Wir kennen das Nicht-Standardmodell B, das Q erfillt,
aber trotzdem weniger Formeln erfiillt als 1.

e Wir kennen die Robinson-Arithmetik.
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Vorlesung 7: Vollstandigkeitssatz fiir ein Fragment der Arithmetik

Wir werden sehen, dass die Robinson-Arithmetik nicht vollsténdig fiir die Arithmetik ist.
Das folgt aus der Korrektheit der Robinson-Arithmetik

und den bekannten Eigenschaften des Nicht-Standardmodells 8.
AuBerdem werden wir einen ,, Teil der Arithmetik" sehen, fiir den die Robinson-Arithmetik
vollstandig ist:

die Arithmetik aus Formeln ohne unbeschrankte Allquantoren.

Die Robinson-Arithmetik ist soetwas wie eine ,, minimale nicht-triviale” Arithmetik.
Die Peano-Arithmetik erlaubt zusatzlich Induktions-Beweise.
Wir werden sehen, wie man Induktion formal in ein Beweissystem aufnimmt,
und dass man damit viele ,einfache” arithmetische Formeln beweisen,
bei denen das in der Robinson-Arithmetik nicht geht.



VLO7: Vollstandigkeitssatz fiir ein Fragment der Arithmetik
Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens fiir die Pradikatenlogik
Unvollstandigkeit der Robinson-Arithmetik
Vollstandigkeit der Robinson-Arithmetik fiir 1-Formeln
Induktion und Peano-Arithmetik
Anhinge



7.1 Korrektheit des Natiirlichen SchlieBens fiir die Pradikatenlogik

Das Natiirliche SchlieBen ist nicht nur korrekt fiir die Robinson- Arithmetik, sondern
dariiberhinaus auch fiir die Pradikatenlogik.

Lemma 7.1 (Korrektheit von |- fiir die Pradikatenlogik)

Fiir alle arithmetischen Formeln o« und alle Formelmengen I gilt:
wenn I b «, dann T II? Q.

Der Beweis steht im Anhang. Aus dem Lemma folgt direkt
Folgerung 7.2 (Korrektheit von | fiir die Robinson-Arithmetik)

Fiir alle arithmetischen Formeln o gilt: wenn Q 7 «, dann (0) II? Q.
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7.2 Unvolistandigkeit der Robinson-Arithmetik

Im Beweis des Korrektheitslemmas (7.1) fallt auf,
dass nirgends die Eigenschaften der Addition oder Multiplikation bendtigt werden.

Der Beweis geht fiir alle Modelle, also auch fiir andere Arithmetik-Modelle als 91,
die die Robinson-Axiome erfiillen.

Wir haben bereits das Nicht-Standardmodell 8 gesehen, das folgende Eigenschaften hat:
B Q und BZVx(0+x = x).

Mit dem Korrektheitslemma (7.1) und (6.13) folgt direkt
Satz 7.3 (Robinson-Arithmetik ist nicht vollstindig)

Ol Vx (0+x=x) und NEVx (0+x=x).

[Eine (Axiomen)menge S heiBt vollstindig (fiir die Arithmetik), wenn fiir alle Formeln a gilt: S |7 o gdw. M= o]
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Dazu noch eine Bemerkung:

Lemma 7.4

Fiir alle variablenfreien arithmetischen Terme T gilt: O 0+7=r.
Insbesondere gilt fiir alle n € N: Q- 0+7n=n.

Beweis:

Da (0+7)" = 7" folgt Q=0+ 7 =72 mit (5.4) und (6.12).

Mit Q b 7 = 7% (ebenfalls (5.4) und (6.12)) sowie der Symmetrie und Transitivitat von
= folgt Q-0+7=r. N4

Es gilt also nicht:
wenn Q-0+ 71 =nfir alle n € N, dann Q }Vx 0+ x = x, bzw. allgemeiner
wenn Q b () fiir alle n € N, dann Q I Vx ¢(x).

¢(x) ist eine Formel ¢ und die Betonung, dass sie eine freie Variable x hat.
(1) ist abkiirzende Schreibweise fiir ¢[7/x].

Unvollstindigkeit der Robinson-Arithmetik 1.7.4



7.3 Robinson-Arithmetik ist vollstidndig fiir ¥,-Formeln

Wir haben in Satz 7.3 (, ©-Nat ist nicht vollstandig”) gesehen, dass Allquantoren , Probleme machen”,
da mit ihnen auch Elemente des Universums angesprochen werden, die zusatzlich zu den
natiirlichen Zahlen im Universum sind.

Wir werden zeigen, dass das mit beschrankten Allquantoren umgangen wird (zum Preis
geringerer Ausdrucksstirke). Wir benutzen folgende abkiirzende Schreibweisen:

7 < o als Abkiirzung fiir Iv (v +7 = o).

(Dabei ist v ein Variablensymbol, das weder in 7 noch in o vorkommt.)
Vx <7 ¢ als Abkiirzung fir Vx(x <71 — ¢(x)) (beschrankter Allquantor)
dx < 7 ¢ als Abkiirzung fiir 3x(x < 7 A p(x)) (beschrinkter Existenzquantor)
Lemma 7.5 (Verbindung zwischen Mini-Arithmetik und Robinson-Arithmetik)
Sei p(x) eine Formel mit x als einziger freier Variable. Dann gilt fiir alle n € N:

Wenn Q1 ¢(0), ..., Qb5 ¢(n), dann Q- Vx <7 p(x).

Der Beweis steht im Anhang. (1) ist abkiirzende Schreibweise fiir ¢[7/x].

Verbindung zwischen Mini-Arithmetik und Robinson-Arithmetik 1.7.5



Die Idee fiir den — eingeschriankten — Vollstdndigkeitssatz

Unser Ziel ist es ja, Beweise fiir von 1 erfiillte arithmetische Formeln zu finden.

Das schaffen wir jetzt immerhin fiir Formeln ohne unbeschrankte Allquantoren.

Die Idee ist es, (auf der semantischen Seite) in den Formeln die Variablen durch die
richtigen Zahlen zu ersetzen, bis variablenfreie Formeln entstehen.

Die von 91 erfiillten variablenfreien Formeln konnen wir beweisen (5.7).

Diese Beweise kann man dann mit (7.5) und (3/) zu einem Beweis der Ausgangsformel
zusammensetzen.

Wir werden spater sehen, dass man auch nicht mehr schaffen kann.

Idee fiir die ¥1-Vollstindigkeit der Robinson-Arithmetik 1.7.6



Veranschaulichung der ldee

Nk 3x Yy <7(x) @(x,y)
l Semantik von 3
Nk Yy <7(T) (T, y)

/ ‘Z \ Semantik von Yy <7(7)

NE= (7, 0) NE @) - 9Nk @ (@)
l l l Vollstdndigkeitssatz der Mini-Arithmetik (5.7)
Ml o(3,0) Mbzo@1) o Mg e(@ (@)

\ \/ / Verbindungen zwischen Mini- und Robinson-Arithmetik
(6.12) und (7.5)
Qf7 Vy<7(@) o(1,y)
] El)
Qf7 3x Yy <7(x) ¢(x,y)

Idee fiir die ¥1-Vollstindigkeit der Robinson-Arithmetik 1.7.7



Formeln ohne unbeschrankte Quantoren

Wir definieren nun Mengen von Formeln, die syntaktisch ,,einfach” sind, da sie nur
beschrankte Quantoren und eine Sorte unbeschrankter Quantoren haben.

Definition 7.6 (A,-Formeln)

1. Jede quantorenfreie Formel ist eine Ag-Formel.

2. Sei p eine Agp-Formel, und & sei ein Term ohne x und ohne in ¢ gebunden
vorkommende Variablen.

Dann sind Vx <k ¢ und dx < Kk ¢ ebenfalls Ag-Formeln.

Jede geschlossene Formel ohne unbeschrankte Quantoren ist dquivalent zu einer
Ap-Formel.
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Beispiel
Wir hatten bereits die Formel ,, x ist eine Primzahl*

X#O/\X#T/\Vy<(Elzy—|—z:x)—>((32 (y-z=x))=(y=1Vy=x) )) :
y<x y teilt x

Man sieht leicht, dass der V-Quantor bereits beschrankt ist:
xZOAXxAZTAVy <x ((Fz(y-z=x)) = (y=1Vy=x)).
Und den 3-Quantor kann man auch beschréanken (das ist keine dquivalente Umformung):
xZO0Ax#TAVy <x ((Fz<x(y-z=x)) > (y=1Vy=x)) .
Nun kann man die Quantoren an den Anfang der Formel ,,ziehen":
op(x) = Vy<xVz<x (x;éO/\x;éT/\(y-z:x—>(y:1\/yzx) ) )

©p(x) ist eine Ag-Formel fiir , x ist Primzahl".
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Formeln ohne unbeschrinkte Existenzquantoren

Definition 7.7 (I1;-Formeln)

1. Jede Ay-Formel ist eine I1;-Formel.

2. Sei ¢ eine N;-Formel, und « sei ein Term ohne x und ohne in ¢ gebunden
vorkommende Variablen.

Dann sind Vx ¢, dx < Kk ¢ und Vx < Kk ¢ ebenfalls I1;-Formeln.

Wir haben bereits gesehen,
dass die N;-Formel Vx ( 0+ x = x ) von 91 erfiillt wird,
aber in der Robinson-Arithmetik nicht bewiesen werden kann (7.3).
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Beispiel

Der Satz von Bertrand-Tschebyschow sagt:
fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt: es gibt eine Primzahl zwischen n und 2n.

Das wollen wir als arithmetische Formel ausdriicken:

Vn 3u<§-n<n:0Vn:Tv( Gw<nn+s(w)=u)Au#2-n /\go,,(u)))

wn<u<2n(41)"

[\ J/

~
L h<u<2n"

Wir ziehen noch den Quantor nach vorne und sehen, dass eine M1;-Formel herauskommt:

Vn Ju<2-n dw<n <n:0 V=1V (n+s(w)=u A u#2-nA gpp(u)))

...wenn man die Quantoren von ¢,(u) nach vorne zieht ...
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Noch ein Beispiel

Die Goldbachsche Vermutung

Jjede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen
wurde 1742 aufgestellt und ist ungelost — sie ist weder bewiesen noch widerlegt.
Sie lasst sich als folgende N;-Formel 6 beschreiben:

Vx <(§<x/\3c<x§-c:x) — Ja<x3Ib < x (pp(a) ANpp(b) Aa+ b=x) )
Man weiB also nicht ob 91k 6.
Die Negation von 6 ist dquivalent zu
Ix <(§<x/\§|c<x§-c:x) A Va<xVb<x ((pp(a)Agp(b))—a+b#x) )
Das ist eine Formel ohne unbeschrankten Allquantor.

(2014 zeigte Harald Helfgott, dass jede ungerade Zahl > 7 die Summe dreier Primzahlen ist.)
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Formeln ohne unbeschrankte Allquantoren

Definition 7.8 (X;-Formeln)

1. Jede Ay-Formel ist eine X ;-Formel.

2. Sei ¢ eine X1-Formel, und x sei ein Term ohne x und ohne in ¢ gebunden
vorkommende Variablen.

Dann sind dx ¢, dx <k ¢ und Vx < Kk ¢ ebenfalls o;-Formeln.

Lemma 7.9 (von 91 erfiillte geschlossene ¥ ;-Formeln sind aus Q herleitbar)

Sei a eine geschlossene ¥_1-Formel. Wenn )t I? a, dann Ql— o

Y -Formeln 1.7.13



Beweis:
Wir fiihren den Beweis mittels Induktion tiber die Anzahl der Quantoren von «.

IA: « ist eine geschlossene quantorenfreie Formel — also eine Formel der Mini-Arithmetik.
Aus N« folgt M a (5.6), und daraus folgt Q t5 a mit (6.12).

IV: Fiir jede geschlossene ¥;-Formel § mit k Quantoren gilt: ~ aus 91k= f folgt QI 5.

IS: z.z.: Fiir jede geschlossene ¥ ;-Formel o mit k + 1 Quantoren gilt:
aus NE= «a folgt Q I .

Sei « eine geschlossene ¥ 1-Formel mit k 4+ 1 Quantoren.
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Fall 1: avist 3x B(x) (das kann auch ein beschrankter 3-Quantor sein).

Da M k= «, gilt NE= B(7) fir ein n € N.

B(n) ist eine geschlossene ¥ ;-Formel mit k Quantoren.
Mit der IV folgt Q= 3(n).

Also gibt es folgende Herleitung von Sequenten.

(1) > 3(n) (IV)
(2) Vx—=5(x) » Vx—p5(x)
(3) Vx=B(x) » —p(n) (VE)(2)
(4) Vx=8(x) » L (— E)(1)(3)
(5) > —VxB(x) (= 1)(4)
S B(x)

Damit haben wir Q I 3x 5(x).
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Fall 2: o ist Vx < 7 f(x).

Aus N k= a folgt NE= 5(0), NE= B(I), ..., Nk=B(T7).

Die Formeln (0),... 75(7_‘37) sind geschlossene ¥ ;-Formeln mit k Quantoren.

Nach IV gilt dann Q= 5(0), ..., QF B(™).

Mit (7.5) folgt Q5 Vx <7 B(x). O
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Der Beweis von Lemma (7.9) ist konstruktiv.

Er gibt an, wie man eine von I erfiillte X;-Formel mit Natiirlichem SchlieBen herleiten kann.
Zur Skizzierung der Gesamtidee betrachten wir ein Beispiel fiir eine Formel 3x Yy <7(x) ¢(x,y).
Da 91E= 3x Vy <7(x) ¢(x,y), gibt es ein u € N, so dass fiir alle v < 7(1)”" gilt: NE= (T, V).

Die Herleitung der Formel wird dann wie folgt konstruiert.

£
I ] E
\ [ [ \ / 3
\ (5.5) / \ (5.5) | \ (5.5) g_
von N erfiillte von N erfiillte von 91 erfiillte Li- %
Literale aus (1, 0) Literale aus ¢(u,1) o terale aus (o, 7(1)) z
(3.10) (3.10) (3.10) &
(1, 0) (@, 1) - (@, 7(3) 3

7.5
(7.5) >
vy <7(v) ¢(d,y) 3
@n 2
Ix Yy <7(x) #(x,y) =
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Aus Lemmas (7.2) und (7.9) erhalten wir

Satz 7.10 (Vollstandigkeitssatz der Robinson-Arithmetik fiir X;-Formeln)
Sei o eine geschlossene ¥1-Formel.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. O«

2. 9 I= o

3. Nk«

Beweis:

(1) = (2) ist Lemma (7.2),

(2) = (3) folgt aus NE= Q (6.13), und

(3) = (1) ist Lemma (7.9). v

Vollstindigkeitssatz der Robinson-Arithmetik fiir ¥-Formeln 1.7.18



7.4 Induktionsbeweise und Peano-Arithmetik

Um liber Vollstandigkeit fiir 2;-Formeln hinauszukommen, muss man die Axiomen-Menge
vergroBern.

Definition 7.11 (Induktions-Schema)

Sei (x) eine arithmetische Formel mit einer freien Variablen x.
Dann ist

(9(0) A ¥x ((x) = ¢(s(x)) ) ) = (Vx (x) )
das Induktions-Schema aus ¢(x).

Falls ¢ freie Variablen x, y1, ..., y, hat (und keine anderen),
dann ist

sy (@(0) AVx (9(x) = 9(s(x)) ) ) = (Wx o(x) ) )

der universelle Abschluss eines Induktions-Schemas aus .
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Definition 7.12 (IA, und IA,-Nat)

[A, ist die Formelmenge Q vereinigt mit allen
geschlossenen Induktions-Schemata und
universellen Abschliissen von Induktions-Schemata,
die aus Ag-Formeln entstehen.

Natiirliches SchlieBen mit zusatzlicher Axiomenmenge I1Aq wird mit 1Ay-Nat bezeichnet.

Beispiele:

fiir die Ag-Formel x +0 = x ist
(0+0=0AVx(x+0=x—s(x)+0=s(x))) = (Vx x+0=x)

in IA¢ (das ist ein Induktions-Schema fiir eine Ag-Formel), und

fiir die Ap-Formel x +y =y + x ist
Vy[(0+y=y+0AVx(x+y=y+x—=s(x)+y=y+s(x)) >Vxx+y=y+x]

in IA¢ (das ist der universelle Abschluss eines Induktions-Schemas fiir eine Ag-Formel).
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Lemma 7.13 (IA,-Nat kann mehr als Q-Nat)
Ao Vx (0+x =x).

Beweis: 0+ x = x ist eine Ap-Formel mit der einzigen freien Variablen x.
Das Induktions-Schema daraus ist in IAg und ist die folgende Formel a:

(o+0:o AVx (0+x=x — 0+s(x):s(x))> = (vx (0—|—x:x))

(1) »0+0=0 Lemmas (5.4) und (6.12)
2)0+x=x» 0+x=x

(3) > 0+ s(x) =s(0+x) (Q5)(VE)(VE)

(4) 04+ x=xm» 0+ s(x) =s(x) (= E)(2)(3)

(5) > (0+x=x) = (04 s(x) = s(x)) (= N(4)

(6) » Vx ((0+x=x) = (0+s(x) =s(x))) (V1)(5)

(7) » 0+0=0AVx ((0+x=x)—= (0+s(x)=s(x))) (A(1)(6)

(8) | e (Induktionsschema von 0 + x = x)
(9) > Vx (0+x=x) (— E)(T)(8)
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[1,-Formeln sind geschlossene Formeln, die aus 2;1-Formeln entstehen,
indem beliebige beschrinkte Quantoren oder Allquantoren (...) an den Anfang der Formel
geschrieben werden.

Es gibt eine X;-Formel £(x, y), die die Exponentialfunktion darstellt:
d.h. fiir alle m, n € N gilt:  91k=e(m, n) gdw. 2™ = n.

Die Formel Vx Jy e(x, y) ist eine MN,-Formel, die von D erfiillt wird

(. die von ¢ dargestellte Funktion ist total®).

Man kann zeigen, dass IAq b Vx Jy e(x, y).

Lemma 7.14

[Ao-Nat ist nicht vollstandig fiir M,-Formeln.
Aber:

Lemma 7.15

I¥; b Vx Jy e(x,y).
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Peano-Arithmetik

Definition 7.16 (Peano-Arithmetik)

PA ist die Formelmenge Q vereinigt mit allen Induktions-Schemata,
die aus arithmetischen Formeln entstehen.

Natiirliches SchlieBen mit zusatzlicher Axiomenmenge PA wird mit PA-Nat bezeichnet.

Das nachste Ziel ist der Beweis des Unvollstandigkeitssatzes von Godel:
PA-Nat ist nicht vollstandig fiir arithmetische Formeln.

Das werden wir mit Begriffen der Berechenbarkeitstheorie machen . ..
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Robinson-Arithmetik: Grenzen der Beweisbarkeit

Qb7 ¢(0),..., 2k o(A)
ES ngVx <7 p(x)
@)

Ql7 a
(6.10f)

o2lFa fiir 1-Formeln a:

(66) Ol agdw. NE a

(7.10)
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Anhang: Beweis von Lemma 7.1

Der Korrektheits-Beweis wird wieder induktiv tiber die Lange der Herleitung der Formel
geflihrt. Bei der Herleitung kénnen auch Hypothesen benutzt werden.
Deshalb brauchen wir erstmal eine Verallgemeinerung von k.

Definition 7.17 (semantische Folgerung |F)

Sei « eine arithmetische Formel und ' eine Menge arithmetischer Formeln.

Y1, ..., Ym seien alle frei vorkommenden Variablen in [ und a.

o heiBt semantische Folgerung von I (' [ ), falls

fiir alle Arithmetik-Modelle 1 und alle wy, ..., w, € Uy gilt:
wenn A= T[W1/y1]. .. [Win/ym], dann AE= a[dn /y1] . .. [Wm/ym].
Dabei ist Uy das Universum von 2.
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Lemma 7.1
Fiir alle arithmetischen Formeln o und alle Formelmengen I gilt:
wenn [ |7 o, dann II? Q.

Beweis: mittels Induktion iiber die Lange der Herleitung.

IA: die Herleitung ist der Sequent o » « oder » 7 = 7.
A erfiillt o |I§ o, bzw. 2 I? 7 = 7 gilt offensichtlich.

IV: wenn I » « eine Herleitung der Linge < n hat, dann folgt ' [ a.

IS: Wir betrachten Sequenten mit Herleitungen der Lange n+ 1.
Falle 1-5 sind wie im Beweis des Korrektheitslemmas fiir die Aussagenlogik (2.4).
Zusétzlich missen die Regeln fiir den Allquantor und fiir = betrachtet werden (Félle 6-9).
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Fall 6: Anwendung von (V1).

Im letzten Herleitungsschritt entsteht I » Vx; ¢ durch Anwendung von (V/) auf I » ¢,
wobei x; in keiner Formel in I frei vorkommt.

Zu zeigen ist: [ | Vx; ¢.

Sei 2 ein Arithmetik-Modell mit Universum Uy, und

seien yi, ..., Ym die freien Variablen in I, ¢ auBer x;.

Dal II? © gemaB IV, gilt (1) fiir alle wa, ..., wp, v € Uy:
wenn A = T/ yqlgy[V/xi], dann A= @[ Wg/yqlg,[V/xi].
Da x; nicht frei in ' vorkommt, ist ['[Wg/yqlaq[V/xi] = T{Wq/yqlqy

Damit folgt aus (1), dass fiir alle wy, ..., wy, € Uy:
wenn = T[Wg/yglaq, dann gilt fiir alle v € Ux: A= ¢[Wq/yqlgeq[V/xi]-

Mit der Semantik von V folgt dann fiir alle wy, ..., w,, € Uy:
wenn L= T[Wq/yqlgq, dann gilt 2= Vx;: o[Wq/yqlgly-
D.h. FH?VX;QO.
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Fall 7: Anwendung von (VE).

Im letzten Herleitungsschritt entsteht I » [7/x;] durch Anwendung von (VE) auf [ » Vx; ¢,

wobei 7 frei fiir x; in ¢ ist.
Zu zeigen ist T | o[7/xi].
Sei A ein Arithmetik-Modell mit Universum Uy, und
seien yi,...,¥m die freien Variablen in ') Vx; ¢, 7.
Da I | Vxi p gemaB 1V, gilt
(1) fiir alle wy, ..., wm € Us: wenn A= T[Vg/yelg g, dann A= Vx; g/ yglg-:-
GemaB Semantik von V folgt daraus, dass fiir alle wy, ..., w, € Usy:
wenn 2 = ['[Wq/yqlgq, dann gilt fiir alle v € Ux: AE; o[V/xi][Wg/yql g1

Da {(T[Wq/yq]g;l)m | wi € U} C Uy, folgt fiir alle wy, ..., wy, € Uy:

U-
wenn 2 = ['[Wq/yglgq, dann gilt fir alle v € Ur: A= o[V/xi][Wq/yqlgy-

Statt (7[Wq/yql7;)? fiir x; einzusetzen, reicht es auch 7 einzusetzen.

Das ergibt: fiir alle wi, ..., wy € Uy: wenn U= T[Wg/yglgq, dann gilt A= o[ /x][Wq/yglg-:-

D.h. Tl o[r/xi].
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Fall 8: Anwendung von (= /).
Der letzte Herleitungsschritt ist » 7 = 7, und 7 habe Variablen y1, ..., ym.
Fiir alle wi, ..., wy, € Uy gilt offensichtlich A (7 = 7)[Wq/yqlq1 -
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Fall 9: Anwendung von (= E).
Im letzten Herleitungsschritt entsteht ' » [7/x;] durch Anwendung von (= E) auf A » p[o/x]
und A’ » o =7 mit [ = AUA’, wobei o und 7 frei fiir x; in ¢ sind.
Zu zeigen ist: T | o[7/xi].
Sei 2 ein Arithmetik-Modell mit Universum Uy, und
seien y1, ..., ym die freien Variablen in I', ¢[7/x;], 0.
DaT 5o =1 gemiB IV, gilt fir alle wi, ..., wn € Uy:
wenn 2 = [Wg/yqlgly, dann 2A = (o = 7)[Wg/yqlgls-
GemiB der Semantik von = heiBt das: (1) fiir alle w, ..., w, € Uy:
wenn Ql'? r[VVq/Yq];nzlv dann (0'[‘7‘/(7/%1]37:1)Ql = (T["N‘/q/)’q]qmzl)gl-

(ol /yalz )2 = (vl yalms)™
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Da I ¢[o/x] und gemaB IV, gilt (2) fiir alle wy, ..., wy € Us:
wenn 2 I? r[VNVq/Yq];nzlv dann 2 I? ‘P[U/Xi][wq/)/q]ngl-
Da o frei fiir x; in ¢ ist,
ist go[o/x,-][v"vq/yq];"::l gleich @[U[Wq/)/q]g;l/xi][Wq/)/q]ngl-
Da man statt eines variablenfreien Terms auch das Element des Universums, zu dem er

ausgewertet wird, schreiben kann, folgt aus (2):
fur alle wy, ..., wy, € Uy gilt:

wenn A I? r[Wq/Yq]?:lv dann A I? ‘P[(U[Wq/)’q];nzl)m/xi][Wq/Yq]ngl-
Mit (1) heiBt das:
fur alle wy, ..., wy, € Uy gilt: -
wenn A= T[g/yqlgly, dann A= o[(7[ig/ yqlg-1)* /xi][Wa/Yelg—1-
Jetzt konnen wir das Element des Universums wieder durch den Term ersetzten und die
Substitutionen herausziehen und erhalten:

fur alle wy, ..., wy, € Uy gilt:
wenn Q”? r[VNVq/Yq];nzlv dann QH? ‘P[T/Xi][‘/NVq/Yq];nzl-

D.h. TIE: o[r/xi].
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Anhang: Beweis von Lemma 7.5

Die folgenden (technischen) Lemmas dienen dem Nachweis, dass mit beschrankten
Quantoren nur natiirliche Zahlen im Universum eines Modells erreicht werden konnen.

o Wenn ¢(0) oder ¢(1) oder ...oder (n) herleitbar ist, dann ist auch Ix < 7 ¢(x)
herleitbar. (Lemma 7.19)
o Wenn (0), (1), ...,»(n) herleitbar sind, dann ist auch Vx < 7 ¢(x) herleitbar.

(Lemma 7.5)

Lemma 7.18 (< lasst sich in der Robinson-Arithmetik reprasentieren)
Seien m,n € N.

1. Falls m < n, dann Qb 3v (v+m=n) (dh Qb m<n)

2. Fallsm>n, dann Qb —3v (v+m=n) (dh Ql-m«Ln)
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Beweis.

Sei m < n.

Dann gilt a+ m = n fiir ein a € N, und Q-3+ m = 7 folgt mit Lemmas 4.19 und 6.12.

Mit (3/) erhalten wir daraus Q> 3v (v+m="n).
Sei m > n.
Behauptung: fiir alle n€ Nund m > ngilt Q,v+m=nk; L.
Beweis der Behauptung mittels Induktion tber n.
IA: n=0. Zu zeigen: firalle m>0gilt Q,v+m=0}k L.
v+tm=0p»v+m=0
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IV: fir alle m > k gilt Q,v+m=ki; L

IS: zu zeigen: fiir alle m > k +1gilt Q,v+m=k+ 1 L.

(Dv+m=k+1lwpv+m=k+1

(2) » v+m=s(v +m) (Q5)(VE)
(3) v =k+1wms(v+m—1)= - (= E)(1)(2)
(4) > s(v+m—1): —v+m—1=k (Q2)(VE)
G)v+m=k+1lwv+m-1=k (— E)(3)(4)
6)v+m=k+1p» L (5)(1V)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Nun wieder zuriick zum Beweis von: aus m > n folgt Qt-—-3v (v+m=n).
(I)3v(v+m=n)w» Iv(v+m=n)

) v+m=n » L (Behauptung)
)Iv(v+m=n)» L (3E)(1)(2)
) » v (v+m=mn) (=13 v
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Das folgende Lemma brauchen wir nicht,
aber es ist einfach zu beweisen und rundet die Sache ab ...

Lemma 7.19

Fiir alle n € N und alle Formeln ¢(x) gilt:
Wenn QI ¢(0) oder Q I (1) oder ... oder Q \= (1), dann Q I Ix < 7 ¢(x).

Beweis:

(1) » ¢(a) Voraussetzung, fiir ein a < n

(2) »a<n Lemma 7.18 (da a < n)

(8) »a<7m A (3 (AN1)(2)

(4) » Ix (x<AAN@(x)) (3(3) v

Den Rest des Abschnittes brauchen wir,

um die entsprechende Aussage fiir den Allquantor (Lemma 7.5) zu beweisen . .. .



Die Implikationsrichtung von rechts nach links des folgenden Lemmas
ist der Kern des Beweises von Lemma 7.5.

Die andere Implikationsrichtung ist nicht schwer zu beweisen,

und wir benutzen sie zur Veranschaulichung der Benutzung einer Verallgemeinerung von (VE).

Lemma 7.20

Fiir alle n € N gilt:
Ql (x=0Vvx=1V...Vx=7) < x<7

17 36



Beweis von Q - (x=0Vx=1V...Vx=7) > x<T7

Wir benutzen eine verallgemeinerte Variante von (VE).

QL 0<™n, ..., Q1 <7 stammen aus Lemma (7.18).
:O =n
Ix ]1(5ymm. =) bx n]l(Symm
0=x 0<n n=x n<n
—E) -
x<Tn x<n

[x=0Vx=1V...Vx=n]
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Beweis von Q| x<7i— (x=0Vx=1V...Vx =)

Wir beginnen mit einer (einfachen) Beobachtung.
Beobachtung 1
Fiir alle n € N gilt: Q, s(y)<n+1 7 y<n.

Beweis der Beobachtung:

(D)3v(v+sy)=n+1)» 3v(v+s(y)=n+1)

(2) v+s(y)=n+1 w»v+s(y)=n+1

(3) > v+s(y)=s(v+y) (@5)(VE)(VE)
(4) v+s(y)=n+1 w»s(v+y)=n+1 (= E)2)(3)
(5) »s(v+y)=n+1l—=v+y=7 (Q2)(VE)VE)
(6) v+s(y)=n+1 w»v+y=n (= E)4)(5)
(7) v+s(y)=n+1 »3v(v+y=n) (31(6)
@)3Iv(v+s(y)=n+1)» 3v(v+y=n) 3E)(1)(7)

Der Beweis wird mit Induktion iiber n gefiihrt.
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IA: n =0.

Zu zeigen ist Ql?x<0—>x:0.

Vx (x # 0 — Ju x = s(u))

VE)
x#£0— Jux =s(u) [x # 0]3
[v+x=0 [x=s(u) (= E) Ju x = s(u)
v+s(u)=0
VxVy (x + s(y) = s(x +y)) (VE)
v+ s(u) =s(v+u) (= E) Vx 0 # s(x) (VE)
0=s(v+u) 0 # s(v+u) (= E)
= (FE)
[x < 0]s 1 (3E),

(RAA)s
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|S:LL:W&HIQh;xgﬁ—+X:0VX:TV.”VX:ﬁ,

dam1Qh;x<n+1—+XZOVX:TVH.Vx:n+1.

> x =s(y)
> v (v+x=n+1)
s(y),x<n+1» 3Jv (v+s(y)=n+1)

> x=0V3dy x=s(y)

X<n+lp x=0Vx=1V...Vx=n+1

x=s(y) »x<n+l—ox=0Vx=1V...
x=0 P x=0Vx=1V...Vx=n+1
x=0 P x<n+l-o-x=0vx=1V...

P x<n+l—->x=0vx=1V...

Vx=n+1

Vx=n+1l

Vx=n+1

(= E)1)(2)
mit Beobachtung 1 aus (3)
(— E)(Voraussetzung)(4)

Ax. Vx (x #0 — Jy x = s(y))
(VE)(13)(12)(10) v
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Lemma 7.5
Fir alle n € N gilt:
wenn Qb ¢(0), ..., Qk> ¢(n), dann Q- Vx <7 ¢(x).

Beweis:  (Wir benutzen wieder eine verallgemeinerte Variante von (VE) und die Symmetrie von =.)

[x <72
— (7.20)
x=0Vx=1V Vx=n 0 x = 0]; i x = 7l
©(0) [ ](:E) e | ]:)
o(x) e(x)
(VE)
o(x)
— (—>/)2
x <N — p(x)
(V1)

Vx (x <7 — p(x)) v
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