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Kapitel 1

Einfiihrung und Ubersicht

1.1 Allgemeine Problemstellung

Definition. Gegenstand der Numerischen Mathematik ist die Konstruktion und die
Analyse von Algorithmen zur Losung stetiger Probleme der Mathematik.

Literatur. Es gibt viele brauchbare Biicher zur Numerischen Mathematik. Ich emp-
fehle hier nur zwei Biicher, die mir besonders gut gefallen.

D. Kincaid, W. Cheney: Numerical Analysis. Brooks/Cole. 3. Auflage 2002. (Jetzt
bei der American Math. Soc. erhiltlich, 89 US Dollars.)

M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-
schaftlichen Rechnens. Teubner Verlag, 3. Auflage 2009.

Bemerkung. Die Numerische Mathematik erscheint oft als eine Summe von Rezepten
fiir eine Vielzahl von numerischen Problemen. Wir wollen in einem ersten Kapitel etwas
Ubersicht gewinnen und zeigen, wie die Probleme der Numerik allgemein aussehen.

Wir beginnen mit einer Liste von typischen Aufgaben, wobei wir jeweils ein Beispiel
angeben.

Typische Aufgaben der Numerischen Mathematik.

1. Nichtlineare Gleichungen. Beispiel: Bestimme z € [0, 1] mit = cosx oder f(z) =
x —cosz = 0.

2. Rekonstruktion von Funktionen (Interpolation und Ausgleichsrechnung). Bei-
spiel: Gesucht ist (eine Ndherung von) f € F, wenn nur endlich viele Funkti-
onswerte f(a;) =0b; (fiir i = 1,...,n) bekannt sind.

3. Numerische Integration. Beispiel: Gesucht ist fol e d.

4. Lineare Gleichungssysteme. Beispiel: Sei H = (h;;) mit h;; = 1/(i +j — 1) fir
1 <4, 5 <n die sogenannte Hilbertmatriz der Ordnung n. Gesucht ist die Losung
von Hx =y fiir y; = 1/(n +1).



5. Lineare Optimierung: Diese Probleme sind von der folgenden Form. Gesucht ist
xr € R" mit Az < b (komponentenweise) und L(z) = max! Hierbeiist L : R* — R
linear und A ist eine m x n Matrix und b € R™.

6. Berechnung von Eigenwerten. Beispiel: Berechne die Eigenwerte der Hilbertma-
trix H der Ordnung n.

7. Nichtlineare Gleichungssysteme und nichtlineare Optimierung. Beispiel: Gesucht
ist eine Losung des Systems x = sin(z + y) und y = cos(x — y).

8. Losung von Differential- und Integralgleichungen. Beispiel: Gesucht ist eine Losung
der Anfangswertaufgabe (Pendelgleichung) y” + siny = 0 mit y(0) = 0 und
y'(0) = ¢ > 0.

Abstrakte Version der Problemstellung. Gesucht ist bei diesen Problemen je-
weils eine Zahl, ein Vektor im R* oder eine Funktion, allgemein ein Element g eines
normierten Raumes G. Dabei hingt g in jeweils spezifischer Weise ab vom Problem-
element f, das allgemein auch wieder Element eines normierten Raumes F) ist. Diese
Abhéngigkeit beschreiben wir durch eine Abbildung

S:F—G@G,

die nur auf einer Teilmenge F' C F; definiert sein muf3.
Bei 1) ist etwa

F={feC0,1]] f(0) <0, f(1) > 0 und f ist strikt monoton}

und G = R mit
S(f) = f71(0) = die Nullstelle von f.

Bei 4) ist entsprechend etwa F' = {A € R"™ | A ist regulir} x R” und G = R" mit
S(A,h) ==z genau dann, wenn Ax = h,

d.h. S(A,h) = A7 Lh.

Diese beiden Beispiele unterscheiden sich allerdings in einer wichtigen Hinsicht: Beim
Gleichungssystem Ax = h sind i.a. sowohl A als auch h bekannt, die Losung x ist dann
durch die Vorgaben (durch die gegebene Information, die aus endlich vielen Zahlen
besteht) eindeutig bestimmyt.

Dagegen kann eine monotone Funktion f i.a. nicht als vollstdndig bekannt angese-
hen werden, da die monotonen Funktionen eine unendlichdimensionale Menge bilden.
Lediglich einzelne Funktionswerte (von f oder auch von einer Ableitung von f) kénnen
in die Rechnung eingehen, nicht f selbst.

Mit so einer unvollstindigen Information 148t sich die Nullstelle S(f) = f~1(0) von
f i.a. nur ndherungsweise bestimmen.

Allgemein wird man also noch mit einer Informationsabbildung N : F — R™ arbeiten
miissen. Bekannt ist nicht f € F, sondern lediglich N(f) € R", wobei bei einem



endlichdimensionalen F natiirlich N die identische Abbildung sein kann. Man spricht
dann von vollstéandiger Information. Ist /' ein Raum von Funktionen, so kann z.B.

mit gewissen Knoten i, ..., z, gelten.

Gesucht ist also eine Ndherung S von S : F' — G, wobei nur eine endliche Informa-
tion N benutzt werden kann. Die Niherung S muf} also von der Form S = ¢ o N mit
N :F — R"” und ¢ : R" — G sein. Im allgemeinen gilt dann S # S fiir alle solchen S,
man muf also einen Fehler in Kauf nehmen und wird natiirlich versuchen, diesen klein
zu machen.

Computermodelle. Man interessiert sich fiir den Aufwand, der nétig ist, um gewisse
Probleme der Numerik zu l6sen. Man geht dabei allerdings nicht von konkreten Compu-
tern aus (dann miifite man ja fiir jeden Computer eine eigene Theorie machen), sondern
von abstrakten Rechenmaschinen. Da es verschiedene solcher ,abstrakten Rechner*
gibt, die in der Informatik und Numerik nebeneinander benutzt werden, ist es sinnvoll,
mit ein paar Bemerkungen zu diesem Thema zu beginnen.

Bei jedem Typ von Komplexitatstheorie wird festgelegt, welche Operationen (mit
welchen Objekten) erlaubt sind und was sie (an Rechenzeit) kosten. Die Kosten, die fiir
die Losung eines Problems mindestens nétig sind, bezeichnet man als die Komplexitdt
des Problems.

In der Informatik werden meist diskrete Probleme betrachtet. Die grundlegenden
Objekte sind Bits, lediglich Bit-Operationen sind erlaubt. Die Komplexitét eines Pro-
blems bestimmt sich aus der Anzahl der Bit-Operationen, die notig sind, um es zu
16sen.

Dagegen sind die grundlegenden Objekte der Numerik reelle Zahlen, Matrizen und
Funktionen. Der Aufwand einer Abbildung ¢ : R — G wird gemessen durch die Anzahl
der arithmetischen Operationen (d.h. Grundrechenarten mit reellen Zahlen, Vergleiche
von reellen Zahlen und evtl. noch andere Operationen wie Wurzelziehen) die benutzt
werden, um ¢ (fiir irgendein f aus einer vorgegebenen Menge F') auszurechnen.

Bei unendlichdimensionalen Mengen F’ ist es unrealistisch anzunehmen, daf} f € F
selbst in die Rechnung eingehen kann. Wir nehmen an, dafl gewisse Informationen, etwa
Funktionswerte oder Werte von Ableitungen, abgefragt werden konnen. Als weitere
Operation steht also ein Orakel fiir Funktionswerte (und/oder andere Funktionale) zur
Verfiigung. Pro abgefragter Wert entstehen zusétzlich die Kosten ¢ > 0, wobei meist ¢
wesentlich grofler ist als 1.

Bei endlichdimensionalen Problemen nimmt man meist an, dal f € I’ bekannt ist,
so daf} keine zusétzlichen Kosten entstehen.

Zusammenfassend erhilt man die drei in der folgenden Ubersicht gezeigten Kom-
plexitétstheorien.



diskret algebraisch numerisch
grundlegende Objekte Bits, rat. Zahlen reelle Zahlen Funktionen u.a.
Daten = Objekte = Objekte z.B. Funktionswerte
Information vollsténdig vollstéandig unvollsténdig
Kosten der Information | keine Kosten keine Kosten ¢ pro Wert
Problemgrofie Anzahl der Bits  Anzahl der Zahlen Funktionenraum
Operationen Manipulationen  arithmet. Oper. arithmet. Oper.

mit Bits mit reellen Zahlen mit reellen Zahlen
Rechenkosten Anzahl der Zahl der Operationen Zahl der Operationen

Bit-Operationen  mit reellen Zahlen mit reellen Zahlen

Beispiele. Wir geben Beispiele von Ergebnissen in jedem der drei Modelle an.

a) Diskrete Komplexitit: Edmonds (1967) zeigte, dal der GauB-Algorithmus lineare
Gleichungssysteme (mit rationalen Daten) in polynomial-beschrinkter Zeit 16st. Es
gibt also ein Polynom p mit folgender Eigenschaft. Ist ein lineares Gleichungssystem
Az = h mit rationalen a;; und h; gegeben und sei [ die Anzahl der Bits, die man zur
Beschreibung der Daten A und h braucht. Dann ist die Rechenzeit des Gauf3-Verfahrens
kleiner als p(l), wobei eine Bit-Operation pro Zeiteinheit durchgefiihrt werden kann.

Khachiyan (1979) zeigte, dafl das Problem der linearen Optimierung (fiir rationale
Daten) in polynomial beschriankter Zeit gelost werden kann.

b) Algebraische Komplexitit: Trivialerweise 16st das GauB-Verfahren jedes linea-
re Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten in einer Zeit, die durch
konst-n® abgeschitzt werden kann. Dagegen ist bis heute nicht bekannt, ob das Problem
der linearen Programmierung in polynomial beschrinkter Zeit gelost werden kann — ins-
besondere sind die Algorithmen von Khachiyan oder von Karmarkar nicht polynomial
beschrénkt.

c) Komplezitit in der Numerischen Analysis (auch information-based complexity
genannt): Sei

F={f:[0,1]* =R | feC", |ID*flls <1 fiir alle part. Abl. D* der Ordnung r}.

Das Problem der Berechnung einer Zahl 3 mit

18— f(x)dz| <e

[0,1]¢

hat eine Komplexitiit der Ordnung =%/, falls nur Funktionsauswertungen als Informa-

tionen zuléssig sind. Dies wurde von Bakhvalov (1959) bewiesen. Er hat gezeigt, daf

S von der Form
n

§(f) = Zcif(xi)

i=1
mit n < e~%" gewihlt werden kann. Die Kosten einer solchen Abbildung S betragen
offensichtlich n- ¢+ n+ (n —1).

In der Numerik sind die grundlegenden Objekte stets reelle Zahlen, Matrizen oder
Funktionen. Die diskrete Komplexitdat wird daher im Folgenden nicht mehr behandelt.



Die oben genannten Beispiele (lineare Gleichungssysteme und lineare Optimierung) zei-
gen allerdings, dafl man auch stetige Probleme innerhalb der diskreten Theorie behan-
deln kann, sofern man sich auf rationale Daten (allgemein: Daten aus einer abzéhlbaren
Menge) beschrénkt.

Definition: Kosten, Komplexitit, c-Komplexitidt.  Sei S eine Abbildung S
F — G, die zur Approximation von S : F' — G benutzt wird. Wir nehmen an, daf S
durch ein Rechenverfahren implementiert werden kann; es werden n Funktionale (z.B.
Funktionswerte) von f € F benutzt. Dann ist S : F — G von der Form S = po N mit
N:F —R"und ¢ : R" — G.

Dann sei cost(N, f) = ¢ - n, wobei ¢ > 0. Der Fall ¢ = 0 entspricht dem Modell der
algebraischen Komplexitédt. Natiirlich sind i.a. nur gewisse Abbildungen N : F© — R"
als Informationsabbildungen zugelassen.

Weiter sei cost (g, f) gleich der Anzahl der arithmetischen Operationen, die man bei
der Berechnung von ¢(N(f)) benutzt. Dann sind

cost(S, f) := cost(N, f) + cost(p, f)
die (Gesamt-) Kosten zur Berechnung von S(f) und
cost(S) := sup cost(S, f)
fer

sind die maximalen Kosten von S (auf der Klasse F). Sei nun S : F' — G irgendeine
Abbildung. Dann sei

comp(S) := Slgg cost(S)

die Komplexitét von S. Dabei erstreckt sich das Infimum iiber alle S = @o N mit einer
erlaubten Informationsabbildung /N und einer arithmetisch méglichen Abbildung ¢, so
daB S = S.

Fiir den Fall einer endlichdimensionalen Grundmenge F' haben viele wichtige Ab-
bildungen S eine endliche Komplexitdt, d.h. S 148t sich in der Form S = S = poN
schreiben, wobei NV eine erlaubte Informationsabbildung ist und ¢ sich durch erlaubte
arithmetische Operationen ausdriicken la83t.

Im unendlichdimensionalen Fall ist dagegen meist comp(S) = oo, man muf} sich
daher mit einer Ndherung von S zufrieden geben. Dazu mufl zunéchst der Fehler

A(S(f),f) =0
von S an der Stelle f geeignet definiert sein, z.B. durch

AS(f), /)= IS(f) = S

mit einer auf G definierten Norm. Dann ist der maximale Fehler von S gegeben durch
Amax(S) = sup A(S(f), f)
fer

und man definiert die e-Komplexitdt des Problems durch

comp(S, &) = inf{cost(S) | Apax(S) < £}



1.2 Kondition und Stabilitit

Kondition: Empfindlichkeit des Problems gegeniiber Eingangsfehlern. Wir
sind bisher von der Annahme ausgegangen, daf sich die Information N(f) € R™ exakt
ermitteln 1af3t und dafi auch die arithmetischen Operationen bei ¢ exakt durchgefiihrt
werden. Der dann enstehende Fehler des idealen Verfahrens S heifit auch Verfahrens-
fehler von S = po N.

Wir haben also davon abgesehen, daf§ bei der Ermittlung von N(f) iiblicherweise
mit Datenfehlern zu rechnen ist und dafl bei den arithmetischen Operationen meist
Rundungsfehler entstehen. Datenfehler enstehen z.B. durch ungenaue Messungen oder
durch Runden der im Prinzip exakt bekannten Information N(f). Datenfehler entspre-
chen einer Anderung von f € F. Wie sehr sich dadurch die exakte Losung S(f) dndert,
héngt ab von der Kondition der Abbildung S : F' — G. Die Abbildung S : F' — G heifit
gutkonditioniert, sofern kleine (absolute oder relative) Anderungen bei f € I kleine
Anderungen von S(f) ergeben. Ansonsten heiBt S schlechtkonditioniert oder schlecht-
gestellt. Diese Begriffe kann man auf folgende Weise prézisieren und quantifizieren.

Die absolute Konditionszahl K,ps von S sei die kleinste Zahl (Lipschitzkonstante)
mit

15(f1) = S(f)ll < Kavs - |1 = fo
fiir alle f1, fo € F. Es gilt also

IS(f) = S(5)]
Ko i = .
S Ty Y

Wir schreiben K, = 00, falls das Supremum nicht existiert.
Oft ist es sinnvoll, die Kondition lokal (d.h. in einem Punkt f; € F') zu definieren.
Die Zahl K,ps(f1) wird definiert durch

: 1S(f1) = S(f2)]]
Ko =1 )
’ (fl) sl_r% \|f1—f2?g£ fi#f2 Hfl - fZH

Neben diesen absoluten Konditionszahlen definiert man noch relative Konditions-
zahlen. Diese geben die Empfindlichkeit von S beziiglich Anderungen bei f an, die klein
sind im Verhéltnis von f. Das Gegenstiick zu Kps(f1) ist

| 1S(R) = S i — ol
Ko =1 : .
()=l s ST 17

Diese Zahl ist nur definiert, falls S(f;) # 0.

Denkt man bei f an einen Vektor in R", wir schreiben dann x statt f, so ist der
Fehler bei den Koordinaten z; haufig (etwa beim Rechnen mit einer festen Stellenzahl)
durch 0 - |z;| beschréankt, d.h. durch eine Zahl, die relativ zu |z;| (und nicht relativ zu
lz||) klein ist.

In so einer Situation ist es sinnvoll, die relativen Konditionszahlen komponentenweise
zu definieren, wobei man Abbildungen S : R" — R betrachtet. Die Zahl K/ () ist
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(falls S(z) # 0) definiert durch

(2) = lim sup 1S(x) = S((z1, .. i1, i + €, @ig1, -, )| - |4

Ki
=0 1S(@)] - e

rel

Stabilitdt: Empfindlichkeit des Verfahrens gegeniiber Rundungsfehlern.
Rundungsfehler entstehen wihrend der (ndherungsweisen) Berechnung von S dadurch,
daf die arithmetischen Operationen nicht exakt ausgefiihrt werden. Diese zusétzlichen
Fehler von realen Verfahren (im Gegensatz zu den bisher betrachteten idealen Verfah-
ren) hiangen von der benutzten Software ab. Daher ist es sinnvoll, die Untersuchung von
Rundungsfehlern getrennt von der Untersuchung von Verfahrensfehlern durchzufiihren.
In den Anwendungen wird meist mit einer sogenannten Gleitkommaarithmetik, d.h. mit
fester Stellenzahl, gerechnet. Es gibt aber auch Formelmanipulationssysteme und Pro-
grammiersprachen (zum Beispiel Maple oder Mathematica) die ein exaktes Rechnen
mit rationalen und anderen Zahlen ermoglichen. B

Sei S ein ideales Verfahren (zur Approximation von S) und S* eine Realisierung
von S, die gewisse Datenfehler und Rundungsfehler einschliefit.

Wirken sich Fehler, die erst im Verlauf der Berechnung von S* (durch Rundung)
entstehen, sehr stark auf das Endergebnis aus, so sagt man, das Verfahren S ist unstabil.

Man kann dies auf folgende Weise prézisieren. Das Verfahren S lasse sich in der
Form

S=TynoT, 10---0T

schreiben, wobei die T; direkt ausfiihrbare Operationen seien. Ein Fehler, der bei der
Berechnung von T; auftritt, geht in die Restabbildung

S(i)::TmO"'O i+1

als Fingangsfehler ein und wird daher von S entsprechend seiner Kondition an das
Endergebnis weitergegeben. Man wird daher einen Algorithmus S stabil nennen, wenn
die (absoluten oder relativen) Konditionszahlen aller .S @) nicht wesentlich grofier sind
als die von S. Genauer definiert man den Stabilitdtsindexr o von S durch

_maXiK(gi)
TTERE)

Hierbei ist K eine der (oben definierten) Konditionszahlen, wodurch sich verschiedene
Prézisierungen ergeben, etwa

max; Krel(§i7 fl)
Ka(S, fi)

Qrel(fl) -

Ist o wesentlich grofler als 1, so heifit S unstabil. Stabilitit ist also eine Eigenschaft
von (idealen) Verfahren.

Beispiele. Wir diskutieren kurz die numerische Berechnung (d.h. die Kondition der
Abbildungen und den Entwurf von stabilen Algorithmen) von

9



a) S(z) =va?+1—-1,zeR;
b) S(z) = x — sin(z), z € R;
S

(x) = arccos(x), —1 <z < 1.

o

)

a) Fiir kleine |z| tritt Stellenausloschung bei der Subtraktion ein, wenn man die
Formel direkt auswertet: Rechnen mit 5 giiltigen Stellen ergibt zum Beispiel

S(0,005) = 4/1,000025 — 1 ~ 4/1,0000 — 1 = 0.

Dieses Verfahren ist also unstabil (beziiglich relativer Fehler), im Beispiel erhélt man
keine einzige giiltige Stelle im Ergebnis, obwohl die Abbildung gut konditioniert ist (es
gilt Kaps() < 1 und Kiq(z) < 2 fiir jedes ). Der dquivalente Ausdruck

IL‘2
Vil +1

ergibt ein stabiles Verfahren. Das gleiche Beispiel liefert

S(x)

0,000025 2,5-107°
S(0,005) = : ~
(0,005) v/1,000025 + 1 2,0000

und damit 5 giiltige Stellen (S(0,005) = 0,00001249992. . .).

b) Hier ergeben sich dhnliche Schwierigkeiten, falls der Betrag von x klein ist.
Losung: Beniitze fiir kleine |z| eine Reihenentwicklung von S und werte die Formel
fiir grofle |z| direkt aus.

c) Die Abbildung ist fiir = nahe bei —1 oder 1 schlecht konditioniert. Man hat also
(unabhéngig von der Art der Berechnung) mit groffen Fehlern zu rechnen.

Siehe auch Aufgabe wo allgemeine Formeln fiir K, und K, herzuleiten sind.

= 0,000012500

Lineare Gleichungssysteme werden spéter genauer untersucht. Hier nur ein kleines
Beispiel dafiir, daf§ sich Fehler in der Eingabe verstarken kénnen oder auch abschwéchen

konnen: Betrachte
10 11 T\ 1
11 12) \zy) \14¢)/°

Die eindeutig bestimmte Losung ist z* = (—1 + 11e,1 — 10¢). Ist € ein Eingabefehler
(Rundungsfehler oder MeBfehler), so verstérkt sich dieser im Ergebnis etwa um den
Faktor 10.

Betrachte im Vergleich dazu das System

Die eindeutig bestimmte Losung ist

23 +11e 1—-10e
241 7 241

' = ( ).

Ist ¢ ein Eingabefehler, so wird dieser im Ergebnis gedampft.

10



Wir werden spéter sehen, dafl (bei symmetrischen Matrizen) der Grolenunterschied
der Eigenwerte eine wichtige Rolle spielt: Im ersten Beispiel sind die Betriage der Ei-
genwerte (Ao = 11 & 1/122) sehr verschieden, im zweiten Beispiel sind sie fast gleich

grof (A1 = —1+ v/242).
Zusitze und Bemerkungen.

e Zum Verstéindnis des Begriffs der Stabilitét ist es wichtig zu wissen, wie der Computer iiblicher-
weise rechnet (Gleitkommaarithmetik). Dazu findet man in vielen Biichern Hinweise, besonders
anschaulich im Buch von Kincaid und Cheney (Chapter 2). Siehe auch die Hinweise bei den
obigen Beispielen.

e Grundlagenfragen der Numerik, wie sie in Abschnitt 1.1 angedeutet wurden, werden iiblicher-
weise wenig behandelt. Zum Weiterlesen eignen sich [28] [30].

o Das klassische Modell der Berechenbarkeit (,,bit number model*) wird in [6] sehr gut entwickelt.
Fiir die Berechenbarkeit iiber der Menge der reellen Zahlen (wegen der wichtigen Arbeit [2]
spricht man auch vom ,, BSS-Modell“) verweise ich auf die Einfithrung [3]. Das Berechenbar-
keitsmodell der Numeriker (,,real number model with an oracle for function values“) wird oft
nur informell beschrieben. Fiir eine formalere Darstellung siche [17].

Aufgaben

1.1. Sind die folgenden Abbildungen gut konditioniert, wenn man relative bzw. abso-
lute Fehler betrachtet?

a) S,(z) = arccos(z), z € [—1,1];

b) Sy(z) =z, x > 0;

c) Se(z)=1—xz,z€R.

Berechnen Sie dazu zunéchst die Konditionszahlen Kps(x) und K (x) einer belie-
bigen stetig differenzierbaren Abbildung S : R — R.
Hinweis: Es ergibt sich

Kas(z) =|5(z)]  und  Kp(x) =

die zweite Formel gilt, falls S(z) # 0.

1.2. Diskutieren Sie die numerische Berechnung (d.h. die Kondition der Abbildung und
den Entwurf eines stabilen Algorithmus) von S(z) = log(x — v/ 22 — 1), wobei x > 1.

1.3. Sei R? mit der euklidischen Norm versehen und sei S : R? — R stetig differenzier-
bar.

a) Berechnen Sie die absolute Konditionszahl K.s(x) und (fiir S(z) # 0) die rela-
tiven Konditionszahlen K’ (z) von S.

b) Wenden Sie die Ergebnisse auf die Abbildungen S, und S, an, die gegeben sind
durch S,(z) = x1 + x9 bzw. Sp(z) = z122 an.

1.4. Gesucht sei die kleinere Nullstelle von

(1.1) 2 —ar+1=0

11



fiir ein a > 3. Es sei also F' = {a € R | a > 3} und S(a) sei die gesuchte Losung von
1.1).

a) Berechnen Sie fiir a = 240 n#herungsweise S(a), indem Sie nach der bekannten
Formel

mit fiinf giiltigen Stellen rechnen.

b) Formen Sie diese Formel um, damit S(a) (wieder bei Rechnung mit a = 240 und
fiinf giiltigen Stellen) viel genauer herauskommt.

c) Ist dieses Problem gutkonditioniert? Bestimmen Sie dazu die Konditionszahlen
Kaps(a) und Kie(a).

d) Zeigen Sie, dafl die Berechnungsvorschrift

nicht stabil ist beziiglich relativer Fehler: Mit welchem relativen Fehler ¢ fiir S(a) mufl

man rechnen, wenn bei der Berechnung von § und y/a?/4 — 1 je ein relativer Fehler

gemacht wird, der (betragsmaBig) gleich 0y ist?

1.5. Es seil
20

fx) =]~ k).

k=1
Ist das Problem, die Nullstellen von f zu finden, gut konditioniert? Betrachten Sie dazu
fiir (betragsméBig) kleine e das Polynom

f(x)+e-g(x),

wobei g(x) = 2%. Es sei S(g) die Nullstelle von f +¢ - g in der Nihe von 20. Wie grof
ist S’(0)? Kommentieren Sie das Ergebnis.

12



Kapitel 2

Nichtlineare (leichungen

In diesem Kapitel behandeln wir Verfahren zur ndherungsweisen Losung von Glei-
chungen mit einer Unbekannten. Gegeben sei also f : [a,b] — R. Gesucht sei ein
Néherungswert fiir die (bzw. fiir eine) Nullstelle * von f. Natiirlich ist eine Glei-
chung der Form f(z) = g(z) dquivalent zu (f — g)(z) = 0, daher geniigt die obige
Formulierung.

Beispiel: Bestimme x € [0, 1] mit = cos(x) oder f(z) = x — cos(z) = 0.

2.1 Das Bisektionsverfahren

Definition: Das Bisektionsverfahren. Ist f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 < f(b),
so muB f in [a, b] eine Nullstelle besitzen (Zwischenwertsatz). Wir berechnen zunéchst
T = “T*b und priifen ob f(x;) > 0. Wenn ja, dann verwenden wir [a,x;] als neues
Néherungsintervall, wenn nein, dann mufl eine Nullstelle in [zq,b] liegen. Das neue
Intervall nennen wir [aq, b1]. Wiederholung des Verfahrens mit dem neuen Intervall
liefert eine Intervallschachtelung, die eine Nullstelle bestimmt.

Als Schétzwert S, (f) fiir eine Nullstelle z* liefert das Verfahren nach dem n-ten
Schritt, d.h. nach der Berechnung von f(z1),. .., f(z,), den Mittelpunkt S, (f) = 2=tbn

des zuletzt erhaltenen Intervalls [a,, b,].

Fehlerkriterien. Hat f nur eine Nullstelle x*, so wird man den Fehler durch

A(S(f), f) = |Su(f) — 27|

definieren. Allgemein heifit der durch

A(Sn(f), f) = inf{|lz = Su()] | f(x) = 0}

definierte Fehler der Fehler nach dem Wurzelkriterium. Im Folgenden wird stets dieser
Fehlerbegriff zugrundegelegt.

Das Restkriterium definiert den Fehler durch A(S,(f), f) = |f(Sn(f))|. Auch dieser
Fehlerbegriff ist zuweilen sinnvoll.
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Satz 1 (Fehler des Bisektionsverfahrens). Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 < f(b).
Dann gilt fir das Bisektionsverfahren

1

ann< () 00

Beweis: Einfacher Beweis durch Induktion.

2.2 Das Newton-Verfahren

Wir suchen Verfahren, die ,besser” sind als das Bisektionsverfahren. Will man zwei
Verfahren beziiglich ihrer Giite vergleichen, so mufl dazu das Fehlerkriterium und die
betrachtete Funktionenklasse F' festgelegt sein. Dann kann man den maximalen Fehler

Amax(‘s) = sup A(S(f)v f)
feF
verschiedener Verfahren vergleichen. Diesen Fehler kann man dann ins Verhaltnis setzen
zum Aufwand der Verfahren, der bei vielen ,einfachen* Verfahren proportional zur
Knotenzahl n ist. Fiir das Bisektionsverfahren gilt

Au(S2) = (;) (b—a)

falls
F*={f:[a,b] = R | f(a) <0< f(b) und f stetig}

oder falls
FO={f e C™(a,b]) N F*| und f strikt monoton}.

Damit gilt diese Fehleraussage auch fiir jedes F' mit F° C F C F*.

Definition: Newton-Verfahren. Nihert man die Funktion f : [a,b] — R durch ihre
Tangente im Punkt zy € [a,b] an, so erhélt man durch die Nullstelle S;(f) = z; der
Tangente einen neuen Nédherungswert fiir eine Nullstelle von f. Durch Wiederholung
des Verfahrens hofft man, der Nullstelle beliebig nahe zu kommen. Man mufl zunéchst
voraussetzen, dal f mindestens einmal stetig differenzierbar ist. Dann erhélt man die
Rekursionsformel

- f(@n)’

fiir die natiirlich noch ein Startwert zy vorgegeben werden muf.

S’rz—l—l(f) = Tp+1 = Tn

Fehlerbetrachtung zum Newton-Verfahren. Das Newton-Verfahren ist nur fiir
gewisse Funktionen f iiberhaupt definiert. Fiir den Nachweis der Konvergenz mufl man
die Menge der betrachteten Funktionen weiter einschréanken. Der Startpunkt zy muf
festgelegt werden. Ist iiber die Funktion f auf [a, b] nur f(a)- f(b) < 0 bekannt, so wird

man ry = “T“’ wéhlen. Man mufl beim Bewerten des Fehlers zudem beriicksichtigen,

14



daf} insgesamt 2n Funktionswerte von f oder f’ notig sind, um S, (f) = x, berechnen
zu koénnen.

Fiir 2-mal stetig differenzierbare Funktionen f mit f(z*) = 0 # f/'(z*) gilt fiir ein
&, zwischen z,, und z* (Satz von Taylor):

0= Ja) = Jla)+ £ )+ (07 = 2a) + 50"(&) - (" = )’

Fiir den Fehler e, := x,, — x* gilt also

1
enf/ () = Fan) = 317(6) - €
Beniitzt man noch die Definition von x,,,1, so erhélt man daraus

1
€n+l1 = Tpy1 — L = Tp — +e, — T, =€y — =3
f(xn) fl(xn) 2

Beim letzten Gleichheitszeichen haben wir obige Formel durch f’(x,) dividiert, wir
miissen dazu f’(z,) # 0 voraussetzen. Dies ist (wegen der Stetigkeit von f’) gewihr-
leistet, falls e,, (betragsméfig) klein genug ist. Wieder wegen der Stetigkeit (von f’ und
1) gilt das folgende Lemma.

Lemma. Sei f € C*(R) mit f(z*) =0 und f'(z*) # 0. Sei
f'(x7)
frl@) |

Dann gibt es eine Umgebung U von x* mit folgender Eigenschaft: Ist x,, € U so folgt
lenta| < c- ei'

1
2

Satz 2 (Lokaler Fehler des Newton-Verfahrens). Sei f € C%(R) und z* eine einfache
Nullstelle, d.h. f(x*) =0 # f'(z*). Dann gibt es fir jedes

f' (@)
f'(z¥)
eine Umgebung N von x* mit folgender Figenschaft. Fir jeden Startwert xo € N fiir
das Newton-Verfahren gilt: Fir jedes n € N ist x,, € N und

1
2

lim z,, = z*.

n—o0o

Fiir den Fehler gilt
|Tny1 — ¥ < c - |2n — ¥

Dafiir sagt man auch kurz: Das Newtonverfahren konvergiert im Fall einer einfachen
Nullstelle lokal quadratisch.

Zum Beweis von Satz 2| benutzt man natiirlich das vorhergehende Lemma. Dieses
garantiert bei x,, € U allerdings nicht, dal auch x,,.; € U. Wir wéhlen daher N =
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J#* —0,2* + 6] mit 6 > 0 so, daB N C U und 6 < 5-. Fiir z,, € N gilt dann |e,| < 5
und

|€n+1| S C- |€n| S 1
|en] 2

Daraus folgt z,,1 € N und die Konvergenz der Folge (z,), gegen z*.

Nur unter starken zusétzlichen Voraussetzungen kann man zeigen, dafl das Newton-
Verfahren global konvergiert, d.h. fiir jeden Startwert. Beispielsweise gilt

Satz 3 (Globale Konvergenz des Newton-Verfahrens). Sei f € C*(R) mit f' > 0 und
f" >0, d.h. f ist strikt monoton und konvexr. Weiter sei f(§) < 0 fir ein £ € R.
Dann hat f genau eine Nullstelle z* und das Newton-Verfahren konvergiert fiir jeden
Startwert vy € R gegen z*.

2.3 Vergleich von Bisektions- und Newtonverfah-
ren

Optimalitit des Bisektionsverfahrens. Fiir das Bisektionsverfahren gilt

Bt = (3) 00

fiir jede Funktionenklasse F' mit
F'c FCF*

Man kann zeigen, dafl das Bisektionsverfahren fiir alle diese Funktionenklassen optimal
ist. Das heifit, es gibt kein Verfahren mit einer besseren Fehlerabschitzung bei gleichem
Aufwand, gemessen an der Zahl der Funktionsauswertungen. Dies gilt auch, wenn man
(etwa bei F' = FY) zusiitzlich die Ableitungen an den Knoten z; mitverwendet. Der
folgende Satz zeigt, daf fiir gewisse andere Klassen F' das Newton-Verfahren eine viel
bessere Fehlerabschitzung als das Bisektionsverfahren zulafit.

Satz 4 (Globaler Fehler des Newton-Verfahrens). Es sei

< 2c¢ fiir y; € [a,b] und x* € [a+£,b— i]}’

szeﬁwwm\ggf

wobei | :==b—a < % Hierbei sei x* die eindeutig bestimmte Nullstelle von f. Dann gilt
fiir alle f € F, daf$ das Newton-Verfahren mit Startwert o = “TH’ konvergiert. Weiter
gilt fiir S,(f) = x, die Fehlerabschdtzung

Amax(sn> S [- 272”'
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Zum Beweis: Die Aussage ¢y < é ist trivial. Der Induktionsschritt folgt aus der schon
bewiesenen Abschétzung
f"(&n) o

€nt1 = 2f/(xn) *Ep
l

Insbesondere folgt |e,| < % fiir alle n € N und wegen der Voraussetzung z* € [a + 7,
b— L] ist garantiert, daB die x,, in [a, ] liegen.

Optimalitidt. Das Newton-Verfahren konvergiert also fiir gewisse Funktionen und hin-
reichend kleine Intervalle sehr schnell. Man kann sogar zeigen, dafl fiir Mengen F' wie im
Satz |4l das Newton-Verfahren in gewisser Weise optimal ist, sofern man Informationen
N,, von der Art

Nu(f) = (f (1), f'(21), - flan), ()

zulafBt.

Da man beim Newton-Verfahren auch Werte der Ableitung bendotigt (die manchmal
nicht leicht verfiighar sind), soll noch das Sekantenverfahren diskutiert werden.

2.4 Das Sekantenverfahren

Definition: Das Sekantenverfahren. Gegeben seien zwei Funktionswerte f(x_;)
und f(zo) einer stetigen Funktion f : R — R. Um eine Nullstelle von f zu finden,
approximiere man f durch die Sekante an den gegebenen Punkten und verwende deren
Nullstelle als neue Naherung. Dies fiithrt auf die Iterationsvorschrift

Tp — Tp—1

f(@n) = fan)’

die, dhnlich wie beim Newton-Verfahren, nur fiir gewisse f und Startwerte konvergiert.

Sn(f) = Tpt1 = Tp — f(zn)

Satz 5 (Fehler des Sekantenverfahrens). Sei f € C%(R) mit f(z*) = 0 und f'(z*)
sei verschieden von Null. Sind die Startwerte geniigend nahe bei x*, so folgt fir das
Sekantenverfahren

* a—1
lim e, =0 und lim [Ena] = () mit o = Vo1
e s feal” |2 f/(27) 2
Beweisidee: Mit dem Mittelwertsatz zeigt man zunéchst
"
Ty — o = J"(&)

)(xn —27)(Tny1 — 7).

Falls die Startwerte nahe genug bei z* liegen folgt hieraus

En+2 - f”(x*)
€nCnil 2f"(x*)

(2.1)
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Diese Aussage kann man mit der Theorie der Differenzengleichungen weiter bearbeiten,
man betrachte die Folge (log|e,|),. Wir behelfen uns anders. Es gelte zundchst die
stiarkere Aussage

(2.2) €nia = Cepi1€n

mit ¢ # 0 und lime, = 0, wobei wir annehmen, dafl die e,, positiv sind. Der Ansatz
ens1 = A - e fiihrt auf a = (1 ++/5)/2 und A = ¢!, Aus Stetigkeitsgriinden gilt in
unserem Fall (wo statt (2.2) nur (2.1) gilt) noch

o el [ S76)
27 (")
Bemerkung. Nur wenige Lehrbiicher enthalten einen vollstindigen Beweis von Satz/5.

So wird z.B. in dem Buch von Kincaid und Cheney [11] angenommen, daf der Fehler
von der Form

a—1

n—00 |en|O‘

lent1| = Ale,|*
ist. Unter dieser Annahme wird dann ausgerechnet, dafl

1—I—\/5z1,62 und A= (@)
2 2/ (")

Auflerdem wird implizit angenommen, dafl f sogar dreimal stetig differenzierbar ist.
Fiir einen vollstéindigen Beweis siehe die Arbeit [32] oder das Lehrbuch [27].

Auch fiir das Sekantenverfahren konnte man Satze beweisen, die den Sétzen |3 und |4
dghnlich sind.

a—1

o =

Konvergenzordnung. Bei manchen Verfahren (z.B. Newton-Verfahren oder Sekan-
tenverfahren) existiert

lim |€n+;| =cr #0

fiir alle geniigend glatten Funktionen mit

f@)=0#f(z")  und  f2") £0,

wobei a nicht von f abhéngt. Dann heifit o Konvergenzordnung des Verfahrens. Diese
ist zwar beim Sekantenverfahren (= 1,62) kleiner als beim Newton-Verfahren (= 2).
Da das Newton-Verfahren jedoch doppelt so viele Informationswerte benotigt, ist das
Sekantenverfahren, pro Information gerechnet, schneller.

Zum Begriff der Konvergenzordnung. Beachte: Der Begriff ,, Konvergenzordnung*
wird spéter noch in einem anderen Sinn gebraucht. Der Grund besteht im Wesentlichen
darin, dafl die Fehler bei der Rekonstruktion von Funktionen oder bei der Numerischen
Integration meist viel langsamer gegen Null konvergieren, nédmlich wie n™® fiir ein
a > 0. Bei dieser ,polynomialen Konvergenz“ heifit dann auch o Konvergenzordnung!

Einschluflverfahren. Von den bisher diskutierten Verfahren hat das Bisektionsver-
fahren den Vorteil, als Einschlufiverfahren stets zu konvergieren, wenn f(a) - f(b) < 0.
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Allerdings konvergiert das Bisektionsverfahren nur linear, die Abschéitzung von Satz (1
&8t sich i.a. nicht verbessern, auch wenn f ,sehr glatt“ ist.

Frage: Gibt es auch schnelle Einschluiverfahren? Genauer fragen wir, ob es Ein-
schluBverfahren gibt, so dafl |e,| fiir glatte Funktionen (also z.B. mindestens zwei-
mal stetig differenzierbar) mit einer einfachen Nullstelle superlinear konvergiert, d.h.
len| - 0" — 0 fiir jedes § > 0.

Tatséchlich gibt es solche Verfahren, Beispiele fiir solche ,schnelle” Verfahren sind
das Pegasus- oder das Illinois-Verfahren. Ein einfaches Verfahren (mit superlinearer
Konvergenz) wird im Folgenden angegeben.

Beispiel: Das hybride Verfahren. Zunichst zur regula falsi: Diese kombiniert
Bisektions- und Sekantenverfahren. Zu zwei Startwerten f(a) und f(b) mit f(a)- f(b) <
0 wird mit dem Sekantenverfahren ein weiterer bestimmt. Nun werden im Iterations-
schritt nicht die beiden letzten Werte weiterverwendet, sondern die beiden, zwischen
denen sicher die Nullstelle liegt (Vorzeichenuntersuchung wie beim Bisektionsverfah-
ren).

Beim einfachsten hybriden Verfahren macht man in einem Schritt zunéchst einen
Schritt nach dem Bisektionsverfahren und dann einen nach der regula falsi. Man kann
zeigen, dafl dieses hybride Verfahren fiir glatte Funktionen mit einfacher Nullstelle
superlinear konvergiert. Dagegen konvergieren Bisektionsverfahren und regula falsi fiir
sich genommen jeweils nur linear.

2.5 Der Banach’sche Fixpunktsatz

Viele Verfahren zur numerischen Losung von Gleichungen sind von der Form z,,, =
F(zx,). Man hofft, daf} ein z* existiert mit lim,, .., x,, = x*. Ist auflerdem F' noch stetig,
so gilt

F(z*) = F(lim z,) = lim F(x,) = nlilgloxnﬂ ="

Das heifit, z* ist Fixpunkt von F'. Der nachfolgende Banach’sche Fizpunktsatz hilft
oft bei Fragen nach der Konvergenz dieser Verfahren.

Satz 6 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei M ein vollstindiger metrischer Raum und
F: M — M eine Kontraktion, d.h. es gibt ein L < 1 mit

d(F(z),F(y)) < L-d(z,y)

fir x;y € M. Dann hat F genau einen Fizpunkt x* und die durch x,.1 = F(x,)
definierte Folge konvergiert fiir jeden Startwert xy € M. Auferdem gilt fir 0 < m <n
die Fehlerabschdtzung

Ln—m
1—-L
Bemerkung: Anwendung fiir F': R — R. Wenn F': R — R stetig differenzierbar
ist, gilt

d(z*, z,) < cd(Tima1, T)-

i1 = Tnp1 — 2" = F(2,) — F(27) = F'(§) - (v, — %) = F'(§) - en,
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wobei &, zwischen z,, und z* liegt. Damit ist offenbar der Fall |F’(z*)| < 1 notwendig,
um lokal den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen. Besonders giinstig ist
F'(xz*) = 0. Wir nehmen fiir ein ¢g-mal (¢ > 2) stetig differenzierbares F' an, dafl

0=F(z*) = F'(z") = --- = Flo (g% und  F9(z*) #£0.

Dann gilt fiir ein &, zwischen z,, und x*

h

1
1 1 1
Ent1 = Tpt1 — T = F(z,) — F(2") = Ee’;F(’“)(x*) + aeiF(q) (&n) = aefLF(q)(fn)-
 J! ! !

e
Il

Wenn die Folge (x,) gegen x* konvergiert, dann folgt:

N 1
tim 1l _ L g ) 20

n—oo |ep[? q!
Also ist g die Konvergenzordnung des Verfahrens.

Lokalitat und Asymptotik der Aussage. Die Konvergenzordnung beschreibt das
Verhalten der Fehler |e,| nur ,lokal“ und ,asymptotisch“. Sobald der Startwert vom
Fixpunkt zu weit entfernt ist — und jedes ¢ > 0 kann im Einzelfall schon eine zu
grofle Abweichung sein — kann nicht einmal die Konvergenz selbst gefolgert werden.
Zudem gilt die Konvergenzaussage auch bei konvergenten Folgen nur asymptotisch
— damit sind Aussagen iiber die ersten Folgenglieder nicht moglich. Da man jedoch
immer nur endlich viele Werte tatséchlich berechnen kann, sollte man die Bedeutung
der Konvergenzordnung nicht iiberbewerten.

2.6 Nullstellen von Polynomen

Besonders einfache Funktionen sind die Polynome

n
p(x) = Z a; - 1’
i=0

Sie lassen sich zum Beispiel leicht abspeichern, differenzieren und integrieren. Trotzdem
kann man die Nullstellen von p nur fiir grad p < 4 exakt bestimmen, man benotigt da-
her N#herungsverfahren. Beliebt ist insbesondere das Newton-Verfahren (und gewisse
Varianten hiervon). Es entsteht das Problem, geeignete Startwerte zu finden.

Wichtig ist der Fundamentalsatz der Algebra (GauB 1799): Jedes nichtkonstante
komplexe Polynom hat eine komplexe Nullstelle. Daher 148t sich jedes Polynom vom
Grad n schreiben als

mit den Nullstellen z; € C. Insbesondere hat p also (falls p # 0) hochstens n verschie-
dene Nullstellen.
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Satz 7 (Lage der Nullstellen von Polynomen). Sei p(xz) = >_7 ja; - 2" mit a; € C
und a, # 0. Dann liegen alle kompleren Nullstellen von p in der abgeschlossenen
Kreisscheibe um 0 mit Radius

R=1+ |an|71 'oglkai(n |ag|.

Das Horner-Schema. Eine naive Berechnung der Funktionswerte von

n

p(z) = Zai -

i=0
erfordert zuviele Rechenoperationen. Der Algorithmus (,, Horner-Schema*)
px)=a+z- (1 +z-(az+...))

ist wesentlich besser. Man erhélt so eine rechnerisch vorteilhafte Klammerung des ur-
spriinglichen Polynoms. Durch leichte Modifikation des Verfahrens kann man auch Wer-
te der Ableitungen von p berechnen, ohne die abgeleiteten Polynome explizit darstellen
zu missen.

Zusitze und Bemerkungen.

e In der Arbeit [13] wird gezeigt, dafl das Newton-Verfahren fiir F' wie im Satz[4 nahezu
optimal ist.

e EinschlieBungsverfahren mit hoher Konvergenzordnung werden in [5] beschrieben und
analysiert.

e Weitere Ergebnisse findet man in [21].

Aufgaben

2.1. Schreiben Sie ein Computerprogramm zur Berechnung einer Nullstelle einer diffe-
renzierbaren Funktion f : [0, 1] — R mit Vorzeichenwechsel mit Hilfe der besprochenen
Verfahren: Bisektion, Newton, Sekanten, regula falsi und hybrides Verfahren.
Abbruchkriterium: n = 200 oder |f(z,)] < 107 Im Fall x, ¢ [0,1] soll eine
Fehlermeldung ausgegeben werden.
Testen Sie Ihr Programm anhand der Funktionen

_1—3:15
1+ kx

mit k gleich 2 oder 5 oder 10 und den Startwerten 0 und 1 (bzw. 0 oder 1 beim
Newtonverfahren).

fr(x) = ehe _ o2k/T und k()

2.2. Mit dem Newtonverfahren und f(z) = z? — a soll die Wurzel von a > 0,006
berechnet werden. Der Startwert x( sei positiv. Zeigen Sie: Ist z,, fiir ein n > 1 auf k
Stellen hinter dem Komma genau (das heift fiir den Fehler e, gilt |e, | < $107%), so ist
Tp41 auf mindestens (2k — 1) Stellen nach dem Komma genau.
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2.3. Sei
flx) =232+ —1.

Zeigen Sie: Es gibt ein Intervall I C R mit der Eigenschaft, dal das Newtonverfahren
(angewandt auf f) mit beliebigem Startwert xy € I nicht konvergiert.

2.4. Gegeben sei die Abbildung 7" : C([0, 1]) — C(]0,1]) durch

75() = [ ler =1 () + iy

a) Zeigen Sie, daf§ T genau einen Fixpunkt hat.
b) Sei fo =0 und f,1 = T f,. Bestimmen Sie f; und f.
c¢) Bestimmen Sie den Fixpunkt von 7.

2.5. Gegeben sei das Gleichungssystem

filz,y) Lsing + 2 X
x,y) = =sin —CosST— =y ==
1\r, Y 6 Yy 3 6y

1 1 1
fg(x,y):gcosy—zsinm+1x:y.

a) Zeigen Sie, dafl dieses Gleichungssystem genau eine Losung (2%, y*) € R? hat.
b) Sei (.To,yo) - (070) und (xn-i-layn-‘rl) - (fl(xn7yn)7f2(ajn>yn)) Berechnen Sie
(Tp,yn) fiir n =1, 2, 3 und 4.

2.6. Gegeben sei die Integralgleichung
1
fla) =c+ [ ko) )y (0<z <)
0

mit ¢ > 2'/3 und einer stetigen Funktion k mit 0 < k < 1. Zeigen Sie, daB eine Losung
f € C([0,1]) dieser Gleichung existiert.

Hinweis: Wenden Sie den Fixpunktsatz von Banach auf eine geeignete Teilmenge
von C(]0,1]) an.
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Kapitel 3

Rekonstruktion von Funktionen

In diesem Kapitel geht es um Fragen, die in der Literatur haufig mit den Stichworten
»Interpolation und Ausgleichsrechnung® umschrieben werden. Wir bevorzugen den Na-
men ,, Rekonstruktion von Funktionen®, weil damit das Wesen der Fragestellung besser
beschrieben wird.

Das Problem der Rekonstruktion von Funktionen tritt in verschiedenen Formen auf,
wir geben die beiden wichtigsten Beispiele an.

— Néherung bekannter Funktionen. Hier besteht das Problem darin, eine gegebene
stetige Funktion f : [a,b] — R abzuspeichern, wenn kein einfacher Rechenausdruck
bekannt ist.

Man kann zum Beispiel n € N Funktionswerte abspeichern und, falls der Wert von f
an einer weiteren Stelle gesucht ist, die Werte , glatt“ verbinden, um so eine Naherung
von f zu erhalten.

— Ermittlung unbekannter Funktionen durch Melwerte. Wie findet man zu einigen
fehlerbehafteten MefBwerten diejenige Funktion, die diese Werte unter Beriicksichtigung
von moglichen Fehlern am besten approximiert?

Hierbei ist darauf zu achten, dafl es wegen der Fehler nicht unbedingt von Vorteil
ist, wenn die konstruierte Funktion die Mewerte genau interpoliert. Vielmehr wird
man h&aufiger solche Funktionen bevorzugen, die besonders glatt sind, aber kaum einen
MeBwert direkt treffen. Probleme dieser Art heiflen auch ,, Ausgleichsprobleme®, ins-
besondere dann, wenn bekannt ist, dafl f Element eines m-dimensionalen Raumes ist
und n > m fehlerbehaftete Funktionswerte bekannt sind, so dafl ein iiberbestimmtes
Gleichungssystem entsteht.

3.1 Polynomiale Interpolation
Besonders einfach ist die Interpolation durch Polynome. Gesucht ist ein Polynom klein-

sten Grades mit p(z;) = y; fiir ¢ = 1,...,n. So ein Polynom heifit Interpolationspoly-
nom, wir zeigen zunéchst seine Existenz und Eindeutigkeit. Dazu sei

n—1
P, = {p | p(z) = Zaixi, a; € R}
i=0
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die Menge der Polynome vom Grad kleiner n. Die Bezeichnung ist so gewéahlt, dafl wir
n Interpolationsbedingungen haben und entsprechend gilt dim(P,) = n.

Satz 8 (Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms). Gegeben
seten paarweise verschiedene reelle Zahlen xq, ..., x, und beliebige y; € R. Dann exi-
stiert genau ein Polynom p € P, mit p(x;) =y; firi=1,...,n.

Das Polynom p kann in der Form

n i—1

pa) = e [ =)

geschrieben werden. Dabei benutzen wir die Konvention [, = 1. Diese Form heift die
Newton’sche Form des Interpolationspolynoms. Ist p auf diese Weise gegeben, so lassen
sich einzelne Funktionswerte p(x) wie beim Horner-Schema berechnen durch

px)=c1+ (r —x1)(ca+ (x — x3)(c3 + .. .)).

Die Lagrange-Form des Interpolationspolynoms. Es gibt zwar nur ein Interpo-
lationspolynom, aber verschiedene Schreibweisen. Mit den Bezeichnungen des obigen

Satzes gilt
x—x;
o) = S 2% = Y-t
_ J

Die [j, sind diejenigen Polynome, fiir die l(z;) = 0k, gilt.

Vandermonde-Matrizen. Will man das Interpolationspolynom p in der Form p(z) =
Z?;Ol a;z" darstellen, so mufl man das Gleichungssystem

1 oz 2 o att
- Qo 1
1 2y 22 o bt Y
) ai Y2
2 n—1
I zp Tpn-1 ~°° Tp
1 2 n—1 Qn—1 Yn
Tn X x,

16sen. Die zugehorige Matrix heifit Vandermonde-Matrix. Man kann zeigen, daf fiir die
Vandermonde-Matrix V
detV = H (x, — ;) #0
1<j<k<n

gilt. Da die Vandermonde-Matrix jedoch schlecht konditioniert ist und die dadurch er-
mittelte Form des Interpolationspolynoms selten gebraucht wird, berechnet man selten
die Losungen dieses Systems. Fiir numerische Zwecke ist i.a. die Newton’sche Form
am besten geeignet, fiir analytische Fragestellungen verwendet man in der Regel die
Lagrange-Form.

Fehlerabschitzung bei der polynomialen Interpolation. Wir beginnen mit dem
folgenden Satz.
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Satz 9 (Fehlerabschitzung bei der Interpolation durch Polynome). Sei f € C™(]a, b)),
wobei n € N, sowie xy,...,x, € |a,b] paarweise verschieden. Weiter sei p € P, das
Interpolationspolynom mit p(z;) = f(x;) fir i = 1,...,n. Dann ezistiert fir jedes
x € [a,b] ein &, € [a,b] mit

n

F@) = pla) =~ f0&) TG — w0

1=1

Zur Wahl der Knoten. Unter den Voraussetzungen von Satz 9 gilt die Fehler-
abschitzung

1
If = Ploo = 1F™ oo H(ﬂv — ;)

Wie mufl man die Knoten wéhlen, damit

n

H(m — ;)

i=1 0

moglichst klein wird? Solche Knoten sind optimal in dem Sinn, dafl die Abschétzung
von Satz |9 moglichst gut ist. Wir werden diese Frage im Satz (12| beantworten. Dazu
definieren wir zunéchst die Tschebyscheff-Polynome (1. Art) und beweisen einige ihrer
Eigenschaften.

Tschebyscheff-Polynome (1. Art). Diese Polynome sind rekursiv definiert. Es gilt
To(x) =1 und Ti(x) = x und

Toi1(z) =22 T, (x) — T, ()

fiir n > 1. Trotz dieser rekursiven Definition kann man diese Polynome auch explizit
angeben, es gilt folgende Aussage.

Satz 10 (Formel fiir die Tschebyscheff-Polynome). Sei z € [—1,1]. Dann gilt fir die
Tschebyscheff-Polynome T,, € P, 1

T, (z) = cos(n - arccos(z)).

Aus dieser Darstellung der 7;, erhélt man sofort die folgenden Eigenschaften. Es gilt
|T.(x)| <1 fiir alle x € [—1,1],

T, (Cosk—ﬂ) = (—1)" fir k=0,...,n und
n

2k — 1
Tn(cosg):0 firk=1,...,n.
2n

Da T, als Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen haben kann, sind alle Null-
stellen von T}, gegeben durch x; = cos (%2_71 I)W, wobei man sich wegen der Periodizitéit
der Cosinus-Funktion auf k£ = 1, ..., n beschrianken kann. Alle Nullstellen von T, liegen

im Intervall [—1,1]. Mit Hilfe dieser Eigenschaften 1a8t sich der folgende Satz zeigen.
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Satz 11 (Normabschétzung fiir normierte Polynome). Sei p,41(z) = Z a;x" ein Po-
i=0
lynom vom Grad n > 0 mit a,, = 1. Dann gilt

[Pasilloc = sup [pasi(@)] = 27"
z€[—1,1]

Folgerungen. Sei ¢ € P, von der Form ¢(z) = H(:B — ;) mit z; € [—1,1]. Dann
i=1
gilt
laloe = sup lg(x)] = 2"
z€[—1,1]

Das normierte Tschebyscheff-Polynom ¢ = 2'=" - T}, hat minimale Norm, es gilt

n - 2 —1
lgllee = ol und q(z) = H <:{: — COS ( o™ W)) .

=1

Das heif3t, die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms sind die idealen Knoten fiir die
polynomiale Interpolation.

Satz 12 (Optimalitit der Tschebyscheff-Knoten). Sei f € C"([—1,1]) und sei p, € P,
das Polynom mit p,(z;) = f(x;) fir die ,Tschebyscheff-Knoten*

21— 1
T; = COS T,
2n

1-n

mitt=1,...,n. Dann gilt

2
|f = Pnlo < [ oo

n!

und die Knoten sind optimal, d.h. fiir andere Knoten gilt diese Abschdtzung i.a. nicht.

Bemerkungen zur Konvergenz der Interpolationspolynome. Fiir eine stetige
Funktion f € C(|—1,1]) sei p, € P, das Interpolationspolynom zu den Knoten —1 <

(n) (n)

xy < ---<uzp’ < 1. Kann man die Knoten so legen, daf3

Jim [~ puoo = 0

fiir jede stetige Funktion gilt? Nach dem Satz von Weierstral gibt es ja bekanntlich
fir jedes f € C(]—1,1]) eine Folge p,, € P, mit lim,, . |f — pnleo = 0.

Der folgende Satz von Faber (ohne Beweis) zeigt, dal es keine Knotenfolge fiir
Interpolationsverfahren gibt, die fiir jede stetige Funktion eine konvergente Folge ergibt.

Satz 13 (Satz von Faber (1914)). Seien die Knoten xl(n) beliebig gewdahlt. Dann gibt es
eine Funktion f € C([—1,1]) mit der Eigenschaft, daf die Folge der Interpolationspo-
lynome p, nicht gegen f konvergiert.
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Wenn man nicht alle f € C([—1, 1]) betrachtet, kann man als positives Gegenstiick
zum Satz von Faber z.B. den folgenden Satz (ohne Beweis) zeigen.

Satz 14 (Konvergenz der Interpolationspolynome bei Tschebyscheff-Knoten und Lip-
schitz-Funktionen). Sei f € C([—1,1]) Lipschitz-stetig. Dann konvergieren die Inter-
polationspolynome zu den Tschebyscheff-Knoten gleichmdfig gegen f.

Vergleich mit dquidistanten Knoten. Fiir dquidistante Knoten gilt das letzte
Ergebnis nicht. Es gibt dann sogar analytische Funktionen f, so dafl die Interpolati-
onspolynome nicht gegen f konvergieren. Bekannt ist das Beispiel der Runge-Funktion,

1

fi-1L1] =R, f(x)zm,

siehe Aufgabe 3.3.

Die verschiedenen Strategien zur Knotenwahl kann man auch noch anders verglei-
chen. Gegeben sei die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms

pn(r) = Zyk ()

mit

B T — Ty
lk(ZE) = H - l‘j.
J#k
Die (absoluten) Konditionszahlen der Abbildung

S(f) = pn, S:C(~1,1) — P, c C([-1,1))

kann man schreiben als
n

Kabs: sup Z|lk($)|
ze[—1,1] 1

Sie geben an, wie sehr sich Anderungen bei f auf das Ergebnis (d.h. auf das Interpo-
lationspolynom p,,) auswirken kénnen. Die Zahl K¢ hingt natiirlich von den Knoten
und von n ab. Hier einige Werte.

n K, bei Tscheb. Knoten — K, bei dquid. Knoten

6 2,10 3,11
11 2,49 29,89
16 2,73 512,05
21 2,90 10.986,53

Auch diese Ergebnisse zeigen, dafl die Tschebyscheff-Knoten besser sind als dquidi-
stante Knoten. Die Zahlen K, heiflen auch Lebesgue-Konstanten. Man kann zeigen,
dafl diese Zahlen im Fall der Tschebyscheff-Knoten wie logn wachsen, im Fall dqui-
distanter Knoten dagegen exponentiell. Siehe etwa [24, S. 90-101].
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Dividierte Differenzen. Sei f eine Funktion, x1,..., z, seien verschiedene Knoten
und p € P, sei das Polynom mit p(z;) = f(x;). Die Newton-Form von p ist

RSN | CROED SORIe)

i=1

Die Interpolationsbedingungen ergeben ein lineares Gleichungssystem fiir die ¢;:
> i) = flw), l<i<n.
j=1

Die Koeffizientenmatrix ist A = (A4;;) = (¢;(z;)), die Unbekannten sind ¢4, ..., ¢,.
Die Matrix A ist eine untere Dreiecksmatrix, daher lassen sich die ¢; leicht in der
Reihenfolge ci, co, ..., c, ausrechnen. Auflerdem héngt ¢, nur ab von zq,...,x; und
den entsprechenden Funktionswerten f(z1),..., f(xg).

Definition (dividierte Differenzen). Wir definieren

flza, .o x) = ¢
Man nennt fxy,...,zx] dividierte Differenz.

Satz 15 (Eigenschaften der dividierten Differenzen). Die dividierten Differenzen genii-
gen den Gleichungen

flea] = f(z1)  und
f[$1,..-,1‘n] _ f[x%"'axn] - f[xla"wxn—l]‘
Tp — X1
Die dividierten Differenzen sind symmetrisch in thren Argumenten, das heifst fiir jede
Permutation = von {1,2,... ,n} gilt

fler, . 2] = florqy, - Tagm))-

Sei p € P, das Polynom, das f an den paarweise verschiedenen Knoten x1,...,x,
interpoliert. Dann gilt fir x, das mit keinem der Knoten tibereinstimmdt,

n

f(z) —p(x) = fleg, ..., zp, ] - H(x — xj).

i=1

Ist zusitzlich f € C™([a,b]), so gilt

flon ] = ﬁf(””(f) fiir ein € € [a,b].

Hermite-Interpolation. Gesucht sei ein Polynom von moglichst kleinem Grad mit
P9 (z;) = ¢ firi=1,....,n j=0,...,k — 1.

Dieses Problem heifit Hermite’sches Interpolationsproblem. Im Gegensatz dazu heifit
das bisher betrachtete Problem (mit k; = 1 fiir alle i) auch Lagrange’sches Interpola-
tionsproblem.

Die Anzahl der Bedingungen ist also m := Z k;.

i=1

28



Satz 16 (Losbarkeit des Hermite’schen Interpolationsproblems). Mit den obigen Be-
zeichnungen gilt: Es gibt genau ein Polynom p € P,,, das das Hermite’sche Interpola-
tionsproblem list.

Beispiel. Wir wollen das Hermite’sche Interpolationsproblem im Fall k; = 2 fiir
1 =1,...,n diskutieren. In Analogie zur Lagrange-Darstellung beim Fall k; = 1 macht
man den Ansatz

i=1 i=1
Man sucht also nach Polynomen mit den Eigenschaften
Ai(z5) = 04y, Bi(z;) =0

und
Ai(z;) =0,  Bi(z;) = by

T — T .
7 kann man definieren

Mit Hilfe der Lagrange-Polynome [;(x) = | |
x. —_ x .
gAY

Ai(z) = [1 = 2(z — z)li(@:)] - I (2)

und

Bi(z) = (v — ) - I ().

Da die I; vom Grad n — 1 sind, haben die Polynome A; und B; hochstens den Grad
2n — 1. Da sie, wie man durch Nachrechnen bestétigt, die gewiinschten Eigenschaften
haben, hat man also nach obigem Satz die Losung des Interpolationsproblems gefunden.

Satz 17 (Fehler bei der Hermite-Interpolation). Seien xy,...,x, verschiedene
Knoten in [a,b] und sei f € C*([a,b]). Seip € P, das Polynom mit p\¥(z;) = fU)(x;)
firi=1,...,n und j = 0,1. Dann existiert zu jedem x € [a,b] ein &, € [a,b] mit

f (2n) (5:(:) : 2
f(z) —plz) = W'ZH(I—%) ~
Nochmals dividierte Differenzen. Hier eine allgemeine Definition der dividierten
Differenzen, die auch den Fall mehrerer gleicher Argumente abdeckt. Es gelte f €

C" (R) und 21 < 25 < ... < x,. Dann setzt man

f[IQ,...,In] —f[xl,...,xn,1]7 faHS z, 753;'1
flza, . xn] = 1 Tn =21
e 1>!f(”_1)(1:1), falls @, = ;.
Fiir beliebige x; definieren wir die dividierte Differenz f[z1,...,x,] durch die For-

derung, dal wir die Argumente vertauschen diirfen.
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Satz 18 (Hermite-Interpolation und dividierte Differenzen). Das allgemeine
Hermaite’sche Interpolationsproblem wird geldost durch p,, € Py,

m

7—1
pm(m):fol,..., H:U—a:
j=1 =1

wobet die Knoten anders bezeichnet werden als bisher. Jeder bisherige Knoten x; soll
genau k;-mal in der Folge der neuen Knoten auftreten, m = > k;. Die zu interpolie-
rende Funktion f sei hinreichend glatt, so daf$ alle auftretenden dividierten Differenzen
definiert sind.

Zusammenfassung und Bemerkungen. Die Ergebnisse zeigen, daf3 die polyno-
miale Interpolation gut funktioniert, falls man die Tschebyscheff-Knoten beniitzt. Dies
kann man weiter begriinden:

Nach dem Satz von Weierstraf} liegen die Polynome dicht im Raum C/([a,b]). Der
Satz von Jackson, siehe z.B. [15], ist eine quantitative Version dieser Tatsache. Dazu
sei

En(f) = inf |lp— fllo = inf sup |p(z) — f(2)]

" x€|a,b]
der Abstand von f zum Raum P,.

Satz 19 (Satz von Jackson). Fir k € N existiert ¢, > 0 so dafs fiir alle f € C*([—1,1])
und n >k gilt
En(f) < o [f Pl -n7"

Ersetzt man hier das Polynom der besten Approximation durch das Polynom p,,
das man durch Interpolation an den Tschebyscheff-Knoten erhélt, so erhélt man die
nur wenig schlechtere Abschétzung

1f = Palloe <G I1f® ]l - n7F - log(n + 1).

In den Anwendungen sind allerdings die Knoten héufig vorgegeben und nicht frei
wéahlbar, sondern z.B. dquidistant. Dann ist die polynomiale Interpolation kein geeig-
netes Mittel zur Rekonstruktion von Funktionen.

3.2 Spline-Interpolation

Vorbemerkung. Urspriinglich war es unser Ziel, eine Funktion anhand von einzelnen
Funktionswerten mit geringem Fehler zu rekonstruieren. Dazu will man zu gegebenen
Daten f(x;) = y; fiir i = 1,...,n eine moglichst glatte Funktion f mit f(x;) = v
finden. Die Interpolationspolynome sind zwar einfach zu berechnen, doch Beispiele
(Aufgabe [3.3) und der Satz von Faber zeigen, daf sie i.a. nicht zu einer ,glatten
Approximation fithren. Dabei ist allerdings bisher nicht definiert worden, was glatt
heiflen soll. In diesem Abschnitt verwenden wir

b
/ 5™ (2)? da
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als Maf fiir die Glattheit von s. Wir versuchen also, eine interpolierende Funktion s
zu finden, so daf dieses Integral moglichst klein ist. Dieses Extremalproblem fiihrt auf
Spline-Funktionen, d.h. auf stiickweise polynomiale Funktionen. Besonders einfach und
wichtig sind die Félle m = 1 und m = 2, die getrennt besprochen werden.

Die Zahl ,
1/2
Islle= ([ sty d)

heifit Lo-Norm von s und entsprechend ist

b
/ 5™ (2)? da

das Quadrat der Lo-Norm der m-ten Ableitung von s.

Definition. Es seien a = 21 < x5 < --- < x,, = b vorgegebene Knoten, k£ € Ny. Ein
Spline vom Grad k mit den Knoten x4, ..., x, ist eine Funktion s mit s
und s € C*1([a, b]), falls k # 0. Stets sei n > 2.

[23,241] € Pt

Beispiele. Splines vom Grad 0 sind Treppenfunktionen. Splines vom Grad 1 sind
stiickweise lineare Funktionen. Splines vom Grad 3 heiflen kubische Splines.

Satz 20 (Optimalitdtseigenschaft linearer Splines). Sei f € C([a,b]) stickweise stetig
differenzierbar und sei a = x1 < x9--- < x, = b. Dann existiert genau ein linearer
Spline s mit den Knoten x1,...,x,, der die Daten interpoliert, d.h. s ist stetig und
stickweise linear mit s(x;) = f(x;). Weiter gilt

/ab s'(z)?dx < /ab f(z)? dx

d.h. s ist die interpolierende stetige und stiickweise C*-Funktion mit minimaler Lo-
Norm der ersten Ableitung.

Beweis: Sei g = f — s. Dann gilt g(x;) = 0 fiir alle ¢ und

/ab(f/)Qd:c = /ab(SI)Qd:c + /ab(g’)Zda: + 2/; s'g'dx.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dafl

b
/ s'g'(z) dz > 0.

/ gdx—Z/ s’gdx—ici/xi g dr =0,
i—  Jwia

da die Steigung von s in jedem Intervall [z;_1, z;] konstant ist und wegen

/ g dx = g(z;) — g(z;1) = 0.

i—1

Dies folgt aus
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Satz 21 (Fehler bei der Interpolation durch lineare Splines). Die Vorausset-
zungen seien wie bei Satz|20, zusditzlich sei f € C?([a,b]) und es sei

h:= max |z; — x; 1|
1=2,....,n

die sog. Feinheit der Zerlequng a = x; < --- < x, = b. Dann gilt fiir s die Fehler-
abschdtzung

1 = sllee < = 11/Ploc-
Beweis: Dies folgt aus Satz(9: Fiir z zwischen x; und z;, gilt

1

f(z) = s(z) = 5 (&) - (& — ) - (& — i),

daraus folgt die Behauptung wegen

2
Z.
Wir haben gesehen, dafl eine dhnliche Fehlerabschitzung fiir die polynomiale Interpo-

lation nicht gilt. Der Fehler hingt dort sehr stark von den Knoten ab, nicht nur von
der Feinheit h.

(@ = 23)(x = ziga)] <

Kubische Splines. Sei s ein kubischer Spline, der die Daten interpoliert, d.h. s(z;) =
y; fiir i = 1,...,n. Sei s;(z) = s(x) fir ¢ € [z;,2;41) und i =1,...,n — 1. Dann
ist s; € P,. Die 4 Koeffizienten fiir jedes s; ergeben zusammen 4n — 4 Unbekannte.
Demgegeniiber haben wir 2n — 2 Bedingungen wegen

Si($i+1) = Sz‘+1($z‘+1) = Yi+1,

i=1,...,n—2 und s (z1) = y; sowie s,_1(x,) = yY,. Dazu kommen 2n—4 Bedingungen
wegen
(k)<

S

Tis1) = s (i)
firi=1,...,n—2und k = 1 oder k = 2. Gibt es einen (bzw. mehr als einen) kubischen
Spline, der die vorgegebenen Daten interpoliert?

Man hat einerseits 4n — 4 Unbekannte, andererseits nur 4n — 6 Bedingungen. Dies
heiffit: Wenn es eine Losung gibt, dann ist sie sicher nicht eindeutig. Wir werden gleich
sehen, daf fiir paarweise verschiedene Knoten immer eine Losung existiert. Es zeigt

sich, daf3
V :={s| s ist kubischer Spline zu den Knoten z; < --- < z,}

ein Vektorraum der Dimension n + 2 ist. Die Losungen des Interpolationsproblems
bilden in diesem Raum einen 2-dimensionalen affinen Unterraum.
Zur praktischen Berechnung von s versucht man zunéchst, die Zahlen z; := s"(x;)
fir 1 <4 <n zu bestimmen. Man hat dann
Zi

s (x) = h_(xi+1 — )+ Z;LH (x — x3) fir x € [z, xi41]) und h; := 2441 — ;.
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Zweifache Integration ergibt

Zi Zi
si(x) = @(xiﬂ —z)® + 6—;;1(m — ;) + C(z — 2;) + D(wi41 — ).

Aus den Bedingungen s;(z;) = y; und s;(z;41) = y;+1 folgt

R A (e DI

Yi zih;
+ (h—z — T) (xiJrl — LE)

Zur Bestimung der z; benutzen wir die Gleichungen (i =2,...n — 1)

(3.1)

si_q (i) = si(x4).

Es folgt aus (3.1)

S/(J:):—EZ —EZ‘ _& Yi+1
i\t 3 7 6 i+1 hz hz
und " "
i1 (i) = —167121'71 + glzi — zli + h?-hl'

Man erhélt das Gleichungssystem (i =2,...,n — 1)

6
hi—1

6
hi—vziy 4 2(hi + hi—1)zi + hizign = —Yis1 — ¥i) — (Vi — Yie1).

hi
Dies sind n — 2 Gleichungen fiir n Unbekannte. Man sieht, dafl man z; und 2, noch
frei wahlen kann. Eine besonders wichtige Wahl ist z; = 2, = 0. Ein kubischer Spline
mit §”(z1) = s"(x,) = 0 heifit natiirlich. Mit den Bezeichnungen

6
hi = xip1 — @, U; = 2(hi + hi—1)7 b; = E(yz’—&—l - yi)? v; =b; — b
kann man das System so schreiben
up  hy 22 V2
ho wug hs <3 U3
hs us ha 24 V4
ha -
hn—2
hn72 Un—1 Zn—1 Un—1

Dabei ist zu beachten, dafl die Matrix symmetrisch, tridiagonal und diagonaldomi-
nant ist. Eine Matrix heif3t diagonaldominant, falls

|(]JZ'Z'| > Z |CLij‘ fir alle 1.
J#i
Ein Gleichungssystem mit einer solchen Matrix hat stets genau eine Losung, die in
einer zur Matrixgrole n — 2 proportionalen Zeit berechnet werden kann.
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Satz 22 (Natiirliche kubische Interpolationssplines). Es sei f € C?*([a,b]) und sei
a=x1 < Ty <---<x, =b. Dann existiert genau ein natirlicher kubischer Spline mit
den Knoten x,...,x,, der die Daten von f interpoliert. Zusdtzlich gilt

/a ") e < / C pa)? dr

Das heifst, s ist die interpolierende C?-Funktion mit minimaler Lo-Norm der zweiten
Ableitung.

Satz 23 (Natiirliche Splines hoherer Ordnung). Ein natirlicher Spline vom Grad 2m —
1 zu den Knoten a = 1y < 19 < -+ < x, = b ist eine Funktion s € C*"2(R), die in
jedem Intervall [x;, x;41] in Pay, liegt und in den Intervallen | — oo, x1] und [, 00[ in
P,. Sei m € N und n > m. Dann gibt es genau einen natirlichen Spline s mit den
Knoten x4, ..., x, der eine Funktion f € C"™(R) interpoliert und es gilt

/b st (2)? dx < /b f™(2)? da.
3.3 Optimale Rekonstruktion

Problemstellung. Gegeben sei eine lineare Abbildung S : Fy — G, wobei F1,G
Raume mit Skalarprodukt, z.B. Hilbertrdume, sind. Wegen der allgemeineren Anwend-
barkeit der Ergebnisse wollen wir allerdings nicht verlangen, daf§ das Skalarprodukt
definit ist. Aus (f, f) = 0 folgt also nicht unbedingt, da f = 0. Das betrachtete Ska-
larprodukt ist also lediglich eine symmetrische und positiv semidefinite Bilinearform.
Wir schreiben (f, g)r (oder &hnlich) fiir das Skalarprodukt auf Fi.

Wir untersuchen folgendes Problem. Wie kann man S(f) moglichst genau schétzen,
wenn lediglich

N(f) = (f(z1),-.., f(za)) ER"
bekannt ist? Gesucht ist also ein S von der Form S(f) = ¢(N(f)) mit kleinstem Fehler

Apax(8) = sup [S(f) = S(f)].

fer

Dabei muf eine Menge F' C F} zuléssiger f fixiert werden, auf der der Fehler betrachtet
wird. Oft wéhlt man
F={feFR|]|fl<1}.

Die (Halb-) Norm ergibt sich hierbei aus dem Skalarprodukt durch ||h| = \/(h, h).

Wichtige Beispiele.
— Interpolationsprobleme. Hier ist £} C G und S = id : F} — G. Zum Beispiel F} =
C*(]0,1]), wobei k € N, und G = C([0, 1]). Dann verwendet man die Skalarprodukte

(f.0) = / f9(2) - gP() da
3
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auf F; und )
(Fah= [ @) gle) do

auf G. Man iiberzeugt sich leicht davon, da8§ (f, ¢)x nur fiir £ = 0 positiv definit auf
C*([0,1]) ist.

Im Fall £ = 1 definieren wir F} allerdings etwas anders als eben angegeben. Damit
spater alles richtig ist, miilen die stiickweise linearen Funktionen in Fj liegen. Daher
definieren wir im Fall £ = 1 die Menge F} als die Menge der stetigen und stiickweise
differenzierbaren Funktionen® auf [0,1].

— Integrationsprobleme. Fj ist ein Raum von Funktionen, z.B. F; = C*([0,1]) mit
dem Skalarprodukt (f,¢)r und G = R (mit dem gewohnlichen Produkt in R als Ska-
larprodukt). Die Abbildung S ist dann gegeben durch

5= [ 9t o

Spline-Algorithmus. Im Folgenden nehmen wir an, da8 F' = {f € F||f| < K}
mit K > 0. Ein o(y) € Fy heifit abstrakter (Interpolations-) Spline zur Information
N(f)=y e R falls N(o(y)) =y und

Fiir alle fe Fy mit N(f) =y gilt ||ﬂ| > |o(y)]-

Allgemein gilt: ist die Abbildung y — o(y) wohldefiniert, so ist sie linear, d.h. es gilt

o(y) :Zyi'fi

mit geeigneten f; € Fy. So ein abstrakter Spline existiert allerdings nicht immer. Beim
Beispiel F; = C*([0,1]) mufl man etwa k > 0 voraussetzen, damit fiir jedes y € R"
ein Spline o(y) existiert. Auch die Eindeutigkeit von o(y) ist i.a. nicht gegeben, wir
erreichen sie durch die Forderung

(3.2) (N()=0 A [fI=0) = f=0

an die Informationsabbildung N : F; — R". Beim Beispiel F}; = C*([0,1]) gilt (3.2)
genau dann, wenn n > k (wobei wir voraussetzen, dafl die Knoten verschieden sind).

Man kann zeigen: Gilt (3.2) und ist Fy N {f | N(f) = 0} vollstandig beziiglich der
Metrik d(f1, f2) = /(fi — f2, f1 — f2), so existiert zu jedem y € R™ genau ein Spline
o(y), siehe [31]. In Satz 24] beweisen wir ein dhnliches (aber schwécheres) Ergebnis.

Leider lassen sich diese Aussagen nicht auf den Fall F; = C*([0,1]) anwenden, da
hier die Vollsténdigkeit nicht gegeben ist. Als Konsequenz von Satz erhalten wir
aber auch in diesem Fall die Existenz der Splines.

!Das heiBt genauer: f : [0,1] — R ist stetig und es gibt endlich viele 0 =t; <ty < -+ <t =1 s0
dafl f eingeschrénkt auf jedes Teilintervall [¢;,¢;41] stetig differenzierbar ist.
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Folgerung. Sei Fy = C*([0,1]) und n > k > 0 mit paarweise verschiedenen Knoten
Ty,
N(f) = (f(@1),-., flan)).

Dann existiert zu jedem y € R"™ ein eindeutig bestimmter abstrakter Interpolations-
spline. Er stimmt {iberein mit dem natiirlichen Spline o(y) vom Grad 2k — 1, der die
Werte y; = f(x;) interpoliert.

Satz 24 (Existenz des abstrakten Interpolationssplines). Es sei Fy ein Hilbertraum,
d.h. Fy ist vollstindiger metrischer Raum beziiglich der Metrik

d(fhfz) = \/(fl — fo, fi — f2)~

Weiter sei N : Fy — R" linear und stetig. Dann ezistiert zu jedem y € N(F;) C R”
genau ein abstrakter Interpolationsspline o(y) € F;.

Satz 25 (Optimalitdt des Spline-Algorithmus). Seien F, Fy, G, S, N wie oben, zu jedem
y € R" ezistiere genau ein o(y). Sei

S*(f) = S(e(N(f))) = Zf(:vi) -S(fi)-

Dann ist S* von der Form S* = ¢ o N und hat unter allen diesen Abbildungen den
kleinsten maximalen Fehler.

Bemerkungen. Insbesondere existiert ein optimales Verfahren, das linear ist und
nicht von K abhéngt. Dieses Verfahren heifit Spline-Algorithmus. Es besteht darin,
dal S angewendet wird auf den abstrakten Spline o, der die Daten interpoliert. Im
Fall F; = C?([0, 1]) wiirde man also zunéchst den kubischen natiirlichen Interpolations-
spline o(y) berechnen und dann S*(f) = S(c(y)) als Naherung fiir S(f) benutzen. Dies
ist das beste, was man machen kann, sofern lediglich die Funktionswerte N(f) =y € R"
benutzt werden sollen. Setzt man speziell S(f) = f oder S(f) = f’ oder S(f) =
fol f(z)dx, so erhélt man in einheitlicher Weise optimale Methoden zur Rekonstruktion
von f bzw. zur numerischen Differentiation oder numerischen Integration.

Die Spline-Methoden haben den Vorteil, dafl man gute Fehlerabschiatzungen bewei-
sen kann, siehe Satz 21, Satz und Satz [25. Damit der Fehler klein wird, geniigt
es meist, dafl die Feinheit der Zerlegung A klein ist — man hat also bei der Wahl der
Knoten einen groflen Spielraum. Dagegen ist der Fehler bei der Interpolation durch
Polynome nur fiir spezielle Knoten klein, etwa bei den Tschebyscheff-Knoten. Gerade
fiir dquidistante Knoten ist dagegen der Fehler hiaufig sehr grof.

Spline-Funktionen haben noch einen weiteren Vorteil. Es gibt eine Basis aus Splines
mit kleinem Trager, die sogenannten B-Splines. Dies fithrt dazu, daf§ die zu 16senden
Gleichungssysteme diinn besetzt und gut konditioniert sind.
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3.4 Probleme mit unscharfen Daten

Wir haben die Rekonstruktionsprobleme in 3.3 unter der Voraussetzung gelost, dafl die
Information N(f) =y € R™ exakt bekannt ist. Unter den Voraussetzungen von Satz[25
ist dann der Spline-Algorithmus f — S*(f) = S(c(N(f))) optimal. In den Anwendun-
gen ist allerdings N(f) = y meist nicht exakt bekannt. Durch Mefifehler und/oder
Rundungsfehler treten kleinere oder groflere Datenfehler bei y auf. Wir nehmen jetzt
an, dafl statt N(f) nur

]V(f) =(f(x1)+er,...,f(xn) +en) =7

bekannt ist. Im unverrauschten Fall war die optimale Methode von der Form
S*(f) = S@(N(H) = () g
i=1

mit gewissen g; € G. Entsprechend der Kondition von S* wirken sich Datenfehler auf
das Ergebnis aus. In manchen Fillen ist die Abweichung von S*(f) = >, 7;¢; und
S*(f) =i, yigi so groB, daf §*( f) keine sinnvolle Losung des Problems darstellt.

Insbesondere wenn man relativ viele ungenaue Daten f(x;) + &; = y; hat, erscheint
es giinstiger, bei der Konstruktion des Splines ¢ auf die genaue Interpolation der Da-
ten zu verzichten und die Meffehler geeignet ,,auszugleichen®“. Dies ist insbesondere
dann sinnvoll, wenn von der wahren Losung g = S(f) zusitzliche Eigenschaften (et-
wa Glattheitseigenschaften) bekannt sind. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dafl
S : Fy — G bijektiv ist. Fiir die Inverse schreiben wir auch K = S~!. Wir wollen also
S(f) = g berechnen bzw. die Gleichung

K(g)=f

I6sen. Statt der (genauen) rechten Seite f kennt man nur die verrauschte Information
y = N(f). Ohne weitere Zusatzinformation wird man S(o(y)) als Naherung fiir g
betrachten.

Jetzt betrachten wir den Fall, dafl

(3.3) 1B(g) =z < E

bekannt sei. Hierbei sei B : G — Z eine lineare Abbildung in einen weiteren Raum mit
Skalarprodukt.

Beispiele. Haufig ist die gesuchte Grofle g eine physikalische Grofle (Kraft, Geschwin-
digkeit, Beschleunigung). Dann ist es eventuell aus dem Zusammenhang heraus klar,
daB eine Abschitzung ||g|| < E oder ||¢'|| < E gelten muB. Eine Zusatzinformation der
Form (3.3) kann jedenfalls nicht aus den Daten erschlossen werden, sie mufl anderweitig
bekannt sein.

Weiter sei bekannt, daf die Funktion f durch die verrauschten Daten j = N(f)
zumindest ungefahr gegeben ist. Wir nehmen an, daf8 ||f — o(y)|| < e, das heifit fiir g
gilt

(3-4) [1K(g) —o@)] <e.
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Das eigentlich gesuchte g soll K(g) = f oder S(f) = g erfiillen. Da aber f nur néhe-
rungsweise bekannt ist — dafiir aber noch die Information (3.3) iiber g gegeben ist —
sind wir mit jedem g € G zufrieden, das und (3.4) erfiillt, eventuell sogar in ei-
ner abgeschwichten Form. Dies ist die Idee der sogenannten Tikhonov-Reqgularisierung.
Dabei nehmen wir an, daf§ die Norm bei (3.4) wiederum von einem Skalarprodukt

herkommt. Meist wahlt man eine L,-Norm bzw. im endlichdimensionalen Fall die eu-
klidische Norm.

Satz 26 (Eigenschaften der Tikhonov-Regularisierung). Es sei S : Fy — G bijektiv, li-
near und stetig, wobei sowohl Fy als auch G Hilbertrdume sind, also vollstindig. Weiter
set N : F; — R"™ linear und stetig

Es sei g die eindeutig bestimmte Minimalstelle des Funktionals

Valg) = 1K(9) —o@II* + o~ [ B(g) — =]I”

mit o = 2—22 Dann gilt
1B(@) =zl <V2-E

und

1K(9) —o(@)ll < V2-e.
Auflerdem ist g die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung
(3.5) (K'K +«a- B'B)(9) = K'(o(y)) + a - B'(2).

Zum Beweis: Esgilt K : G — F; und K : F; — G mit

(Kg.f) = (9. K"f)

fiir alle f € F} und g € G. Analog ist die zu B adjungierte Abbildung B* definiert. Im
Fall F; = G = R™ entspricht der adjungierten Abbildung die transponierte Matrix. Um
Ableitungen im Fall von unendlichdimensionalen Rdumen zu vermeiden, beschrénken
wir uns auf den endlichdimensionalen Fall. Das Funktional V,, ist strikt konvex, ein
lokales Minimum ist zugleich globales Minimum, und das globale Minimum g ist be-
stimmt durch %(ﬁ) = 0. Es gilt

Valg) = (K(g9) —o(y), K(g) —o(y)) + - (B(g) — 2, B(g) — 2).
Das Skalarprodukt 1&8t sich schreiben als
(B(g) — z,B(g) — 2) = ¢'B'Bg — 29'B'z + 22

und daher gilt
grad (B(g) — 2, B(g) — z) = 2B'Bg — 2B"z.

?Diese Voraussetzungen kann man noch abschwiichen. Wichtig ist, da G vollstindig ist und daf
(K'K + aB'B) : G — G stetig und bijektiv ist. In der Vorlesung wird der Fall bewiesen, wo I} =
G = R™ und S bijektiv.
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Deshalb ist grad V,,(¢) = 0 dquivalent zu .
Bemerkungen. a) Die Gleichung (3.5) heifit Normalgleichung zum Optimierungs-

problem V,(g) = min!. Die Zahl
2

5
“ T,

heifit Regularisierungsparameter, das Funktional V,, nennt man auch Regularisierungs-
funktional.

b) Grundlage fiir den Abschnitt iiber die Tikhonov-Regularisierung war die Ar-
beit [14]. Sehr viel mehr enthélt die Monographie [23].

Beispiele. a) Es sei I} = C?([a,b]) mit dem Skalarprodukt

b
(f>9)2=/ ()" (x) d.

Im Fall der Rekonstruktion von f € F bei unscharfen Daten N (f) = y kann man die
Identitit S = id : C*([a, b]) — C°([a, b]) betrachten und erhélt das Funktional

V() = If —=o@IIL, + o [1f"I1L,-

Hierbei ist o(y) der kubische natiirliche Interpolationsspline zu den unscharfen Daten
y. Es gibt genau ein ]7 € C*([a,b]), das dieses Funktional minimiert. Die Funktion f
ist wieder ein kubischer Spline, ein sogenannter Ausgleichsspline.

b) Gesucht sei die Losung g € R™ eines linearen Gleichungssystems Kg = f. Statt

f € R™ kennt man nur f, es gelte

If = fll2 < e
Weiter sei fiir die (wahre) Losung g bekannt, dafl

lgll2 < E.
Dann betrachtet man das Funktional
Valg) = |1 Kg = fl3+ - g3
mit o = 2—22 bzw. das Gleichungssystem
(K'K +a-I)(g) = K'F,

wobei I die Einheitsmatrix sei. Die Losung § erfiillt dann zumindest ||gll, < V2 - E
und ||Kg — f||2 < v/2 - e. Dieses Beispiel wird in Kapitel 5 noch einmal studiert.

Die Methode der kleinsten Quadrate. Schétzprobleme der Ausgleichsrechnung

,,,,,

lassen sich auch unter gewissen statistischen Annahmen iiber die ¢; 16sen. Die g; seien
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etwa unabhéingige normalverteilte Zufallsvariablen. Die optimale Lésung von Schétz-
problemen fiir lineare Probleme im Hilbertraum 148t sich oft durch , kleinste Quadrate*
charakterisieren. Wir beschreiben die Methode der kleinsten Quadrate im engeren Sinn
und behandeln den Fall, da3 F; endlichdimensional ist.

Da F; endlichdimensional ist, kann man annehmen, daf§ f € F die Form f(x) =
> ey ag fr(z) hat. Dabei sind die aj unbekannt. Bekannt sei

N(f) =7 = @izizn = (F(25) + &) 1<izn = (Z arfr(w;) + Ei)

k=1 1<i<n
Dabei sind die €; unbekannte (zuféllige) Fehler. Die Methode der kleinsten Quadrate
besagt: Schitze f (bzw. die a) so, dafl der Wert

QUf) = (fla:) — )
i=1
minimal wird. Eine andere Schreibweise ist

n 2

Qlai, ..., am) :Z ar fe(@i) — Yi
i=1 \k=1
Eine Losung findet man mit dem Ansatz 2—2_ = 0. Dies fiihrt auf die Normalgleichung
fiir dieses Problem.

Die Methode ist auch bekannt unter dem Stichwort ,,Lésung von iiberbestimmten
linearen Gleichungssystemen®. Besonders bekannt ist der Fall der Regressionsgeraden,
bei dem Fj nur aus den linearen Funktionen f(z) = ax + b besteht. Gesucht ist hier
die Gerade, die ungenaue Daten am besten interpoliert.

Die numerische Realisierung der Methode der kleinsten Quadrate behandeln wir
in Kapitel 5. Dort behandeln wir auch die Losung von linearen Gleichungssystemen
Az = b mit Hilfe der Tikhonov-Regularisierung noch einmal. Regularisierungsmetho-
den sind empfehlenswert, wenn die Daten (etwa die rechte Seite b) nicht genau bekannt
sind. Bei sehr schlecht konditionierten Matrizen empfiehlt sich die Anwendung der
Tikhonov-Regularisierung bereits bei sehr kleinen Fehlern, die sich beim Rechnen mit
Gleitkommazahlen nicht vermeiden lassen.

Zusitze und Bemerkungen.

e Wir haben stets angenommen, dafl die Funktionen auf einem Intervall definiert sind, f : [a,b] —
R. Oft hat man Funktionen von mehreren Variablen, etwa f : [0,1]¢ — R, aber natiirlich sind
auch geometrisch viel kompliziertere Definitionsbereiche wichtig. Das Problem der Interpolation
(und allgemeiner: der Rekonstruktion) stellt sich genauso fiir d > 1, aber die Ergebnisse sind
viel komplizierter und es gibt noch viele offene Fragen.

Man kann versuchen, mit einem Analogon zu Satz[§ zu beginnen: Der Raum Hg aller Polynome
vom Grad hochstens k hat Dimension

n = dim(IT) = <d Z k)

Fiir welche Punkte {z1,...,2,} C [0,1]? ist dann das Interpolationsproblem (also: Gesucht ist
pE Hg mit vorgegebenen Funktionswerten an den Punkten z;) eindeutig losbar?

Schon diese Frage ist recht schwer zu beantworten, einige Ergebnisse werden in [11] beschrieben.
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Aufgaben

3.1. Die Funktion f(z) = log(z) werde quadratisch interpoliert, Stiitzstellen seien 10,
11 und 12. Schétzen Sie fiir x = 11,1 den Interpolationsfehler ab und vergleichen Sie
mit dem tatséchlichen Fehler. Wie hingt das Vorzeichen des Fehlers von x ab?

3.2. Sei f : [a,b] — R gegeben durch f(x) =sinz. Es sei x1, x9, ... eine Folge in [a, b]
aus paarweise verschiedenen Punkten und p,, € P, das Polynom mit p,,(z;) = f(z;) fir
i=1,2,...,n. Zeigen Sie, dafl die Folge der p, gleichméBig gegen f konvergiert. (Z.B.
auch dann, wenn [a, b] = [0,1000] und z; € [0,1] fiir alle i.)

3.3. Schreiben Sie ein Programm, das folgendes leistet:

Eingabe: n € N; x1, 25 ..., x, im Intervall [a,b]; y1,v2, ..., Yn.

Ausgabe: p, € P, sei das Interpolationspolynom zu den Werten y; an den Knoten
x;, die als paarweise verschieden vorausgesetzt werden. Berechnen und plotten Sie p,.
Testen Sie [hr Programm mit folgenden Beispielen:

a)yn=13,x;1=—1,29=-5/6,...,293 =1

1

YT T a5a

und analog (d.h. wieder dquidistante Knoten mit 1 = —1 und z, = 1) fiir n = 8 und
n = 18.
b) Alles analog mit den Tschebyscheff-Knoten, d.h. n = 13,

(2D B 1
S G T YT + 2522’
und analog fiir n = 8 und n = 18.
c¢) Diskutieren Sie die Giite der bei a bzw. b erhaltenen Polynome als Approximation
der Funktion f(z) = 1/(1+252?) im Intervall [—1, 1]. Dieses Beispiel wurde von Runge
(1901) untersucht.

3.4. Fiir eine Funktion f: R — R und paarweise verschiedene reelle z; sei definiert

flzi] = f(21)
und
Flan, ...z = flza, ..z — f[xl,...,xk_l].
T — 1

Zeigen Sie mit vollstéandiger Induktion:
a) flx,...,z,] =0 fir jedes Polynom f € P, 1;
b) flzi,...,z,] =1 fiir f(z) =2"""
¢) fler, .. xn] = >0 a; fur f(z) = 2™
d) Fiur f=g-h gilt

flza, ... x Zga:l,... |- hlzi, .. @,
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3.5. Sei f : [0,1] — R stetig differenzierbar. Weiter sei £ € [0, 1] fest gewéhlt. Diskutie-
ren Sie die Losbarkeit (Existenz & Eindeutigkeit) des folgenden Interpolationsproblems:
Gesucht sei ein Polynom p € P; mit p(0) = f(0), p(1) = f(1) und p'(&) = f'(§).

3.6. Schreiben Sie ein Programm, das folgendes leistet:
Eingabe: n e Nmitn > 2;a=21 < 2o < -+ < Xp =b; y1,Y2, - -, Yn.
Ausgabe: s sei der natiirliche kubische Spline zu den Werten y; an den Knoten x;.
Es soll s(z) berechnet und geplottet werden.
Testen Sie Ihr Programm mit folgenden Beispielen:
a)n=13,x1=—1,29=—-5/6,...,213 =1

1

YT T+ 2507

und analog (d.h. wieder dquidistante Knoten mit 1 = —1 und z, = 1) fir n = 8 und
n = 18.

b) Alles analog mit den Tschebyscheff-Knoten mit n =8, n = 13 und n = 18.

c¢) Diskutieren Sie die Giite der bei a bzw. b erhaltenen Splines als Approximation
der Funktion f(z) = 1/(1+ 25z?) im Intervall [—1,1].

3.7. Gegeben sei das Gleichungssystem Az = y durch

10 11\ [z (21
11 12) \zy)  \23)7
die Losung ist 2 = (1, 1). Aufgrund von MeBfehlern sei nur die Niherung y* = (22, 23)

und
[y —yll2 <2

bekannt. Dariiber hinaus sei aber fiir die Losung x noch bekannt, dafl
lzll2 < 2.

a) Losen Sie das System Az = .

b) Welche Ndherung ergibt sich, wenn man die Tikhonov-Regularisierung — wie in
der Vorlesung besprochen — anwendet?

c¢) Berechnen Sie die Minimalstelle z, des Funktionals

Va(z) = Az =gl + o - |l2]3

in Abhéngigkeit von «, wobei o > 0. Man kann z.B. ein Programm schreiben, um x,
fiir o = 2% mit k = —10, —9,...,10 zu berechnen.

3.8. Gegeben seien Punkte P;(f(i),¢(¢)) in der Ebene, i = 1,...,n. Sei s; der natiirli-
che kubische Interpolationsspline zu den Daten (4, f(i)) und sei s, der natiirliche ku-
bische Interpolationsspline zu den Daten (7, g(7)). Berechne s; und s, wie in der Auf-
gabe (3.6 und plotte die Kurve t € [0,n] — (s£(t), 54(1)).
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Kapitel 4

Numerische Integration

4.1 Vorbemerkungen

Wir beschéftigen uns mit der numerischen Integration von stetigen Funktionen. Im
allgemeinen ist keine Stammfunktion bekannt oder diese 148t sich nur als unendliche
Reihe schreiben. Ein Beispiel ist

/ smtd B (—1)k . g2+l
(2l<; +1)-(2k+ 1)1

Wie gut solche Reihen fiir die Berechnung des Integrals geeignet sind, hingt sowohl
von der zu integrierenden Funktion als auch vom Integrationsintervall ab. Obwohl
Reihenentwicklungen oft niitzlich sind, werden sie hier nicht weiter untersucht.

Stattdessen betrachten wir numerische Integrationsverfahren (sog. Quadraturfor-
meln) der Form

(4.1) Su(f) = Y aif(w) ~ [ fla)de=S(7)

Formeln dieser Gestalt lassen sich bereits anwenden, wenn man nur wenige Funktions-
werte kennt. Dabei wird hier unterstellt, da die Funktionswerte f(x;) (durch ein Com-
puterprogramm oder sonstwie) erhalten werden konnen. Allgemein sind hier zwei Fra-
gen zu betrachten:

— Wie wahlt man die Gewichte a; bei vorgegebenen Knoten x;?

— Wie wéhlt man geeignete Knoten z;?

Zur Wahl der Gewichte a; bieten sich zwei Moglichkeiten an.

Integration mit polynomialer Interpolation. Eine Moglichkeit, Quadraturfor-
meln der Gestalt (4.1) zu finden, ist die Interpolation gegebener Funktionswerte durch
Polynome. Diese konnen leicht integriert werden und man erhélt Formeln der gewiinsch-
ten Art. Es gibt genau ein p € P, mit p(z;) = f(z;) firi = 1,...,n. Man wahle nun die
Gewichte so, daf3 S, (f) = S(p). Quadraturformeln S,,, die fir alle p € P, exakt sind,
heiBen interpolatorische Quadraturformeln. Man hofft, da§ der Fehler |S(f) — S, (f)]
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klein wird — entweder, weil p eine gute Approximation fiir f ist, oder weil sich die positi-
ven und negativen Fehler weitgehend ausgleichen. Der Fehler kann also auch dann klein
sein, wenn f durch p nicht gut approximiert wird. Natiirlich sind Fehlerabschétzun-
gen notig, um diese Hoffnung in manchen Fillen (abhéngig von f und den Knoten)
bestétigen zu konnen. Dieser Ansatz zur Wahl der a; wird in Abschnitt 4.2 untersucht.

Verwendung von Interpolationssplines. Das folgende wurde bereits in Kapitel 3
bewiesen. Ist F; = C¥([0, 1]) versehen mit dem Skalarprodukt

(.90 = / 0 (@)g™® (@) dz

und F' eine Kugel in F; mit Mittelpunkt 0, dann ist die Formel S} (f) = S(o(f)) mit
dem natiirlichen Interpolationsspline o(f) optimal beziiglich des maximalen Fehlers
auf F. Diese Aussage liefert bei gegebenen Knoten x4, ..., x, fiir verschiedene Werte
von k verschiedene optimale Gewichte a; und damit verschiedene S;.

4.2 Interpolatorische Quadraturformeln

Sei .
T — T,
li(x) = J
@ =11
JFi
fir ¢+ = 1,...,n. Der Index j lauft jeweils von 1 bis m, bis auf j = 4. Dann ist das
Interpolationspolynom p € P, gegeben durch p(x Z f(x;)l;(x) und damit erhalten
wir
b n
5.1 =5() = [ 3 falla)ds - Z/ 2o f(:) Zazf ().
@ =1
Hier ist

b b N
xr — T;
e Li(x)dx = || ) dr.
i /a i(@)de /a o Ti T !

J#

Bei Wahl dieser Gewichte erhélt man also S,(p) = S(p) fiir alle p € P,. Durch diese
Forderung sind die Gewichte schon eindeutig festgelegt, denn fiir Quadraturformeln .S,
der betrachteten Art gilt

wegen [;(z;) = d;;. Wir kennen schon eine Fehlerabschitzung fiir das Interpolations-

problem, némlich

£() ~ o) = 1) [ (0~ w0).

i=1
Hieraus folgt der folgende Satz.
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Satz 27 (Fehler von interpolatorischen Quadraturformeln). Sei f € C™([a,b]) und sei
Sn(f) =1 aif(x;) die interpolatorische Quadraturformel zu 1, ..., x,. Dann gilt

n

H(m — ;)

i=1

b
S() = SulHI < 21l [ .

Bemerkungen. Allgemein ist man an Fehlerabschiatzungen der Form

(4.2) [S(F) = SalH)I < ell FPloo

interessiert. Diese Fehlerabschétzung impliziert, dafl Polynome p € Py exakt integriert
werden. Bisher wurde nur der Fall n = k betrachtet. An Beispielen sieht man, daf3 die

Konstante
n

H(m — ;)

=1

1 [t
c=—

dx,
n!

die sich im Satz 27 (fir & = n) ergab, im allgemeinen nicht optimal ist, d.h. die
Aussage von Satz 27 gilt i.a. noch fiir kleinere Konstanten. Statt (4.2) konnte man
auch schreiben

Amax(Sn) = sup [S(f) = Su(f)] < ¢,

fer

wobel

F=F = {f e C*at]) | If¥] < 1}.

Das heift, der maximale Fehler auf F* stimmt iiberein mit der kleinsten Konstanten c,
fiir die gilt. Man fragt nun nach optimalen Quadraturformeln fiir die Klasse F*,
d.h. nach solchen S,, mit kleinstem maximalen Fehler.

Der Satz von Peano. Fiir den Satz von Peano betrachten wir lineare Funktionale

der Form , .
~ [ f@yde =Y (o)

oder allgemeiner
b
L =31 [ @6 deZﬁm
i=0 a

wobei wir voraussetzen, daf§ L(p) = 0 fiir p € P;. Dabei seien o; € C([a,b]) und §;; € R
und z;; € [a,b]. Die Funktion K} : [a,b] — R, definiert durch

K(t) = ﬁL (=15

mit (z —)57! : [a,b] — R, wobei

(& — )4 () = (max{(z — t),0)""

heifit k-ter Peano-Kern von L, die Funktion @ +— (v — )" heifit abgebrochene Potenz.
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Satz 28 (Satz von Peano 1905/1913). Sei L ein Funktional von der angegebenen Ge-
stalt und sei L(p) = 0 fiir alle Polynome p € Py. Dann gilt fiir jedes f € C*([a,b])

b
L) = [ Ko

Beweis: Nach dem Satz von Taylor gilt fiir f € C*([a, b))

@) =3 = {9 a)( = a) +r(a)

mit
r(z) = ﬁ / FO@) (z — )L dt.

Weiterhin ist L(f) = L(r), da L(p) = 0 fiir p € P,. Man kann auch schreiben

b
@) = gy | I -

Es folgt .
Lmzum:/KWWWmm

da man unter den angegebenen Voraussetzungen das Funktional L mit dem Integral
vertauschen darf.

Folgerung. Fiir unser Problem der Fehlerabschiatzung von Quadraturverfahren kann
man den Satz von Peano fir £ und L(f) = S(f) — Sn(f) anwenden, wenn Polynome
p € P, von S, exakt integriert werden. Ist speziell S, eine interpolatorische Quadra-
turformel, so kann man Satz 28 mindestens fiir £k = 1,...,n anwenden.

Satz 29 (Anwendung des Satzes von Peano). Es sei S, (f) = > a;f(z;) und S(f) =
fabf(m)da:. Fiir Polynome p € Py, gelte S, (p) = S(p). Dann gilt fiir

F* = {f € C(lab) | 5P < 1}

die Fehlerdarstellung

%M&meWﬂﬂMMZ/Ummﬁ

feF*k
wobet K}, der k-te Peano-Kern ist.

Beweis: Sei f € F*. Dann gilt die Darstellung

Sm—&mszWMWWﬁ
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und damit

(43) S() = Su)| < [ 1Kutol 1Yol de < [ IR e

Aus der Definition von K folgt, dafi K} stiickweise stetig ist und nur endlich viele
Vorzeichenwechsel hat, etwa an den Stellen a < v; < --+ < v; < b. Betrachte nun ein
f € FFmit |f®] =1und f®(z) = sgn (Ky(r)), falls inf,<;<; |x — v;] > . Da man
e > 0 beliebig klein wihlen kann, 148t sich die Ungleichung (4.3) nicht verbessern.

Mit Hilfe des letzten Satzes kann man die folgenden Fehleraussagen beweisen, wir
verzichten auf die Nebenrechnungen.

Satz 30 (Fehler einiger Quadraturformeln). Sei S(f) = ff f(z)dx. Dann gilt fir die
Trapezregel Ss(f) = 3(b—a)(f(a) + f(b))

[S(f) =Sl < 5 (b— )| f" o
fiir die Mittelpunktregel Sy (f) = (b— a) f(%E2) gilt
]' 2
[S(f) =S < 57 (0= @) f" o

und fiir die Simpson-Regel S3(f) = “52(f(a) + 4f(“E) + f(b)) gilt

IS(F) = S5(1)] < 555 (6~ 1l

Bemerkung: Optimale Quadraturformeln bzw. Konvergenzordnung. Wir
betrachten

F* = {f € C*a, 0] | | M < 13

fiir ein festes k und fragen nach guten Quadraturformeln S, fiir F*, auch fiir grofies
n. Wie schnell kann A, (S,) fiir n — oo gegen 0 konvergieren, wenn die Folge S,
optimal gewahlt wird?

Mit Hilfe von Satz 29/ kénnte man versuchen, optimale Formeln fiir F* und beliebige
n zu finden. Die Rechnungen werden fiir £ > 3 jedoch so kompliziert, dafl sie bisher
nicht gemacht wurden. Im Folgenden begniigen wir uns mit der Konstruktion einer
Folge von Quadraturformeln (zu vorgegebenem F*), so dafi die Konvergenzordnung
von (Amax(Sn))nen optimal ist.

4.3 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Konstruktion zusammengesetzter Quadraturformeln. Wir beginnen mit einer
Néherung Si(f) = S0, aif (z;) von S(f) = fcd f(z)dz. Die Formel Sy sei exakt fiir
p € Py. Es gelte die Fehlerabschétzung

1S(f) = Sk(f)] < B(d — ) B .
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Die Abbildung
b—a da-—bc

i—c ' d—c’
ist affin linear und surjektiv. Bei S(f) = fab f(x) dr machen wir die Substitution

Ailed — [ab], At) =t

5= [ swar= [0 =s (520 n).

Wir kénnen nun das zweite Integral mit S ndherungsweise berechnen und erhalten

b— b—a b— da —b _
Sk (d_i(fo)\)) Zd_izai'f(d_ixi—l- Z_;) =: Si(f).

=1

Die Formel §k( f) entsteht aus Sy durch ,, Verschieben®, es gilt

5 =s(G=ton)  wd =8 (500 e).

Wenn nun S, fiir p € P, exakt ist, so auch Si. Man erhilt mit

oW = (522) - P 0a)

die Fehlerabschédtzung

50 - )| = s (5240 ow) -5 (G220 o)

—c
b—a

<

“d—c

(4.4)
B(d =) HI(f o NP < B — @) fP .

Nun sei n = k- m mit einem m € N. Dann kann man aus Sy eine zusammengesetzte
Quadraturformel Sy, konstruieren. Wir zerlegen dazu [a, b] in m gleichlange Intervalle
L, ..., 1,

J—1 J L
I = —(0b—a),a+ =(b— f =1,...,m.
f a+ - (b—a),a m( a)] ir j m
Durch Verschieben der Formel Sy auf die Intervalle I4,..., I, erhalten wir Formeln
S, ..., S zur Integration von

Si(f) = / f(@) de.

Wir definieren nun die zusammengesetzte Quadraturformel S,, durch

(4.5 Su(F) =3 k).



Dann erhélt man die Fehlerabschitzung

(46) 5.0) - S < mals 1 ()

und damit

k
Amax(Sn) < ﬁ(b o a)k—H . m—k _ ﬁ(b N a)k:-i—l (ﬁ) _ ﬁn_k

n
fiir F = F*.

Satz 31 (Optimale Konvergenzordnung von Quadraturformeln). Sei k € N. Dann gibt
es Zahlen ci,co > 0 mat

c-n Tt < inf Apax(Sn) < 2 - n*
fiir die Funktionenklasse F* und allen > k. Das heifst, die optimale Konvergenzordnung
von Quadraturverfahren auf der Klasse F* ist n=F.

Beweis: Die Existenz von S, mit Apac(S,) < Bn~* wurde fiir F* und n = k- m
bereits gezeigt. Fiir ein beliebiges n = n+ kg = k- m + ky mit kg € {1,...,k — 1}
betrachten wir S5 := S,, und erhalten A, (S,) < Bn=F < ¢y -k fiir ein geeignetes
co. Wir zeigen nun die Abschétzung von unten. Hierzu sei

Sulf) = Zaif(xi)

eine beliebige Quadraturformel. Definiere

r(l — 221 falls 2| < 1
(@) = { (1-a? &
0 sonst

mit r > 0 gerade so, daB o], = 1. Es gilt ¢ € C*(R) und wir definieren § > 0

durch
/ o(x) dr = 0.
R

Weiter definieren wir fiir e > QO und z € R

pix) =" p((z—2)e).

Dann gilt
102 P = 1,
d.h. ¢¢ € F*. AuBerdem ist ¢S(x) = 0 fiir |z — 2| > ¢ und

/ ¢S (z) do = "4,
R
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Wir nehmen an, dafl die Knoten x4, ..., z, von S,, geordnet sind,
a=20< T <x3< - <Tp <Tpyy =0b.
Definiere fiir ¢ € {1,...,n+ 1}

Ty + X1 Ty — XTi—1
= — und g = ———
2 2

Zi -

und betrachte
n+1

fr= ¢t ern
i=1

Man hat nun einerseits
n

und andererseits
n+1

b
S(f*) = / fH(z) dae = 5255“.

Also gilt
n+1

Amax(Sn) 2 |S(f7) = Su(f7)] 2 525§+1'
i=1

Die Funktion
n+1

(817 s 75n+1) = ng—i_l
i=1

ist konvex und erreicht auf der Menge > e; = (b — a)/2, wobei g; > 0 fur alle ¢, ihr
Minimum fiir

E1 = E9g = = & = b_a
LT T e T o+ 1)

Damit hat man also

b g R b g\ k1 1 k
> . . S g —_— > M _k.
Apax(Sp) > (n+1) -6 (2(n+1)> 5( 5 ) <n—|—1) > n

Bemerkungen.
1) Beim Beweis der unteren Schranke

Amax(‘sn) 2 - nik

haben wir zu gegebenen Knoten z; < x5--- < x, eine Funktion f* definiert mit
f* € F* und
Nuo(f*) = (f*(21),..., f*(zn)) =0 € R™
Ebenso folgt natiirlich N,(—f*) = 0 und —f* € F*. Daher gilt S,(f*) = S,(—f*)
sogar fiir jede Abbildung S,, : F'* — R der Form S, = ¢ o N,,. Hieraus folgt
Amax(Sn) = S(f7)

20



fiir jedes dieser S,,. Damit ist gezeigt, daf die Aussage von Satz[31 richtig bleibt, wenn
man beliebige (nichtlineare) Quadraturformeln der Form S,, = ¢ o N,, zur Konkurrenz
zuléafit.

2) Noch allgemeiner konnte man auch adaptive Algorithmen betrachten, bei denen
die Wahl der Stiitzstelle ;1 in Abhéngigkeit der schon berechneten Funktionswer-
te f(x1),..., f(xg) erfolgen kann. Wiederum kann man zeigen, dafi die Aussage von
Satz 31 auch fiir adaptive Verfahren gilt. Fiir manche andere Probleme der Numerik
sind adaptive Verfahren viel besser als nichtadaptive. Siehe [18] fiir eine Ubersicht.

3) Bakhvalov war einer der ersten, der sich fir optimale numerische Methoden in-
teressiert hat und Sétze von diesem Typ bewiesen hat. In seiner Arbeit [1] betrachtet
er neben deterministischen Algorithmen auch Monte-Carlo-Methoden. Die Ergebnisse
von Bakhvalov sind auch in [16] enthalten.

4) Der Begriff der Konvergenzordnung wird hier etwas anders gebraucht als in Ka-
pitel 2. Dies liegt vor allem daran, daf} jetzt der Fehler typischerweise wie n=* gegen 0
geht (und man nennt dann « die ,Konvergenzordnung®) wihrend in Kapitel 2 selbst
das einfache Bisektionsverfahren viel schneller konvergiert.

Beispiele fiir zusammengesetzte Quadraturformeln. Bei zusammengesetzten
Quadraturformeln braucht man héchstens n = &k - m Funktionswerte. Diese Zahl
verringert sich auf n = k-m —m+ 1, falls die Funktionswerte an beiden Intervallenden
benutzt werden. Die folgenden Fehlerabschétzungen sind Spezialfélle der Formel (4.6).

Mittelpunktverfahren. Fiir das zusammengesetzte Mittelpunktverfahren (n = m)
gilt die Fehlerabschétzung

/abf(x)dx—gb;af (w(@-%) b_T“>

fiir alle n € N.

(b—a)? 1
< Tﬁ”f””oo

Trapezverfahren. Fiir das zusammengesetzte Trapezverfahren (n = m+ 1) gilt mit

der Abkiirzung
b—a

h

die Fehlerabschétzung

b a n—2
/a f(x)dx—h<§+Zf(a+ih)+f(2b))

fir alle n > 2.

(b_ a)3 1 1"

Simpsonverfahren. Fiir das zusammengesetzte Simpsonverfahren gilt mit den
Abkiirzungen

h—
m € N, n=2m+1, h = ¢

n—1
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die Fehlerabschitzung

/ f(l’)dm—g (f(a)+4Zf(x2u)+22_f(:c2,,+1)+f(b)>

(b—a)®> 1
T80 (o)

@
71 oo

Der allgemeine Satz ergibt zunéchst

1

| < 2880 (b—a)® m™ || fY).

|Sam1(f) = S(f)

Wegen m = (n — 1)/2 ergibt sich

1 16
m*  (n—1)*

und daraus folgt die behauptete Abschétzung.
Fiir geniigend glatte Funktionen konvergiert also der Fehler dieser drei Methoden
wie n2 bzw. n=* gegen 0.

4.4 Universelle Quadraturverfahren

Problemstellung. Wir haben geschen, da8 fiir die Funktionenmengen F* eine Folge
(Sn)nen von Quadraturformeln mit optimaler Konvergenzordnung n=* existiert. Bisher
haben wir jedoch diese Folge nur in Abhéangigkeit von k konstruiert. Jetzt wollen wir
nach der Existenz einer Folge (S,), von Quadraturformeln fragen, die fiir jedes F*
optimale Konvergenzordnung hat, d.h.

Amax(Sn) S Ck - nik
fiir jedes F* mit & € N und geniigend grofie n.

Definition (Universelle Quadraturverfahren). Eine Folge (S, )nen von Quadraturfor-
meln heiBit ein universelles Quadraturverfahren (zu den F* mit k € N), falls fiir alle &
ein ¢, > 0 und ein ny € N existieren, so daf} fiir n > ny

AmaLx(Sn> = sup |S(f) - Sn(f)’ < Cp nik

fEFk
gilt.

Die Gauf3-Formeln. Wir werden in Satz (33 zeigen, daf es ein universelles Quadra-
turverfahren gibt und dafl speziell die Gauf$’schen Quadraturformeln so eine Folge von
Sy, sind. Dazu definieren wir zunéchst die Gaufl-Formeln und zeigen ihre wichtigsten
Eigenschaften.
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Sei S(f) = fab f(z) dx und seien die z; € [a,b] fiir ¢ = 1,...,n paarweise verschiedene
Knoten. Wir haben gesehen, dafl es genau ein S,, mit den Knoten x1,...,z, gibt, so
dal S(p) = S,(p) fiir alle Polynome p € P,. Fiir dieses S, gilt

anL‘ T
ai:/” ! dz.
gt

Wir zeigen nun, dafl bei geeigneter Wahl der Knoten x4, ..., x, sogar alle p € P, exakt
integriert werden.

Satz 32 (Eigenschaften der GauB-Formel). Sei ¢ € P14 mit ¢ # 0 und

b
/ g(x)p(x) dz = 0

fiir alle Polynome p € P,. So ein q existiert und ist bis auf eine multiplikative Konstante
emndeutig bestimmt. Weiter gilt:

a) das Polynom q hat n verschiedene Nullstellen x4, ..., x,, die alle reell sind und
im Intervall [a,b] liegen;

b) die interpolatorische Quadraturformel

Sn(f) = Zaif(l“i)

(mit den Nullstellen z; von q) ist exakt fiir alle p € Pa,; die Gewichte a; sind positiv

mit
n

Z a; =b—a;
i=1
c) Es gibt kein S, das fir alle p € Py,y1 exakt ist, d.h. die bei b) angegebene
Gauf-Formel hat maximalen Exaktheitsgrad.

Beweis: Statt f; q(z)p(x)dx = 0 fir alle p € P,, wobei g € P11 \ P,, konnten wir
auch schreiben P,,; = P, @ (¢) im Sinne einer orthogonalen direkten Summe. Also
existiert so ein q.

a) Wegen 1 € P, gilt f; q(z)dz = 0 und daher wechselt ¢ sein Vorzeichen minde-
stens einmal. Ein Widerspruchsbeweis zeigt, daf} es tatsédchlich n Vorzeichenwechsel im
Inneren von [a, b] geben muS.

b) Sei nun f € P,,. Dividiert man mit Rest durch ¢, so erhdlt man

f=agqp+r mit p,r € P,.

Damit folgt
fxi) =7r(z:).
Also



Zur Positivitat der a; betrachte die Funktionen

n

pi(z) = H(x —2;)? € Py1.
J#1

Damit hat man .

0 < S(pi) = Sulpi) = H(:cz — ;)% a;,
J#i
Also sind die a; positiv. Durch Einsetzen des Polynoms p = 1 erhélt man die Summe
der Gewichte a;.
¢) Sei nun eine beliebige Quadraturformel S,, gegeben, S, (f) = >, a;f(x;). Fiir

n

flz) = H(ﬂf — 2;)° € Panp

gilt
S(f) # 0= 5u(f).

Daher kann S,, nicht fiir alle f € P, ; exakt sein.

Bezeichnung. Die in Satz[32 betrachtete Quadraturformel heifit Gaufi’sche Quadra-
turformel S¢.

Fiir die Zahlen
ist folgendes bekannt. Ist f € C([a, b)), so gilt

lim E,(f)=0.

n—oo

Dies ist lediglich eine andere Schreibweise fiir den Approximationssatz von Weier-
straB. Fiir f € C*([a,b]) und n > k gilt, wie frither schon erwihnt, sogar die Feh-
lerabschétzung

E.(f) <c- ”f(k)”oo 7",
Dies ist der Satz von Jackson, siehe Satz[19. Dabei ist ¢, > 0 nicht von f abhéngig.

Satz 33 (Fehlerabschiitzung fiir die Gau-Formel). Sei f € C([a,b]) und sei SS die
Gaufs-Formel. Dann gilt

1S(f) = S5 (NI < 2(b— a) Ean(f).

Mit dem Satz von Jackson folgt insbesondere, dafy die Folge der SS ein universelles
Quadraturverfahren fiir die Funktionenklassen F* ist.
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Beweis: Fiir alle Polynome p € P, gilt
1S(f) =S (N =1S(f =p) =S (f =) < [S(f =p)| + S5 (f =p)| < 2(b— )| f —ploo

Hieraus folgt
[S(f) = SF (N < 2(b — a) Ban(f)-

Das Romberg-Verfahren. Der Vorteil der Gaufl-Formeln ist die Universalitét fiir
die F*. Ein Nachteil ist jedoch die relativ aufwendige Bestimmung der Knoten und
Gewichte. Daher werden oft andere Verfahren betrachtet, die ebenfalls universell sind
(mit i.a. etwas groferen Fehlern im Vergleich zu den Gauf-Formeln) und leichter zu
programmieren sind. Wir beginnen mit dem Romberg-Verfahren.

FirmeN, n=2"+1, f:[a,b] =R, k€{0,...,m} und [ € {0,... k} definiert

man induktiv:

R(0,0) = 5 - (b a) (F(a) + 1)),
R(k+1,0):%-R(k,0)+ka_—+?Zf<a+(2i_21k)+<f_a)) und
ROb,1) = ROk, 1= 1)+ 5o - (R(k, L= 1) = Rk~ 1,1~ 1)).

Dann heifit R(m,m) die Romberg-Summe fiir n = 2™ + 1 Funktionswerte. Dabei
sind die R(k,0) gerade die Trapezsummen mit 2¥ Teilintervallen. Hier gelten die Feh-
lerabschétzungen

50— Rk 1,0) =~ U2 i) und
50) — k,0) = —5 U ey,

Wenn die betrachteten Intervalle klein sind, so hofft man, da8 (&) ~ f"(&) ist.
Dann kann man aus den beiden Gleichungen einen neuen, besseren Schéitzwert fiir S(f)
ermitteln. Dieser ist dann R(k,1). Durch Wiederholen dieser Extrapolationsmethode
erhélt man die Romberg-Summen.

Die Tatsache, dafl man ein universelles Verfahren erhélt, wird hier nicht gezeigt.
Einen Beweis findet man in [22].

Die Verfahren von Polya, Filippi und Clenshaw-Curtis. Fiir jedes n € N sei
ein 9, definiert mit folgenden Figenschaften:

a) S, sei interpolatorisch, d.h. S(p) = S, (p) fir p € P,;

b) die Gewichte a; in der Formel S,, seien alle positiv.

Dann gilt fiir jedes f und jedes p € P, die Abschatzung

1S(F) = Su(DI = 15(f =) = Suf =) < [S(f =)+ [5u(f =) £ 2(b = )| f = Pleo-
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Hieraus folgt
1S(f) = Su(f)] < 2(b—a)En(f).

Insbesondere folgt wie bei den Gauf-Formeln, dafi die Folge (S,,),, universell fiir die
F* ist. Man sucht daher nach solchen S, die zusitzlich Knoten und Gewichte haben
sollen, die sich einfach beschreiben lassen. Wir definieren die wichtigsten derartigen
Verfahren durch Angabe ihrer Knoten, wobei wir das Standardintervall [a, b] = [—1, 1]
zugrundelegen. Wir verzichten aber auf den Beweis der Tatsache, dafl die Gewichte alle
positiv sind. Dies kann im Buch von Brass [4] {iber Quadraturverfahren nachgelesen
werden.

a) Polya-Verfahren: Die Knoten von S,, sind hier gegeben durch

2y = —cos DT
2n

d.h. man wahlt die Tschebyscheff-Knoten wie bei Satz 12. Hier und bei den folgenden
Formeln gilt i = 1,...,n.

b) Filippi-Verfahren: Die Knoten von S, sind hier gegeben durch

T
n+1

T; = — CoS

¢) Clenshaw-Curtis-Verfahren: Die Knoten von S,, sind hier gegeben durch

n—1

wobei n > 1.
Zusitze und Bemerkungen.

e Auch in diesem Kapitel haben wir nur den eindimensionalen Fall, f : [a,b] — R, diskutiert. Im
Mittelpunkt der Forschung zur Numerischen Integration steht heute die Berechnung mehrdi-
mensionaler Integrale, etwa

s= [ f@a

Bei wichtigen Anwendungen, etwa in der Finanzmathematik oder der Physik, ist die Dimen-
sion d grof3, zum Beispiel 360. (Die Zahl 360 ergibt sich bei gewissen Finanzderivaten, die auf
Hypotheken mit der typischen Laufzeit von 30 Jahren beruhen; der Zinssatz in jedem Monat
entspricht einer Variablen.) Wir haben bewiesen, daf§ die optimale Konvergenzordnung bei der
Integration von C*-Funktionen auf einem Intervall n=* ist, siehe Satz Diese Konvergenz-
ordnung betriigt fiir d > 1 nur n=%/¢ und diese Rate ist extrem langsam im Fall d > k. Man
spricht hier vom Fluch der Dimension oder curse of dimension, siehe [19] fiir eine Ubersicht.

Da sich diese Rate auf beliebige (deterministische) Algorithmen bezieht, ist das Problem prinzi-
piell schwer. Eine wesentliche Verbesserung 1483t sich allerdings mit randomisierten Algorithmen
(sog. Monte-Carlo-Methoden) erzielen. Dann ist die optimale Konvergenzordnung n—k/d=1/2
also grofer als 1/2, siehe [16]. Noch schneller geht es mit Quantencomputern, die es aber z.Z.
nur auf dem Papier gibt. Damit wiirde man die Rate n~*/4=1 bekommen, siche [20].
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Aufgaben

4.1. Stellen Sie die Funktion

S(m):/ et dt
0

fir x > 0 in der Form einer unendlichen Reihe dar. Wieviele Terme dieser Reihe
benotigt man, wenn man S(1) bzw. S(10) auf diese Weise berechnen will mit einem
Fehler, der kleiner ist als 10787

4.2. Gesucht ist eine Quadraturformel

4

S4(f) = Zaif(xi)

=1

mit z; = (i — 1)/3 zur Approximation von S(f) = fol f(z)dx. Berechnen Sie die Ge-
wichte so, daf3

wobel

a) f € Py ist das Polynom mit f(z;) = f(z;);

b) f ist der natiirliche kubische Spline mit (Knoten z; und) f(x;) = f(z;).
4.3. Das Integral S(f) = f_ll f(z) dzx soll durch eine Quadraturformel

2

Sa(f) =) aif ()

=1

approximiert werden, wobei z7 # x5.

a) Wie miissen die a; definiert werden, damit (bei gegebenen z;) Polynome p € P,
exakt integriert werden?

b) Jetzt sei xo = —xq. Schitzen Sie Ay (S2) fiir

Fr={feC*([-L1) | I/l <1}
mit Hilfe von Satz[27/der Vorlesung ab. Hierbei sei Sy die in a) gefundene Formel.

4.4. Fortsetzung von Aufgabe Berechnen Sie Ay, (S2) mit Hilfe von Satz 29 der
Vorlesung.

4.5. Es sei Sy,41 eine interpolatorische Quadraturformel fiir S(f) = ff f(z)dz, d.h.
es gelte So,11(p) = S(p) fir alle p € Py,,11. Weiter seien die paarweise verschiedenen
Knoten x; von S5,,,1 symmetrisch angeordnet, d.h. es gelte x; — a = b — x9,,o_; fiir
alle i. Zeigen Sie:

a) Fur die Gewichte gilt dann a; = agy,12—; fiir alle 1.

b) Die Formel Sy, 1 ist sogar exakt fiir alle p € P, 10.

Folgern Sie, daf§ die Simpson-Formel Polynome vom Grad kleiner gleich 3 exakt
integriert.
Hinweis: Sie konnen den Fall [a,b] = [—1, 1] betrachten, dann wird es einfacher.
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4.6. Berechnen Sie ndherungsweise die Integrale
1
1
/ dz
0o 1+

/Olﬁdq:.

Beniitzen Sie dazu die Trapezregel, die Simpsonregel und das Romberg-Verfahren, je-
weils mit n = 2,3,5,9 und 17 Knoten. Kommentieren Sie die Ergebnisse hinsichtlich
ihrer Genauigkeit.

und

4.7. Die folgenden Integrale sollen ndherungsweise bestimmt werden, der Fehler soll
garantiert kleiner sein als ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0:

0 —x 1
/ ¢ dx bzw. / ver —1dx.
0 0

14 a3

Beachten Sie beim zweiten Integral, dafl der Integrand fiir = 0 nicht differenzierbar
ist.

Gefragt ist hier nach einem Losungsweg, keine Programmieraufgabe. Warum macht
es Sinn, beim zweiten Integral die Umkehrfunktion des Integranden zu betrachten?

4.8. Das Integral X
St = [ @)

soll so durch ein S5 der Form

Sa(f) = arf(x1) + az f(x2)

approximiert werden, dafl S(f) = S(f) fiir alle Polynome vom Grad kleiner als 4. Wie
miissen die Knoten und die Gewichte gew#hlt werden? Bestimmen Sie dazu zunéchst
ein ¢ € Py mit ¢ # 0 und

[ 90t o =0

fiir alle p € P;.
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Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme

Vorbemerkung. Bisher haben wir uns auf die Diskussion von Verfahrensfehlern
konzentriert, die durch unvollstindige Information entstanden. Rundungsfehler waren
bisher meist relativ leicht zu durchschauen.

Jetzt, bei linearen Gleichungssystemen, ist die Information in der Regel vollsténdig,
denn der Raum ist ja nur endlichdimensional. Daher ist es moglich (und iiblich), Verfah-
ren zu verwenden, die keinen Verfahrensfehler haben. Das bekannteste dieser Verfahren
ist das Gauf-Verfahren.

Daneben werden allerdings auch Verfahren betrachtet, die einen positiven Verfah-
rensfehler haben, etwa iterative Verfahren und die Tikhonov-Regularisierung. Damit
kann man manchmal schnellere Algorithmen konstruieren und/oder erhélt unter ge-
wissen Bedingungen Ergebnisse mit kleineren Gesamtfehlern.

5.1 Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren

Wir betrachten Gleichungssysteme der Form
Ax =10 mit A€ R”" und b € R",

wobei wir meist voraussetzen, dafl A reguldr ist. Wir nennen zwei Gleichungssysteme
dieser Gestalt dquivalent, wenn sie die gleichen Losungen haben. Man versucht, ein
gegebenes System durch einfache Umformungen in ein dazu dquivalentes, aber leicht
l6sbares, zu verwandeln.

Elementare Umformungen. Die folgenden Operationen heiflen elementare Um-
formungen von Gleichungssystemen: Vertauschen von zwei Gleichungen eines Systems.
Multiplizieren einer Gleichung mit einer Konstanten ungleich Null. Addieren eines Viel-
fachen einer Gleichung zu einer anderen.

Ahnlich sind elementare Umformungen von Matrizen definiert: Vertauschen von
zwei Zeilen einer Matrix. Multiplizieren einer Zeile mit einer Konstanten ungleich Null.
Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma. Erhdlt man das System Bx = ¢ aus dem System Ax = b durch endlich vie-
le elementare Umformungen, so sind die beiden Systeme dquivalent. Ist eine Matriz
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A € R™™ requldr, so lafit sie sich durch elementare Umformungen auf die Einheits-
matriz transformieren. Jeder elementaren Umformung einer Matriz entspricht eine
Multiplikation der Matriz von links mit einer sogenannten Elementarmatrix.

Invertierbarkeit. Im Folgenden sei I = I, die Einheitsmatrix. Wenn die in dem
System vorkommende Matrix A invertierbar ist, so hat man die eindeutige Losung
x = A~'b. Die folgenden Aussagen sind aus der Linearen Algebra bekannt.

Lemma (Reguldre Matrizen, symmetrische Matrizen). Fir A € R™" sind
dquivalent:
— A ist invertierbar.
—det A # 0.
- A:R" — R" ist surjektiv.
- A:R" — R" ist injektiv.
— Spaltenrang A = n.
— Zeilenrang A = n.
— A ist Produkt von Elementarmatrizen (zu elementaren Umformungen).
— 0 ist kein Figenwert von A.
Fiir eine selbstadjungierte oder symmetrische Matriz A sind dquivalent:
— A st positiv definit, d.h. x'Ax > 0 fiir alle x # 0.
— Alle Figenwerte von A sind positiv.
— Alle Hauptminoren Ay haben positive Determinante.
FEine symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar und es gibt eine Orthonormalbasis
aus Figenvektoren.

Einfach zu losende Gleichungssysteme. Der einfachste Fall ist natiirlich, da
A eine Diagonalmatrix ist. Fiir a; # 0 erhélt man die eindeutige Losung z; = f—
Andernfalls hat man entweder keine oder unendlich viele Losungen. Aber auch wenn
A eine (untere oder obere) Dreiecksmatrix ist, ist das Gleichungssystem noch leicht

losbar.

Die LU-Zerlegung. Sei A = LU, wobei L untere Dreiecksmatrix und U obere
Dreiecksmatrix. Dann ist das System Az = b dquivalent zu den zwei Systemen Lz = b
und Uz = z. Diese beiden Systeme konnen leicht gelost werden. Aber nicht jede Matrix
A 148t sich so zerlegen und wenn so eine Zerlegung existiert, so ist sie nicht eindeutig.

Existenz der LU-Zerlegung. Wenn A = LU in Form einer LU-Zerlegung darge-
stellt werden kann, so gilt fiir alle 7, 7 die Gleichung

min{,j}

(51) Q5 = Z lisusj.
s=1

Wir besprechen die Losbarkeit von (5.1), wobei wir zusétzlich fordern, daf fiir alle
u; = 1 und l; # 0 gelten soll.

Um induktiv eine Losung zu finden, gehen wir davon aus, daf fiir £ € {1,...,n}
die ersten k — 1 Zeilen von U und die ersten k — 1 Spalten von L bereits bekannt sind.
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Dann gelten die Beziehungen

k-1
Qg = E lpstsi + lepUnr,

s=1

k—1
E+1<j<n: akazlksusj+lkkukj,
s=1
k—1
E+1< 1< n: Al = lesusk + ljkukk.
s=1
Man sieht, dafl die erste Gleichung — Losbarkeit des ganzen Systems vorausgesetzt
— sofort die neuen Diagonalelemente liefert. Den Rest der Zeile von U und der Spalte
von L kann man dann mit den beiden anderen Gleichungen bestimmen.

Satz 34 (Existenz der LU-Zerlegung). Wenn fir eine Matriz A alle Hauptminoren
Ay, d.h. alle Untermatrizen der Form

aip - Gik
Ap =
ag1 -+ Ok
(k = 1,...,n) nichtsingulir sind, dann hat A genau eine LU-Zerlegung mit den oben

geforderten Figenschaften.

Beweis: Analog zu A, definieren wir die Untermatrizen U, und L;. Wir nehmen an,
daf} alle Ay nichtsinguldr sind. Dann sind, wenn man im Induktionsbeweis die Existenz
der Zerlegung fiir k£ voraussetzt, wegen Ay = LU auch die Untermatrizen L, und Uy
nichtsingulér. Insbesondere gilt also lgiugr # 0. Dann sind aber die oben aufgestellten
Gleichungssysteme allesamt eindeutig 16sbar und man erhélt Ug,q und L.

Satz 35 (Cholesky-Zerlegung). Ist A eine reelle, symmetrische, positiv definite Matriz,
s0 gibt es eine eindeutig bestimmte Faktorisierung der Form A = LL' mit einer unteren
Dreiecksmatriz L, deren Diagonalelemente alle positiv sind.

Beweis: Fiir ein solches A gilt x'Ax > 0 fiir x # 0. Betrachtet man Vektoren der
Form (xy,...,2,0,...,0), so folgt, da fur alle k£ die Untermatrix Ay nichtsingulér
ist. Es existiert also eine LU-Zerlegung. Wir erhalten dieselben Gleichungen wie oben,
allerdings wéahlen wir jetzt die Normierung I = ugs. Dies ist moglich, weil

leptug > 0
fiir alle k. Das folgt aus der Tatsache

det A, = det Ly det U, > 0,
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fiir alle k. Mit der neuen Normierung ergeben sich wegen ax; = ajj fiir ug; und fiir £,
jeweils dieselben Gleichungen, die wegen der Eindeutigkeit auch zu denselben Losungen
fiithren.

Bemerkung. Beim Cholesky-Verfahren ergibt sich

k

2

Ak = E lk37
s=1

insbesondere || < \/agg. Die Elemente von L sind also nicht zu grof. Dies wirkt sich
giinstig auf Rundungsfehler aus.

Gauf3-Elimination und LU-Zerlegung. Das Gaufi’sche Eliminationsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme diirfte wohl aus der linearen Algebra bekannt sein. Im grund-
legenden Algorithmus arbeitet man ohne Zeilenvertauschungen: man addiert ein Viel-
faches einer Zeile 7; zu einer anderen Zeile iy, wobei jedesmal i < i5. Dies entspricht
einer Multiplikation der Matrix von links mit einer Elementarmatrix, die zugleich eine
untere Dreiecksmatrix ist. Auf diese Weise konstruiert man eine obere Dreiecksmatrix
U, es gilt schlieBlich

oder
A= (L7'...L;HU = LU,

wobei L = (L;*... L) eine untere Dreiecksmatrix ist. Daher ist das einfache Gauf-
Verfahren (ohne Zeilenvertauschungen) dquivalent zur LU-Zerlegung und wie diese
nicht immer moglich.

Pivotsuche. Das GauB-Verfahren in seiner einfachsten Form ist nicht befriedigend,
wie das folgende Beispiel zeigt. Ist a;; = 0 so ist der Algorithmus nicht anwendbar.

Betrachte das System
e 1 T1\ 1
1 1) \xy) \2)°

1 1-2
= ~ 1, Ty = ‘L
1—¢

1—e¢
Das GauB-Verfahren ergibt jedoch

Die Losung ist

X

(\]

1—

1—1‘2
~ 1, T = ~ 0.
€

M =

To =

m =

Hier liegt der Fehler daran, daf |a;;| zu klein ist im Verhéltnis zu |a;z|. Die numeri-
schen Schwierigkeiten verschwinden bei diesem Beispiel, wenn man die Reihenfolge der
Gleichungen vertauscht.

Bei einem guten Algorithmus miissen die Gleichungen unter gewissen Umsténden
vertauscht werden. Oder, anders formuliert, die Pivotzeile mufl geeignet gewahlt wer-
den. Es gibt verschiedene Pivotstrategien die darin iibereinstimmen, dafl das sogenannte
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Pivotelement relativ (im Vergleich zu anderen Elementen derselben Zeile oder Spalte)
grof3 ist. Man iiberlegt sich leicht, dal das Gauf-Verfahren bei jeder reguldren Matrix
A zur Losung von Ax = b fiihrt, sofern geeignete Zeilenvertauschungen durchgefiihrt
werden.

Diagonaldominanz. Bei gewissen Matrizen ist eine Pivotsuche nicht erforderlich,
zum Beispiel bei diagonaldominanten Matrizen. Eine Matrix A heifit diagonaldominant,

wenn .
i > lay|
J#L
fiir alle ¢ gilt.
Wenn A diagonaldominant ist, so gilt:
— Die Diagonaldominanz bleibt bei der Gau-Elimination erhalten.
— A ist reguldr und hat eine LU-Zerlegung.

Nachiteration. Auch die GauB-Elimination mit Pivotsuche ist nicht immer nume-
risch stabil, das heiit auch hier konnen kleine Fehler (die wihrend der Rechnung durch
Runden entstehen) eine groBe Wirkung (gemessen an den Fehlern, die man aufgrund
der Kondition der Matrix mindestens zu erwarten hat) haben.

Es sei 2° der Vektor, den man bei der Losung des Systems Az = b numerisch erhiilt.
x* sei die exakte Losung und 7° der Fehler. Dann gilt

A+ =b = Ar® = b — Az°.
————r
bekannt

Wenn nun b — Az° nicht 0 ist, kann man r° niherungsweise berechnen und damit
einen (vielleicht) besseren Naherungswert fiir * erhalten. Dieses Verfahren heiit Nach-
iteration.

Bemerkung. Das Gauf}-Verfahren mit geeigneter Pivotsuche und einmaliger Nach-
iteration ergibt einen ,einigermaflen stabilen“ Algorithmus. Dies wurde von Skeel in
einem prézisen Sinn gezeigt, siehe etwa [7].

Man sollte aber genau auf die Bedeutung dieser Aussage achten: Wenn das Problem
(A,b) — = = A~'b schlecht konditioniert ist, so fiihren winzige Anderungen bei A
oder b i.a. bereits zu groBen Anderungen der wahren Losung z. Berechnet man diese
Losung mit einem stabilen Algorithmus, so ist lediglich gewéhrleistet, dafl sich kleine
Rundungsfehler wihrend der Rechnung nicht viel mehr auf das Ergebnis auswirken
als kleine Fehler bei der Eingabe — die sich aber extrem auf das Ergebnis auswirken
kénnen!

Mit Hilfe der Tikhonov-Regularisierung kann man Algorithmen konstruieren, die
auch bei schlecht konditionierten Problemen héufig noch zu brauchbaren Losungen
fithren. Dazu benotigt man aber zusétzliche Informationen iiber die Losung. Wir kom-
men hierauf zuriick.
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5.2 Zur Kondition von linearen Gleichungssyste-
men

Bemerkung. Wir betrachten das Problem, wie sich kleine Anderungen bei A und
bei b auf die wahre Losung des Gleichungssystems Ax = b auswirken kénnen. Als
Abbildung betrachten wir also

S:(Ab)—ax=A" S:{A e R | Aregulir} x R" — R".

Daneben werden aber auch die einfachen Abbildungen betrachtet, wo wir A oder b
festlassen, d.h.
S:b—ax=A"D S:R" — R",
S:A—a=A"b S:{A e R | Aregulir} — R",

wenn wir die Abhéangigkeit der Losung entweder nur von A oder nur von b studieren
wollen.

Ist S : ' — G beliebig, so kann man die relative normweise Konditionszahl von S
definieren durch

| 1S(H) = SU i - Fol
K. =1 : )
)=l 1SG] 7

Die Zahl K¢ (f1) gibt an, mit welchem Verstiarkungsfaktor der relative Fehler [f1— 1ol

I/
bei den Daten verstarkt werden kann zu einem relativen Fehler W im Ergebnis.

Hierbei wird angenommen, dafl der Fehler ,sehr klein® ist.

Im Fall endlichdimensionaler Rdume F und G ist der vorgegebene Fehler bei f =
(fi,..., fm) € R™ oft koordinatenweise relativ klein (etwa beim Rechnen mit fester
Stellenzahl). Fiir den Ndherungswert f= (]?1, e ]?m) gilt

fi — fil
)
s

fiir alle . Dem Rechnen mit fester Stellenzahl entsprechen daher die komponenten-
weisen relativen Konditionszahlen (siche Kapitel 1) besser. Dennoch betrachten wir
die normweisen relativen Konditionszahlen, da sie einfacher zu berechnen und in der
Numerik iiblich sind.

Normen fiir Vektoren und Matrizen. Die wichtigsten Normen im R" sind
" 1/2
Jol. = (Z ) md ol = max [z
1=

Ebenfalls wichtig ist die Norm |z|; = Y ., |x;|. Allgemein gelten fir Normen die
folgenden Eigenschaften.
Jz] >0
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x| =0 <= =0
|z = [ ]
Jz + 9l < Jzl + Iyl
Wir betrachten nun eine lineare Abbildung L : R — R". Legen wir im Bild- und
Urbildbereich jeweils die Standardbasis zugrunde, so entspricht der Abbildung L eine
Matrix A € R™". Es gilt dann L(z) = Az und wir identifizieren L mit A.

Lemma (Operatornorm). Gegeben sei eine belicbige Norm im R™. Weiter sei R™*™
der Raum der linearen Abbildungen (oder Matrizen). Dann ist auf R™"™ eine Norm

gegeben durch
Ax
a1 = sup 124 = qup aay.
w20 2] o=
Diese Norm heifit die zur Vektornorm im R" gehorige Operatornorm oder Matrix-

norm. Fiir den néchsten Satz benotigen wir eine Bezeichnung. Ist B € R™ " eine
quadratische Matrix und sind Aq,..., A, die komplexen Eigenwerte von B, so heif3t

o(B) = max ||

Spektralradius von B. Mit seiner Hilfe 148t sich die zur euklidischen Norm gehérige
Operatornorm charakterisieren.

Satz 36 (Beschreibung wichtiger Operatornormen). Die zur | |2-Norm gehorige Ope-
ratornorm ist die Spektralnorm der Matriz A

[Al2 = v o(A*A).

Die zur || |-Norm gehérige Operatornorm ist fir eine Matriz A = (a;;) gegeben durch

die Zeilensummennorm
n

[Aloo = max > ay|.
1<i<n 4 7
]:

Die zur | |1-Norm gehorige Operatornorm ist fir eine Matriz A = (a;;) gegeben durch
die Spaltensummennorm

1<j<n 4

n
| A1 = max Z |aij]-
=1

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir die | |o-Norm, der Beweis fiir die tibrigen
Normen ist einfacher. Wegen (A'A)' = A'A ist A'A symmetrisch. Weiter gilt

7' A'Ax = | Az|3 > 0.

Also ist A'A selbstadjungiert und positiv semidefinit. Bekanntlich 148t sich eine solche
Matrix orthogonal diagonalisieren. Das heif}t, es existiert U € R™*" mit

U'A'AU = D diagonal und
U'U =1.
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Daraus folgt
|AJ5 = sup [Az|3= sup (AUy)"(AUy)

lz]2=1 1Uyl2=1
n

= sup y'(U'A'AU)y = sup y'Dy = sup Y yid = max di; = o(A'A).

lyl2=1 lyla=1 lyl2=1"=4

Bemerkung. Aus geometrischen Griinden ist die 2-Norm am schonsten. So gilt fiir
orthogonale Matrizen U und T

[Uz]z = |z].  und  JUAT]y = [A]..
Die zweite Gleichung folgt aus
|UAT |3 = o(T* A'U'UAT) = o(T'A'AT) = o(A"A) = ||A])3.

Fiir die anderen Normen gilt das nicht. Andererseits sind die Normen | |, und | |4
leichter berechenbar, da eine Berechnung von Eigenwerten nicht nétig ist.

Fehlerfortpflanzung bei linearen Gleichungssystemen. Wir setzen stets voraus,
daffl A € R™" regulér ist und b € R™. Das System Az = b hat also genau eine Losung
r € R™. Zunichst betrachten wir nur Anderungen bei der rechten Seite von Az = b.
Hier geht das System Az = b in das System Az = b + ¢, iiber, wobei §, € R" der
Eingabefehler ist. Dann gilt fiir die Losung (x 4 §,) € R™ des ,,gestorten Systems*

Az +6,) = b+ 0y, A(d,) = 6, 5y = A716.
Man kann nun mit einer beliebigen Norm | | und der zugehérigen Operatornorm | |
abschitzen
a0 < A7 - 0]

Wegen der Definition der Operatornorm kann bei dieser Abschétzung Gleichheit ein-
treten. Damit folgt

| R
K.q(b) =lim sup e =AY | ———.
(b) =g e Tyl - A

Andererseits gilt aber auch
[o] < AL ]

und auch hier tritt Gleichheit (bei einem gewissen b # 0) ein. Damit folgt

sup K (b) = A7 - |A].

b£0
Jetzt betrachten wir kleine Anderungen bzw. Fehler bei A. Beachte zunichst, dafl die
Inversenbildung stetig ist und deswegen

lim (A +04)""] =AY

[6.4]—0
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gilt. In Analogie zu oben hat man
(A+0da)(x+65) =0,

dalx 4+ 6,) = —A(0,),
0y = (A404)" (= (04)2)

und daher
102 < I(A+64)""] - [0a] - J2].

Diese Uberlegungen gelten natiirlich nur unter der Voraussetzung, daB d4 so klein ist,
dafl die Matrix (A + d4) noch invertierbar ist. Man kann sich iiberlegen, da$ man die
letzte Ungleichung nicht verbessern kann. Damit erhélt man fiir 4 — 0

1921 . 194l

Kra(A) = lim sy = AT AL
=0 0cpsal<e |zl A
Wegen dieser Aussagen nennt man cond(A) = |A™!| - |A| die Konditionszahl von A.

Es gilt
lz] = |A™ Az < JATY] - |A] - 2] < cond(A) - [

und daher cond(A4) > 1.
Durch Zusammensetzen der bisher gewonnenen Ergebnisse erhilt man das folgende
Ergebnis.

Satz 37 (Fehlerfortpflanzung bei linearen Gleichungssystemen).

62| ( [66] . 0] )
. + < cond(A).
150, 1841—0 |z ol A =" (4)

Beispiel: Hilbertmatrix. Sei H;y € R!**!9 die Hilbertmatrix. Dann ist
condy, (Hyg) = 35.357.439.251.992,

wobei hier die | |.-Norm zugrundegelegt wird. Die Konditionszahl ist also sehr grof.
Dies erklirt die grofien Fehler bei der Aufgabe [5.4.

5.3 Orthogonalisierungsverfahren

Sei {z1,...,2,} C R™ linear unabhéngig, also insbesondere n < m. Dann ist die
Schmidt’sche Folge vy, ..., v, definiert durch

ve =l =Y (@, v) - villsh - (e = D (w0, 05) - vi)

i<k i<k

Das folgende Ergebnis ist aus der linearen Algebra bekannt.
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Satz 38 (Schmidt’sches Orthonormierungsverfahren). Die Folge vy, ..., v, ist eine ON-

Folge und es gilt
{vr,...,0}) = {x, ..o, 2k })
fir alle k=1,... n.

Jetzt nehmen wir an, dal die Vektoren x4, ..., x, € R™ die n Spalten einer Matrix
A € R"™™ mit m Zeilen bilden. Die Skalarprodukte, die beim ON-Verfahren berechnet
werden, merken wir uns in einer Matrix 7. Wir erhalten also den folgenden Algorith-
mus:
fork=1,...,ndo
fort=1,...,k—1do

ti = (Ax, By)

end

Ck = Ak - Zi<k tikBi
tie = [|Cll2

By, =t - Cy,

end

Setze dann noch t;;, = 0 fiir ¢ > k.

Satz 39 (Schmidt-Verfahren als Matrixzerlegung). Wendet man diesen Algo-
rithmus auf eine Matriz A € R™ ™ mit Rang n an, so erhdlt man eine Faktorisie-
rung

A=B-T.

Hierbei ist B eine m x n-Matrix mit orthonormalen Spalten By, ..., B, und T € R™*"
st eine obere Dreitecksmatriz mit positiven Diagonalelementen.

Bemerkungen. Erginzt man die Spalten B; zu einer ON-Basis By, ..., B,, des R™,
so erhélt man eine sog. QR-Zerlegung

A=B-T=Q- R

Dabei sei Q € R™*™ die Matrix mit den Spalten B; und R € R™*" sei die Matrix, die
aus T entsteht, wenn man unten (m — n) Reihen hinzufiigt, die ganz aus Nullen beste-
hen. Das Schmidt-Verfahren fiihrt also zu einer QR-Zerlegung. Da es aber numerisch

sehr unstabil ist, wird es nicht verwendet. Stattdessen benutzt man das Verfahren von
Householder.

Ein Gleichungssystem Az = b ist dquivalent zu QRz = b oder Rx = Q'b. Daher
ist die Kenntnis einer QR-Zerlegung niitzlich zum Losen von Gleichungssystemen. Ist
Ax = b ein sog. iiberbestimmtes Gleichungssystem mit A € R™"™ und m > n, so
existiert i.a. keine Losung. Die ,,Losung im Sinne der kleinsten (Fehler-) Quadrate® z
ist dann gegeben durch

|Az — b||; = min!
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Dieses Optimierungsproblem nennt man auch (lineares) Ausgleichsproblem. Wir setzen
voraus, dafl der Rang von A gleich n sei. Weiter seien A = QR = BT Zerlegungen wie
oben. Wir setzen Q'b = (¢, d)! mit ¢ € R" und d € R™ ™. Dann gilt

| Az = blf3 = Q" Az — Q'blj3 = | Rz — Q'blj3 = | Tx — |3 + [|d]f3.
Daher gilt fiir die eindeutige Losung des Ausgleichsproblems
Tr =c.

Dabei ist T' die Matrix, die ensteht, wenn man bei der Matrix R von A = QR die
unteren (m — n) Zeilen streicht. Also sind auch Ausgleichsprobleme leicht zu lésen,
wenn eine QR-Zerlegung von A bekannt ist.

Beim Gauf}-Verfahren werden Dreiecksmatrizen L von links an A heranmultipliziert,
es gilt
cond(LA) < cond(L) - cond(A)

und man mufl damit rechnen, daf} die Kondition von LA schlechter ist als die von A. Da
dies zu einem unstabilen Verfahren fithren kann, méchte man nur solche Transforma-
tionen verwenden, die die Kondition nicht schlechter machen. Dies leisten orthogonale
Matrizen. Ist () orthogonal, so gilt

condy(QA) = condy(Q) - condy(A).

Es gilt condy(@Q)) = 1 und daher stimmen die Konditionszahlen von QA und von A
itberein. Beim Householder-Verfahren wird A durch Linksmultiplikation mit orthogo-
nalen Matrizen auf Dreiecksgestalt gebracht. Die genaue Beschreibung erfolgt in der
Vorlesung und kann in jedem Numerik-Buch nachgelesen werden.

Satz 40 (Householder-Verfahren zur QR-Faktorisierung). Wendet man das
Verfahren von Householder auf eine beliebige Matrix A € R™™ mit m > n an, so
erhdlt man eine QR-Faktorisierung

A=QR.

Hierbei ist Q € R™ ™ eine orthogonale Matriz und R € R™ ™ ist eine obere (oder
rechte) Dreiecksmatriz.

Bemerkung. Bei der Tikhonov-Regularisierung will man (im Fall von Gleichungs-
systemen) ein Problem der Gestalt

| Az — b||3 + a||Bx — 2||5 = min!

16sen. Hierbei ist Ax = b das Gleichungssystem mit der evtl. ungenauen rechten Seite
und ||Bx — z|| < FE die zusitzliche a priori Information, siche Abschnitt 3.4. Besonders
héufig wird der einfachste Fall

[ Az = b])3 + o|z[|; = min!
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betrachtet. Dabei seien die Matrizen A und B quadratisch. Diese Probleme lassen sich
leicht in der Form L
| Az — b||3 = min!

mit A € R2"" schreiben und kénnen daher ebenfalls mit dem Householder-Verfahren
gelost werden.

5.4 Lineare Ausgleichsprobleme

Der folgende Satz charakterisiert die Losung eines linearen Ausgleichsproblems durch
die sog. Normalgleichung. Man sollte allerdings die Normalgleichung nicht benutzen, um
Ausgleichsprobleme zu 16sen, da die Kondition von A'A hiufig sehr schlecht ist, siehe
Aufgabe [5.5. Wir haben bereits gesehen, dafl man das Ausgleichsproblem numerisch
mit dem Householder-Verfahren behandeln kann.

Satz 41 (Satz zur Normalgleichung). Sei A € R™*" und b € R™ mit beliebigen m,n €
N. Dann ist v € R" Lésung von

|Az — b||2 = min!

genau dann, wenn

Al Az = A,

Diese sog. Normalgleichung hat stets mindestens eine Lésung x*. Das Residuum r =
b — Ax* ist eindeutig bestimmt und es gilt

Alr = 0.

Wir diskutieren die Losung von linearen Gleichungssystemen und Ausgleichspro-
blemen bei schlecht konditionierter Matrix A und (Rundungs-) Fehlern bei der rechten
Seite. Wir betrachten drei Félle:

1. Fall: A € R™" ist symmetrisch und regulér,
2. Fall: A € R™"™ ist regulér,
3. Fall: A € R™*"™ ist beliebig.

1. Fall: A € R™" ist symmetrisch und reguldr. Dann existiert eine ON-Basis
{e1,...,e,} des R" aus Eigenvektoren von A,

Aei = )\161

Da A regulér ist, gilt \; # 0 fiir alle 7. Also gilt fiir jedes x € R"
Ar = Z i (z,€;)e;.
i=1

Fiir die Losung von Az = b erhélt man damit

r = Z )\l (b, €e;)e;.



Wir wollen die Auswirkung von kleinen Fehlern bei b diskutieren und nehmen der
Einfachheit an, daf}
M2 > 2>\, >0

Die Hilbert-Matrix ist z.B. positiv definit und es gilt fiir n = 10 ungefiahr
M=175  und Ao =1.86-10"".

Sei |[b — b||2 < &. Dann folgt

- I~
|7 = 2lla < - [[b =2

n

und diese Abschétzung 148t sich nicht verbessern, das heifit es gilt

1
Kabs - )\_n
Ahnlich erhilt man \
Ky = condy(A) = /\—1

Man muf aber im Fall ||b — b||, < & nicht mit beliebigen Fehlern mit Norm kleiner als

€ - Kaps rechnen, aus ||b — b||s < € folgt ndmlich |(b,e;) — (b, €;)| < € und damit

- €
|(x76i) - (flf,@i)| < /\_
Manche Koordinaten lassen sich also viel genauer berechnen als andere, bei der i-ten
Koordinate (Richtung von e;) mufl man mit einem Fehler der Groflenordnung e/);
rechnen. Die Idee der Regularisierung besteht darin, dafl man statt der Formel

n

1

r = — (b, e;)es,

die zu grofen Rundungsfehlern fiihrt, eine ,Ersatzformel“ benutzt. Man kann etwa
Koordinaten ignorieren, bei denen \; sehr klein ist. In Abhéngigkeit von o > 0 kann
man also die ,,regularisierte Losung*

1
Lo = Z )\—l (b7 €i>€i
|/\i‘>a

betrachten. Man spricht vom Abschneiden kleiner Eigenwerte. Man nimmt also einen
Verfahrensfehler ||z — x| in Kauf, kann dafiir aber z, ohne grofie Rundungsfehler
berechnen. Diese Methode ist empfehlenswert, kann aber nur angewendet werden, wenn
die \; und die e; bekannt sind.

Bei der Tikhonov-Regularisierung wahlt man ebenfalls einen Parameter o« > 0 und
betrachtet die eindeutig bestimmte Minimalstelle z, des Funktionals

[ Az — b])3 + of|z[|3 = min!
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Dieses z,, ist auch Losung der Normalgleichung
(A'A+ al)z = A'D.

Mit der ON-Basis aus Eigenvektoren erhélt man

xa:i A (b, e;)e;.
i=1

A+«

Daher hat die Tikhonov-Regularisierung &hnliche Eigenschaften wie das Abschneiden
der kleinen Eigenwerte: Ist A? groff im Vergleich zu «, so ist (z,,¢;) ungefihr gleich
(z,e;). Ist dagegen A? sehr klein im Vergleich zu «, so gilt (7,4, €;) &~ 0. Wir haben be-
reits gesehen, dafl sich die Tikhonov-Regularisierung mit dem Householder-Verfahren
realisieren la8t. Insbesondere mufl man keine Figenwerte kennen.

Bemerkung. Bei beiden Regularisierungsmethoden werden solche x € R"™ bevorzugt,
die eine kleine Norm haben. Diese Methoden passen also zu einer a priori Information
vom Typ ||z||2 < E. Wir wissen bereits, wie eine allgemeinere Information vom Typ
||Bx—z|| < E beriicksichtigt werden kann. Wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, betrachtet
man eine allgemeinere Tikhonov-Regularisierung und minimiert das Funktional

|Az — b||3 + a||Bx — z||3 = min!

2. Fall: A € R™*" ist regulér. Im ersten Fall war wesentlich, dafl eine ON-Basis aus
Eigenvektoren von A existiert. Jetzt konnte man versuchen, die Matrix zu diagonali-

sieren, d.h. zu einer Zerlegung
A=S8"1'DS

iitberzugehen. Hier seien A, S, D € R™"™ mit einer reguldren Matrix S und einer Diago-
nalmatrix D. Diese Zerlegung ist fiir Fragen der Kondition und Regularisierung jedoch
nicht relevant — beim ersten Fall war wesentlich, dafl

A=0Q'DQ

mit einer orthogonalen Matrix () gilt, da orthogonale Matrizen ldngentreu sind und die
Kondition nicht verdndern. Deshalb suchen wir nach einer Zerlegung vom Typ

A= PDQ,

wobei sowohl P als auch () orthogonal sind. Da der Fall A € R™"™ nicht wesentlich
einfacher ist als der allgemeine Fall A € R™*" betrachten wir gleich den allgemeineren
Fall.

3. Fall: A € R™*" ist beliebig. Die Singuldrwertzerlegung hat viele Anwendungen,
besonders im Zusammenhang mit Kondition, Regularisierung und Ausgleichsproble-
men.
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Satz 42 (Existenz der Singularwertzerlegung). Sei A € R™*"™ beliebig mit beliebigen
m,n € N. Dann ezistieren orthogonale Matrizen P € R™ ™ und QQ € R™*", so daf

A= PDQ.
Hierbei ist D € R™ "™ eine Diagonalmatriz mit nichtnegativen Diagonalelementen

o1 > 092>+ 2>0.

Die Matriz D ist eindeutig bestimmt. Die Quadrate o? der sog. singuliren Werte o;
stimmen tiberein mit den Eigenwerten von A'A.

Ist D € R™*™ eine Diagonalmatrix wie in Satz [42/ mit
oy 203220 >0

und o; = 0 fiir alle anderen ¢, so definiert man die sog. Pseudoinverse Dt von D
als die Diagonalmatrix Dt € R™™ mit den nichtverschwindenden Diagonalelementen
o, ..., 07 Ist A € R™" eine beliebige Matrix und A = PDQ eine Zerlegung wie
in Satz 42| so definiert man die Pseudoinverse von A durch

At = QDT P,

Es gilt: Die Minimallsung von Az = b (im Sinne von Aufgabe[5.9) ist gegeben durch
x = ATbh. Mit diesem Thema (Stichwort: Losung von unter- bzw. iiberbestimmten
Gleichungen) beschéftigt sich auch die Aufgabe[5.9. Die Pseudoinverse heifit auch ver-
allgemeinerte Inverse.

Bemerkung iiber Konditionszahlen. Ist A € R™*" beliebig mit A # 0 und den
positiven singuldren Werten o1 > --- > o, > 0, so heifit

01

da(A) = —

condy(A) p

die Konditionszahl von A beziiglich der Spektralnorm. Fiir die Nullmatrix A = 0
definiert man condy(A) = 0. Die Formeln

condy(A) = ||Allz - |AT2

und
condy(A'A) = condy(A)?

gelten dann allgemein, sie hatten bisher nur fiir regulédre Matrizen einen Sinn. Allgemein

gilt auch

1
|All2 = o1 und fiir A #0 AT, = —

T

Ist speziell A € R™™" regulér, so erhélt man natiirlich » = n und

condy(A) = 9

On
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Insbesondere stimmt in diesem Fall die neue Definition mit der alten iiberein. Mit Hilfe
der Singuldrwertzerlegung kann man jetzt leicht die besprochenen Regularisierungs-
methoden verallgemeinern: aus dem , Abschneiden kleiner Eigenwerte“ wird jetzt das
,»Abschneiden kleiner singuldrer Werte®, d.h. man definiert

2o = ATb = Q'DF P'b,

wobei fiir die Eintrége d; der Diagonalmatrix D gilt: ist o; > a so d; = o, Listo; < o,
so gilt d; = 0.

Auch bei der Tikhonov-Regularisierung muff man die Eigenwerte (im symmetrischen
Fall) ersetzen durch die singuldren Werte und man erhélt ebenfalls eine Darstellung
der Form

1, = Atb = Q'D} P'b,
wobei jetzt die Diagonalelemente d; von D7 gegeben sind durch

0
o+ o

d,i:

Das sich ergebende z,, ist dann wieder Minimalstelle vom Funktional

[ Az = b]13 + of|z[|2 = min!

5.5 Iterative Verfahren

Iterative Verfahren sind sehr wichtig, insbesondere bei groflen diinnbesetzten Glei-

chungssystemen, die haufig bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen auf-

treten. Man nimmt einen Verfahrensfehler in Kauf (wie ja schon bei den Regula-

risierungsverfahren), um schnell brauchbare Naherungen der Losung zu erhalten.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Az =10

mit einer reguliren Matrix A € R™™ und b € R". Verschiedene [terationsverfahren
beruhen auf einer Zerlegung von A in der Form A = B + (A — B) mit einer re-
guldren Matrix B. Dabei soll B so beschaffen sein, dafl sich Gleichungssysteme mit
der Koeffizientenmatrix B leicht 16sen lassen. Das System Ax = b ist dquivalent zu
r= (I — B'A)z + B7'b und es liegt nahe, das Iterationsverfahren

Tpy1 = (I — B 'A)x, + B ' bzw. Bag, = (B— Az, +b

zu betrachten. Die Matrix (I — B~'A) heifit Iterationsmatriz. Man erhilt x;,; durch
Losen eines Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix B und der rechten Seite
(B — A)zg +b. Der folgende Satz beantwortet die Frage, fiir welche Iterationsmatrizen
das Verfahren konvergiert.
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Satz 43 (Konvergenz von Iterationsverfahren bei linearen Gleichungssystemen). Ge-
geben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mait requlirer Matrix A € R™™. Das
Iterationsverfahren

B$k+1 = (B — A)xk +b

(mit requlirem B € R™™) konvergiert genau dann fir jeden Startvektor xo € R™ gegen
die Losung x* von Ax = b, wenn der Spektralradius der Iterationsmatriz kleiner ist
als 1,

ol —B™'A) < 1.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die géngigen Verfahren analysieren: Gesamtschritt-
verfahren, Einzelschrittverfahren.

5.6 Eigenwertaufgaben

In vielen Anwendungen interessiert man sich fiir die Eigenwerte einer Matrix A € R™*".
Besonders wichtig ist der Fall symmetrischer Matrizen. Wir besprechen das Jacobi-
Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A. Dazu ist es
hilfreich, die sog. Frobenius-Norm von A zu betrachten, die definiert ist durch

n 1/2
= (L)
ij=1
Zunéchst zeigen wir (evtl. als Hausaufgabe, siche Aufgabe das folgende Lemma.

Lemma. Ist A = A' € R"™ eine symmetrische Matriz und Q € R™™ orthogonal, so

qilt
1Q"AQ|r = [|A]|p-
Sind A1, ..., A\, € R die Eigenwerte von A, so gilt insbesondere
2 2
ST
i=1 ij=1

Wir definieren nun

N(A) = Z&?j

i#]

i)\? = ia?i + N(A).
=1 =1

Durch geeignete orthogonale Transformationen

und erhalten

A QAQ

versucht man, die Gréfie N (A) zu verkleinern, die Eigenwerte bleiben dabei unveréndert.
Hat man schliellich ein @) gefunden mit

75



1. die Matrix Q'AQ ist ,fastdiagonal® im Sinne von N(Q'AQ) < ¢;
2. die Diagonalelemente von Q'AQ sind Xl, e ,Xn,

so gilt:
Die A; sind gute Approximationen der Eigenwerte \; von A, es gilt (nach einer evtl.
notigen Umsortierung der Indizes)

|Ai — Xz’ <ye
fiir alle 2. Dies folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma. Sind A und B zwei symmetrische Matrizen in R™™ mit Figenwerten
M(A) > >N (A) und A\ (B)>--- > \(B),

so gilt fir alle 1
[Ai(A) = Xi(B)| < |[A = B|.

Hierbei ist || - || eine beliebige Operatornorm fir Matrizen.

Um N(A) zu verkleinern, wéhlt man ein a;; # 0 mit ¢ # j und eine orthogonale
Transformation in der durch e; und e; aufgespannten Ebene, die a;; in 0 iiberfiihrt.
Setzt man diese Transformation als Drehung im R? um den Winkel o an, so liefert die
Ahnlichkeitstransformation

bii  bij cosa  sina Qi Qij cosa —sina
bii b —sina  cos o Qi Qj; sina  cosa
i Uj i Qjj
eine Diagonalmatrix, wenn
0=0b; = aij(cos.2 a —sin® a) + (aj; — a;;) cosasin o

gilt. Mit Hilfe der Additionstheoreme kann man diese Bedingung umformen in
1 :
bi; = a;j cos(2a) + §(ajj — a;;) sin(2a)

beziehungsweise
Qi — ajj
cot(2a) = ——=
(20) =
Im Fall n > 2 erhélt man eine Transformationsmatrix G;;(«), die nur an 4 Stellen von
der Einheitsmatrix verschieden ist:

Gii(a) = Gjj(a) =cosa und Gjj(a) = —sina, Gji(a) =sina.

Solche Matrizen heiflen Jacobi- Transformation oder Givens-Rotation.
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Lemma. Bildet man, wie beschrieben,
B = Gij(Oé)AGij(Oé),
so gilt

Iteriert man dieses Verfahren, so erhélt man das klassische Jacobi-Verfahren und
seine Konvergenz:

o Setze AV = A und fithre dann fiir m = 1,2, ... folgende Schritte aus:

e Bestimme i # j mit ]agn)] = maxpy, [a7”| und setze G = Gij(e;) mit dem
passenden «;.

e Setze AT = GAMGE,

Es gilt dann

und insgesamt erhalten wir:

Satz 44 (Jacobi-Verfahren zur Eigenwertbestimmung). Es gilt

2
n(n—1

N(AM) < (1 — >>m1N(A)

und damit

9 (m—1)/2
R e
wln—1)

n—1

fiir alle i. Hier sind \; die (geeignet geordneten) Eigenwerte von A und )\gm) die Dia-
gonalelemente von A1),

Aufgaben

5.1. Gegeben sei die Matrix

1 «
=)
mit o € R, wobei o # 1.

a) Konstruieren Sie eine LU-Zerlegung von A.
b) Berechnen Sie conde(A).
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5.2. Zeigen Sie, daf} die Hilbertmatrix H,, € R"*", gegeben durch

1
"=
J

positiv-definit (insbesondere also regulir) ist. Berechnen Sie dazu das Integral

1 n ' 2
u/<§:%ﬁl)dt
(U P
5.3. Beweisen Sie:

a) Ist U eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, so auch UL
b) Gilt zusitzlich ug, = 1 fiir alle k, so gilt das entsprechende auch fiir U1
c) Das Produkt von zwei oberen Dreiecksmatrizen ist wieder eine.

5.4. Programmieren Sie ein einfaches Eliminationsverfahren fiir ein lineares Gleichungs-
system

Ax =b.

Hierbei sei A € R™*™ und b € R".
Testen Sie Ihr Programm (fiir verschiedene n) anhand der Hilbertmatrix

1
41

aij

mit
S .

Bemerkung: Die Hilbertmatrix ist sehr schlecht konditioniert, daher ist schon bei
relativ kleinen n mit grofen Rundungsfehlern (evtl. auch Division durch Null) zu rech-
nen.

Zum Vergleich: fiir die exakte Losung x € R™ gilt natiirlich z; = --- =z, = 1.

5.5. Es sei A € R"*" regulir.
a) Beweisen Sie die Gleichung

condy(A'A) = (condy(A))?.

Dabei sei condy die Konditionszahl beziiglich der Spektralnorm.
b) Sei A zusétzlich symmetrisch. Zeigen Sie, dafl sich die Konditionszahl condy(A)
durch die Eigenwerte von A ausdriicken 1a83t.

5.6. Es scien x,y € R" mit 2 # y und ||z||2 = ||y||2. Die Matrix M € R™ " sei gegeben
durch
M=1—vu

mit v = z — y und u = 2v/||v||3. Dabei sei I die Einheitsmatrix. Zeigen Sie:
a) M ist orthogonal mit MM = I.
b) Es gilt Mz =y und My = z.
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5.7. Programmieren Sie das Householder-Verfahren zur QR-Zerlegung einer (m x n)-
Matrix, wobei m > n. Losen Sie damit nocheinmal das Gleichungssystem (mit der
Hilbert-Matrix) von Aufgabe Dabei soll die Tikhonov-Regularisierung angewendet
werden, gesucht ist also das x € R™ mit

[ Az — b3 + of|z[|3 = min!

Wihlen Sie beispielsweise n = 20 und o = 107% mit & = 0,1,2,...,10 und vergleichen
Sie die Ergebnisse, auch mit denen, die Sie bei Aufgabe[5.4] erhalten haben.

5.8. Essei A € R™*"™ und b € R™ und o > 0. Weiter sei
F(x) = |Az = b3 + olz|3

fiir x € R™. Zeigen Sie:
a) I hat genau eine Minimalstelle z*.
b) x* ist die (stets eindeutige) Losung von

(A'A + al)z = A'.

5.9. Es sei A € R™*"™ eine beliebige Matrix mit m,n € N. Weiter sei b € R™.
a) Zeigen Sie, daf§ das Ausgleichsproblem

|Az — b||2 = min!

stets genau eine Losung 7 mit minimaler (euklidischer) Norm hat.
b) Es sei
A=PDQ

eine Singuldrwertzerlegung (siehe Satz42). Beschreiben Sie z; mit Hilfe dieser Matrix-
Zerlegung.
c) Zeigen Sie, daf} es genau eine Matrix AT € R™™ gibt mit

AT = xy,

fiir alle b. Beschreiben Sie die Matrix A* bei gegebener Zerlegung A = PDQ. Zeigen
Sie, daf im Fall m > n mit Rang(A4) =n

At = (AtA)TA
gilt.
5.10. Gegeben sei ein Gleichungssystem Az = b mit der Matrix
1 0.1
A= <6 1 ) .

Zeigen Sie, dafl sowohl das Gesamtschrittverfahren wie auch das Einzelschrittverfahren
konvergieren. Wie grof ist jeweils der Spektralradius der Iterationsmatrix?
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5.11. Gegeben sei Az = b mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix A €
R"*". Zeigen Sie, daf§ das Einzelschrittverfahren stets konvergiert.
Hinweis: Warum geniigt es, den Fall a;; = 1 (fiir alle ) zu betrachten?

5.12. Es sei A € R™" symmetrisch und 7" € R™" sei orthogonal. Weiter seien
A1, ..., A, die Eigenwerte von A und es sei

A=T'AT.

Zeigen Sie, dafl
DN =) =) 4
i=1 i i
gilt.
Bemerkung: Diese Aussage ist der Ausgangspunkt fiir das Jacobi-Verfahren zur Be-
stimmung der Eigenwerte von A.
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