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Einleitung

Das Ekeland’sche Variationsprinzip gilt als eine der bedeutendsten Entdeckungen
der neueren nichtlinearen Funktionalanalysis. Das Prinzip wurde erstmals im Jahre
1972 von Ekeland [8] verdffentlicht. Mittlerweile gibt zahlreiche Anwendungen auf
viele Gebiete der Analysis. Es gibt auch eine Reihe dquivalenter Aussagen, die zum
Teil gleichzeitig und unabhéngig entdeckt wurden. Dazu gehoren zum Beispiel der
Tropfensatz von Danes und der Fixpunktsatz von Kirk-Caristi.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit verschiedenen Varianten des Prinzips.
Das Ziel ist dabei, zwischen verschiedenartigen Formulierungen Gemeinsamkeiten
oder Unterschiede aufzudecken, Aquivalenzen oder Abhéngigkeiten zu zeigen, For-
mulierungen zu vereinheitlichen und alle Aussagen moglichst allgemein zu beweisen,
um damit das Wesen des Ganzen zu beleuchten.

Das 1. Kapitel ,Uniforme Rdume* schafft die Grundlagen fiir Verallgemeinerun-
gen beziiglich der dem Ekeland’schen Variationsprinzip zugrunde liegenden Raume.
Im Jahre 1996 stellte Fang [10] eine Variante des Ekeland’schen Prinzips in einer
von ihm eingefiithrten Klasse topologischer Rdume, den sogenannten topologischen
Raumen vom Typ F, vor. Als Hauptresultat des ersten Abschnittes werden wir
zeigen, dass es sich bei diesen Rdumen um uniforme Rdume handelt. Wir erhalten
damit eine neue Charakterisierung uniformer Rdume.

Der zweite Abschnitt des Kapitels 1 beschéftigt sich mit einer wichtigen Klasse
uniformer Rdume, den linearen topologischen Rdumen. Fang [10] zeigte, dass li-
neare topologische Rdume vom Typ F sind, was nach den Resultaten des ersten
Abschnittes bedeutet, dass lineare topologische Rdume uniformisierbar sind. Letz-
teres ist allerdings schon mindestens seit den sechziger Jahren bekannt (vgl. z.B.
Kothe [22]). Dariiberhinaus wurde eine Charakterisierung der linearen topologi-
schen Rédume durch Familien von Quasinormen bereits um 1939 durch Hyers [17]
durchgefiihrt.

Auch im dritten Abschnitt des Kapitels 1 geht es um lineare topologische Réume.
Wir untersuchen gewisse Teilrdume von linearen topologischen Rdumen und geben
Bedingungen dafiir an, dass diese Teilriume Banachrdume sind. Auflerdem wird
untersucht, welche topologischen Eigenschaften sich auf diesen Banachraum {iber-
tragen lassen. Mit Hilfe analoger Aussagen fiir lokalkonvexe Rdume wurde von A.
Hamel in [16] nachgewiesen, dass bestimmte dem Ekeland’schen Prinzip verwandte
Aussagen in lokalkonvexen Réumen zu den entsprechenden Banachraumvarianten
dquivalent sind. Mit Hilfe der Resultate dieses Abschnittes werden wir im 3. Kapitel
Aquivalenzaussagen zwischen Banachraumformulierungen und Formulierungen in
linearen topologischen Réumen entsprechender Aussagen nachweisen.

Im vierten Abschnitt des Kapitels 1 werden topologische Riaume, deren Topo-
logie durch eine kegelwertige Metrik erzeugt wird, behandelt. In der Literatur fin-
det man zu diesen Rdumen nur recht spérliche Aussagen. Als Hauptresultat dieses
Abschnittes wird gezeigt, dass es sich hierbei um uniforme Raume handelt. Mit
Hilfe dieser Aussage konnen wir spéter einen Vergleich verschiedener vektorwerti-
ger Minimalpunkttheoreme beziiglich der zugrunde liegenden Rdume vornehmen.
SchlieBlich geben wir in diesem Abschnitt noch Kriterien zur Metrisierbarkeit und
zur Separiertheit dieser Rdume an.



Das 2. Kapitel ,,Minimalpunkttheoreme* beschéftigt sich mit vektorwertigen Mi-
nimalpunkttheoremen in sehr allgemeinen Produktraumen. Bei Minimalpunkttheo-
remen handelt es sich um Aussagen zur Existenz minimaler Punkte. Produktraum
heiflt hier, dass der zugrunde gelegte Raum aus zwei Komponenten besteht. Bei der
ersten Komponente werden topologische und bei der zweiten Komponente lineare
Eigenschaften im Vordergrund stehen.

Das Phelps’sche Lemma, insbesondere in der Fassung von [27, Lemma 3.12] kann
als erstes Minimalpunkttheorem angesehen werden. Dies gilt auch fiir die Lemmata
1.1 und 1.2 in [26], die untereinander und zum Ekeland’schen Prinzip dquivalent
sind. In [27] wird dabei bereits ein Produktraum X x R betrachtet, wobei X ein
Banachraum ist und R die reellen Zahlen sind.

Von A. Gopfert und Chr. Tammer wurde in [12] erstmals ein vektorwertiges Mini-
malpunkttheorem betrachtet, das heifit, eine Aussage im Produktraum X xY', wobei
X und Y Banachrdume sind. In den Arbeiten von Gopfert, Tammer und Zalinescu
[13], [14] werden verschiedene allgemeine Minimalpunkttheoreme bewiesen, wobei
nun X ein vollstdndiger metrischer Raum und Y ein separierter lokalkonvexer Raum
ist. Diese Arbeiten bilden den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen.

Eine weitere Verallgemeinerung eines solchen Minimalpunkttheorems beziiglich
des zugrunde gelegten Raumes stellt einen Schwerpunkt des 2. Kapitels dar. Wir
beweisen das Theorem fiir den Fall, dass X ein folgenvollsténdiger separierter uni-
former Raum ist. Wir konnen die Aussagen zumindest formal auf den Fall erweitern,
dass Y ein separierter linearer topologischer Raum ist. Wir diskutieren, inwiefern
dies unter den anderen gestellten Voraussetzungen sinnvoll ist.

Ein weiterer wesentlicher Punkt ist die Untersuchung der Beweismethode. Wir
werden ein auf den Arbeiten von Gopfert, Tammer und Zalinescu [13] basierendes
Minimalpunkttheorem mit dem Prinzip von Brézis und Browder beweisen!. Das
hat den Vorteil, dass es geniigt, die Voraussetzungen beziiglich Folgen zu stellen?.
Bei Varianten, die auf dem Zorn’schen Lemma basieren, sind die entsprechenden
Voraussetzungen fiir Netze zu stellen. Dieser Unterschied taucht aber erst auf, wenn
die zugrunde gelegten Rdume allgemein genug sind.

Von Chen, Huang und Hou [4] wurde eine Variante des Ekeland’schen Variati-
onsprinzips fiir mengenwertige Abbildungen bewiesen. Die Beweisfithrung und die
Voraussetzungen sind dabei an die Arbeiten von Nemeth [23] angelehnt. Wir geben
hier eine Variante des Ekeland’schen Variationsprinzips fiir mengenwertige Abbil-
dungen an, die auf den Beweismethoden und Voraussetzungen von Gépfert, Tammer
und Zalinescu [13] und der vorliegenden Arbeit aufbaut. Im Gegensatz zu dem re-
lativ komplizierten Beweis der Variante von Chen, Huang und Hou [4] folgt unsere
Version recht einfach aus dem Minimalpunkttheorem. Dariiberhinaus werden wir
zeigen, dass es sich hierbei sogar um eine zum Minimalpunkttheorem &dquivalente
Aussage handelt. Als weitere dquivalente Formulierung des Minimalpunkttheorems
geben wir mengenwertige Varianten des Minimalitédtsprinzips von Takahashi und
des Fixpunktsatzes von Kirk-Caristi an.

Im vorletzten Abschnitt des 2. Kapitels betrachten wir zwei Folgerungen aus

IEigentlich wird das entsprechende Minimalpunkttheorem in [13] auch schon mit diesem Prinzip bewiesen. Die
Beweistechnik des Prinzips wird im Beweis des Minimalpunkttheorems verwendet.
2Auch in [13] werden die Voraussetzungen nur fiir Folgen gestellt.
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dem Minimalpunkttheorem. Auf recht einfache Weise folgt eine vektorwertige Vari-
ante des Ekeland’schen Prinzips. Aulerdem werden wir zeigen, dass das Phelps’sche
Lemma aus dem Minimalpunkttheorem folgt. Wir stellen dabei die Forderung, nur
die lineare Komponente des Produktraumes zu verwenden, um die Qualitdt der
Aussagen des Minimalpunkttheorems beziiglich dieser Komponente zu priifen. Es
war allerdings ein erheblicher Aufwand notig, um das Phelps’sche Lemma in dieser
Weise zu beweisen.

Schliefflich vergleichen wir im letzten Abschnitt des Kapitels unsere Vorausset-
zungen mit entsprechenden Voraussetzungen aus anderen Arbeiten.

Im 3. Kapitel ,Das Ekeland’sche Prinzip in linearen topologischen Rdumen’
beschéftigen wir uns Varianten des Ekeland’schen Variationsprinzips, die an die
Linearitat des zugrunde liegenden Raumes gebunden sind. Dazu gehoren z.B. der
Tropfensatz von Danes und das Lemma von Phelps. Bisher wurden diese Sétze
im lokalkonvexen Raum bewiesen (vgl. [16]). Wir zeigen, dass die beiden Satze
auch in linearen topologischen Rdumen gelten. Auch hier wird als Beweismittel das
Prinzip von Brézis und Browder verwendet. Dariiberhinaus werden wir noch einen
zweiten Beweis der beiden Aussagen angeben, der die entsprechende Banachraum-
variante verwendet. Das bedeutet, die Varianten des Lemmas von Phelps und des
Tropfensatzes von Danes in linearen topologischen Rdumen sind dquivalent zu den
entsprechenden Banachraumvarianten.

[4

Begriffe und Bezeichnungen

Es sollen hier einige Begriffe definiert werden, die im Folgenden verwendet werden.
Die Notwendigkeit hierfiir ergibt sich in erster Linie dadurch, dass diese Begriffe in
der Literatur nicht immer eindeutig verwendet werden.

Das Symbol C wird fiir die Inklusion von Mengen verwendet. Gilt fiir zwei Men-
gen A C B, soist auch die Gleichheit der Mengen zugelassen. Die reellen Zahlen wer-
den wie iiblich mit R bezeichnet. Mit R bezeichnen wir die Menge {x € R: x > 0}.

Die Verwendung der Relationszeichen <,>, < und > (ohne eine Indizierung)
impliziert im Folgenden immer einen Sachverhalt beziiglich reeller Zahlen. Zu den
natiirlichen Zahlen N z&hlen wir nicht die 0. Wir setzen Ny := NU {0},

Es sei F ein linearer Raum. Eine nichtleere Teilmenge K C E heifit Kegel, falls
aK C K fir alle 0 < a < oo gilt. Ein Kegel K ist spitz, wenn K N (—K) = {0}
gilt. Wir sprechen von einem eigentlichen Kegel K, wenn K # F ist.

Sei X eine Menge. Eine Relation R in X ist eine Menge von geordneten Paaren
(x,u), wobei z,u € X sind. Statt (z,u) € R schreiben wir auch x Ru. In der
vorliegenden Arbeit werden verschiedene Relationen betrachtet, die sich beziiglich
der folgenden Eigenschaften klassifizieren lassen. Eine Relation R in X heifit refleziv,
wenn (z,z) € R fir alle x € X gilt. Die Relation R heifit transitiv, wenn fiir
x1, 2,3 € X aus (x1, T2), (22, x3) € R stets (21, x3) € R folgt. Die Relation R heifit
antisymmetrisch, wenn fiir xy,zo € X aus (z1,23), (re,21) € R folgt, dass x; = x4
ist. Wir nennen eine reflexive und transitive Relation R in X eine Quasiordnung auf
X. Ist R zusatzlich noch antisymmetrisch, so sprechen wir von einer Halbordnung
auf X.



Sei nun (X, R) eine quasigeordnete (halbgeordnete) Menge, das heiit X ist eine
Menge und R ist eine Quasiordnung (Halbordnung) auf X. Ein Elementa € A C X
heifit R-minimal (kurz: minimal) in A, falls aus a Ra fiir a € A stets a = a folgt.

Weitere Bezeichnungen werden in der {iblichen Weise verwendet. Fiir Begriffe
aus dem Gebiet der Allgemeinen Topologie werden vorwiegend die Definitionen
von Kothe [22] verwendet. Einige fiir die vorliegende Arbeit besonders wichtige
Definitionen sind an entsprechender Stelle angegeben.



Kapitel 1

Uniforme Riume

In den zwanziger Jahren des letzten Jahrhunderts wurde von Alexandroff und Ury-
sohn das Problem der Metrisierbarkeit topologischer Rdume untersucht. Es zeigte
sich, dass dabei eine gewisse uniforme Struktur der Rdume die entscheidende Rol-
le spielt, die letztlich zum Begriff des uniformen Raumes fithrte, der von A. Weil
um 1937 eingefithrt wurde. Grob formuliert, ist die Losung des Metrisierungspro-
blems die Aussage, dass ein topologischer Raum genau dann durch eine Familie von
Pseudometriken erzeugt werden kann, wenn er ein uniformer Raum ist.

1.1 Eine neue Charakterisierung uniformer Riume

Im Jahre 1996 wurde von Fang [10] eine Klasse von topologischen Réumen, die
sogenannten topologischen Rdume vom Typ F, eingefiihrt. Diese lassen sich, wie
Fang gezeigt hat, durch Familien von Quasimetriken erzeugen, die im Gegensatz zu
Pseudometriken nur eine abgeschwéchte Form der Dreiecksungleichung erfiillen, und
daher, allgemeiner als die uniformen R&ume zu sein, scheinen. Der Versuch diese
Réume in die Systematik bekannter topologischer Rdume einzuordnen, fithrte zu
unserer neuen Charakterisierung der uniformen Raume, die zeigt, dass topologische
Réume vom Typ F nichts anderes als separierte uniforme Riume sind.

Um eine liickenlose Beweisfithrung dieses Resultats zu gewéhrleisten, sollen nun
zunéchst einige Definitionen bekannter topologischer Begriffe angegeben werden.
Diese wurden im Wesentlichen aus [22] entnommen.

Definition 1.1 FEine halbgeordnete Menge (A, <) heifst gerichtet, wenn zu zwei Ele-
menten Ay, Ao € A stets ein p € A existiert mit \y < p und Ao < .

Ein wichtiges Beispiel fiir eine gerichtete Menge ist die Umgebungsbasis eines Punk-
tes eines topologischen Raumes. Dieses Mengensystem ist beziiglich der inversen
Mengeninklusion D gerichtet. Auf das Engste verwandt mit dem Begriff eines ge-
richteten Mengensystems ist der Begriff des Filters.

Definition 1.2 Eine nichtleere Klasse § = {F,} von Teilmengen einer Menge M
heif§t ein Filter auf M, wenn gilt:

(F1) Jede F,, umfassende Teilmenge von M gehort zu §,

9



10 KAPITEL 1. UNIFORME RAUME

(F2) Der Durchschnitt endlich vieler F,, gehort zu §,
(F3) Die leere Menge gehirt nicht zu §.

Oft ist es bequemer, anstelle eines Filters § nur eine bestimmte Teilklasse von § zu
betrachten.

Definition 1.3 FEine nichtleere Teilklasse B eines Filters § auf M heifst eine Basis
des Filters §, wenn sie den Bedingungen

(B1) Der Durchschnitt zweier Mengen aus B umfasst eine Menge aus B,
(B2) Die leere Menge gehort nicht zu B,

geniigt und § aus allen Teilmengen besteht, die eine Menge aus B umfassen.

Ein System B von Teilmengen einer Menge M, das (B1) und (B2) erfiillt, erzeugt
durch Hinzunahme aller ein Element aus 8 umfassenden Mengen einen Filter und
heilt deshalb Filterbasis.

Wir kommen nun zur Definition der uniformen Rdume. Sei X eine Menge. Wir
betrachten auf X ein System 91 von Teilmengen N der Menge X x X := {(x,y) :
x,y € X}. Fir N C X x X setzen wir

N7 ={(y,2): (z,y) € N}

und
NoN:={(z,y) e XxX: Jz2e€X: (r,2),(z,y) € N}.

Die Menge
A:={(z,x) e X x X}

heifit Diagonale.

Definition 1.4 Fine Menge X heifit uniformer Raum, wenn auf X x X ein Filter
N gegeben ist mit den Eigenschaften:

(NI)VN eN: ACN,

(N2) NeM = N 'em,

(N3)VN e IM eN: MoM CN.

Man sagt, M erklirt auf X eine uniforme Struktur.

Durch die Systeme
U(x) :={Un(x): N €N}
mit
Un(z):={y € X: (z,y) € N}
sind, wie man leicht verifiziert, Umgebungsfilter der Punkte z € X gegeben. Das
heifit, damit ist eine Topologie 7 auf X erkléart. Die Topologie 7 wird Topologie des
uniformen Raumes X genannt. Die Topologie 7 ist aber bereits durch Filterbasen

von den Y(z) bestimmt. Solche Umgebungsbasen erhélt man auch, wenn man in
der obigen Weise statt von 9t von einer Basis B der uniformen Struktur 91 ausgeht.



1.1. EINE NEUE CHARAKTERISIERUNG UNIFORMER RAUME 11

Proposition 1.1 Die Topologie eines uniformen Raumes ist genau dann separiert,
wenn die Bedingung

(Ny) (I N=A

Nen

erfillt ist.

Beweis: Siche [22, S.32]. [

Wir wollen nun eine weitere bekannte Charakterisierung von uniformen Raumen
vornehmen, die aus der Losung des oben genannten Metrisierungsproblems hervor-
gegangen ist. Die Bezeichnungsweise ist hierbei so gewéhlt, dass man moglichst gut
die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu unserer neuen Charakterisierung erkennt,
die daran anschliefend dargestellt ist. Die folgende Definition einer Pseudometrik
wurde aus [21] entnommen.

Definition 1.5 Sei X eine nichtleere Menge. Eine Funktion p : X x X — [0, 00)
heifst Pseudometrik auf X, wenn fiir alle x,y,z € X die Bedingungen

(P1) p(z,x) =0,

(P2) p(z,y) = p(y, x),

(P3) p(z,y) < p(x,2) + p(z,9)
erfillt sind.
Durch eine Pseudometrik wird bekanntlich ([21]) ein im Allgemeinen nicht separier-
ter uniformer Raum erzeugt. Aber ein uniformer Raum ist im Allgemeinen nicht

pseudometrisierbar. Deshalb betrachten wir nun spezielle Systeme von Pseudome-
triken.

Definition 1.6 FEs seien X eine nichtleere Menge und A eine gerichtete Menge.
Unter einer Familie von Pseudometriken versteht man ein System {px},c, von
Pseudometriken py : X x X — [0,00), fir das die Bedingung

(P{)XN<p =Vr,ye X pr(z,y) <pu(z,y)
erfillt ist. Gilt zusdtzlich die Bedingung
(P5) (WA € A: pr(z,y) =0) = ==y,
so sagen wir, die Familie von Pseudometriken ist separierend.

Es ist zu bemerken, dass in [21] fiir eine Familie von Pseudometriken das Axiom
(P4) nicht gefordert wird. Das Axiom (P4) garantiert, dass aus einer Familie von
Pseudometriken unmittelbar, das heifit, wie im folgenden Beweis, eine Basis des
uniformen Raumes entsteht. Ohne (P4) erhélt man zunéchst nur eine Subbasis des
Raumes (vgl. [21]). Somit haben wir in der folgenden Proposition noch eine Aussage
beziiglich (P4) zu beweisen. Die hier geleistete Beweisarbeit konnen wir dafiir aber
im Theorem 1.3, dem Hauptresultat dieses Abschnittes, wieder einsparen.



12 KAPITEL 1. UNIFORME RAUME

Proposition 1.2 Fin topologischer Raum (X, T) ist genau dann ein (separierter)
uniformer Raum, wenn seine Topologie T durch eine (separierende) Familie von
Pseudometriken erzeugt werden kann.

Beweis: Sei (X,M) ein uniformer Raum mit der uniformen Struktur 9 und sei 7
die Topologie des uniformen Raumes (X, 91). Dann wird nach [21, S.188, Th.15] die
uniforme Struktur durch ein System {p,}, von Pseudometriken p, erzeugt, was
mit der in [21] verwendeten Terminologie heifit, dass die Mengen

N(w,t) :={(z,y) : p(z,y) <t}

fir « € I (I beliebige Indexmenge) und ¢ > 0 eine Subbasis von O bilden.

Wir zeigen, dass durch Hinzunahme aller Pseudometriken p, die aus punktwei-
ser Maximumbildung endlich vieler Pseudometriken {p,},., entstehen, die gleiche
uniforme Struktur 91 erzeugt wird. Denn seien n Elemente N(t1,1), ..., N(tn,t) € N
gegeben, dann ist nach (F2) auch der Durchschnitt dieser Elemente aus 91, und das
heifit, die Menge {(x,y) : max{p, (z,y),....,p., (z,y)} < t} ist aus N. Wir erhalten
damit ein neues System {py},., von Pseudometriken, wobei (A, <) mit

A=<p & Ve,ye X paz,y) < pulz,y),

eine gerichtete Menge darstellt. Wir haben damit ein System, das zusétzlich (P4)
erfiillt, also eine Familie von Pseudometriken, die Ot erzeugt.

Setzen wir nun noch die Separiertheit des Raumes voraus, das heifit, (N4) gilt,
so folgt daraus, dass auch (P5) fiir unsere Familie von Pseudometriken erfiillt ist.
Wir haben damit also gezeigt, dass die uniforme Struktur 91 durch eine separierende
Familie von Pseudometriken erzeugt wird.

Die umgekehrte Richtung ergibt sich sofort als Spezialfall des unten folgenden
Theorems 1.3. ]

Wir wollen nun eine neue Charakterisierung uniformer Rdume unter Verwendung
der von Fang [10] eingefiihrten Familien von Quasimetriken vorstellen. Wir definie-
ren zunéchst eine eine k-Quasimetrik um die Analogie zum linearen Fall hervorzu-
heben. In [22] findet man eine entsprechende Definition einer (k-)Quasinorm.

Definition 1.7 Es seien X eine nichtleere Menge und k > 1 eine Konstante. Eine
Funktion q : X x X — [0,00) heifit k-Quasimetrik auf X, wenn fir alle z,y,z € X
die Bedingungen

(Q1) q(z,z) =0,

(Q2) q(z,y) = q(y, x),

(Q3) q(z,y) < k(q(x,2) + q(2,v))
erfiillt sind.

In Analogie zu den Familien von Pseudometriken betrachten wir Familien von
Quasimetriken.
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Definition 1.8 FEs seien X eine nichtleere Menge und (A, <) eine gerichtete Men-
ge. Unter einer Familie von Quasimetriken versteht man ein System {q\},., von
Quasimetriken q : X x X — [0,00), fir das die Bedingungen

(Q1)VA e A: gn(z,x) =0,

(QQ) VAEA: Q)\(xuy) = Q)\(yvx)z
(Q3) VA e A3ue A mit X< p:Ve,y,z € X: gz, y) < qulx, z) + qu(z,y),

(Q4) A< =Vz,y € X: qx(z,y) < qulz,y)
erfillt sind. Gilt zusdtzlich die Bedingung
(Q5) (VA€ A: qr(z,y) =0) = z=y,
so sagen wir die Familie von Quasimetriken ist separierend.

Es folgt nun das Hauptresultat dieses Abschnittes, das die Beziehung zwischen
separierten uniformen Riumen und den von Fang [10] eingefiihrten topologischen
Réaumen vom Typ F klart: Es handelt sich dabei um dieselbe Raumklasse.

Theorem 1.3 Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann ein (separierter) uni-
former Raum, wenn seine Topologie T durch eine (separierende) Familie von Qua-
simetriken erzeugt werden kann.

Beweis: Es sei ein topologischer Raum (X, 7) gegeben, wobei 7 durch eine Familie
{ar} e von Quasimetriken erzeugt wird. Das heifit, 7 ist durch die Umgebungsbasen

W) :={U,(\t): A€ At >0}
mit
Us(M 1) ={y € X : qa(z,y) <t}
gegeben. Wir zeigen, dass das System
B:={N\t); e Ait>0}
mit
N ) ={(z,y) € X x X : qa(z,y) <1}

eine Filterbasis darstellt. Seien A, Ay € A und tq,t5 > 0 beliebig gegeben. Weil A
gerichtet ist, existiert ein g € A mit A\; < g und Ay < p. Mit ¢ := min{¢y, t5} zeigen
wir, dass

N(p,t) C N(A,t1) NN (A, t2)
und somit (B1) erfiillt ist. Denn sei (Z,7) € N(u,t), das heifit, ¢,(Z,y) < t, so folgt

(@ o '
(7.9 < quzy) <t<t; (1=1,2),
das heifit,
(Z,9) € N(A,t1) N N(Xa, t2).

Es gilt auch (B2), das heifit, () € 9B, weil die Diagonale in jedem N(\,t) enthalten
ist. Sei nun 91 der von B erzeugte Filter. Wir wollen zeigen, dass fiir O die Axiome
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(N1) bis (N4) erfiillt sind. Offensichtlich folgt (N1) aus (Q1) und (N2) aus (Q2).
Um (N3) zu zeigen, sei N € 9 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein A € A und ein
t >0, so dass N(A,t) € B und N(\,t) C N. Fiir M := N(p,t/2) mit g > X nach
(Q3) gilt M o M C N, denn sei (Z,y) € M o M, das heifit,

_ t
) Q/l(z’y) < 57

DN |+

Jze X1 qu(z,2) <

so folgt

@ )
o(Z,9) < qu(Z,2) +qu(z,9) <t

das heifit, (z,y) € N(\,t) C N. Wir haben also mit 9 eine uniforme Struktur auf
X gegeben. Die Topologie des uniformen Raumes (X, ) ist nach der Bemerkung
zur Definition 1.4 bereits durch die Filterbasis 98 gegeben. Die Systeme

il(:c) = {UN()\,t)($) : N()\,t) € %}

mit
Unvon(z) ={ye X : (z,y) e N\ )} ={y e X : qx(z,y) <t}
erzeugen also gerade die Topologie 7. Ist die Familie {gx},., von Quasimetriken
zusitzlich separierend, so folgt auch (N4) und nach Proposition 1.1 ist auch die
Topologie T separiert.
Die umgekehrte Aussage folgt unmittelbar aus Proposition 1.2, da eine Familie
von Pseudometriken insbesondere eine Familie von Quasimetriken ist. |

Wir haben somit gezeigt, dass ein topologischer Raum vom Typ F, das heift, ein
topologischer Raum, dessen Topologie durch eine separierende Familie von Quasi-
metriken erzeugt werden kann, gerade ein separierter uniformer Raum ist.

Wir wollen noch eine Bezeichnungsweise vereinbaren, wie sie in den folgenden
Abschnitten verwendet werden soll. Wir bezeichnen uniforme Rdume mit (X, 9),
wobei N eine uniforme Struktur ist, mit (X, {pa},cs), wobei {pr},cn eine Familie
von Pseudometriken ist, oder mit (X, {gx},c,), wobei {gx},., eine Familie von
Quasimetriken ist.

Es soll nun die Konvergenz eines Netzes (zur Definition siehe [21]) und die Ei-
genschaft, Cauchynetz zu sein, in uniformen Réumen charakterisiert werden. Es ist
hier zu beachten, dass man sowohl ein € > 0 als auch ein A € A vorgeben muss.
Wiéhlt man in der folgenden Proposition als gerichtete Indexmenge I' speziell die
natiirlichen Zahlen N, so erhélt man die entsprechenden Aussagen fiir Folgen.

Proposition 1.4 Es seien (X, {qx},c,) ein uniformer Raum und (I', <) eine ge-
richtete Menge. Dann gilt:

(i) Ein Netz {xw}ver ist genau dann konvergent gegen x € X, wenn es zu beliebigen
e>0und A € A einyy € I' gibt, so dass q\(z,z,) < € fir alle v € T’ mit
7 Yo

(it) Ein Netz {z,}, . ist genau dann Cauchynetz, wenn es zu beliebigen € > 0 und
A€ A einy €T gibt, so dass qr(x,x3) < € fir alley,5 € I' mit v, 5 > .
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Beweis: Dies folgt aus den entsprechenden Begriffen im allgemeinen topologischen
Raum (vgl. [21]) und der Charakterisierung der Topologie durch die Familie von
Quasimetriken. |

In uniformen Raumen, die abzdhlbare Umgebungsbasen besitzen (und damit pseu-
dometrisierbar sind), konnen topologische Eigenschaften wie Abgeschlossenheit oder
Stetigkeit sowohl mit (den durch die Topologie gegebenen) offenen Mengen als auch
dquivalent durch Folgen definiert werden. Gibt es allerdings keine abzéhlbaren Um-
gebungsbasen, so sind Netze anstelle von Folgen zu betrachten. Zum Beispiel heif3t
eine Menge A eines topologischen Raumes abgeschlossen, wenn A Komplement einer
offenen Menge ist. Die Menge A ist genau dann abgeschlossen, wenn sie die Grenz-
werte aller Netze aus A enthélt. Fordern wir hingegen nur, dass A die Grenzwerte
aller Folgen aus A enthélt, so sagen wir, A ist folgenabgeschlossen oder sequentiell
abgeschlossen. Auf analoge Weise unterscheidet man zwischen Vollstdndigkeit und
Folgenvollstandigkeit und zwischen Stetigkeit und Folgenstetigkeit.

1.2 Lineare topologische Riume

Eine wichtige Klasse uniformer Rdume ist die der linearen topologischen Réume.
Wir wollen die Resultate des vorigen Abschnittes auf diese Rdume anwenden.

Die folgende Definition eines linearen topologischen Raumes stammt aus [22,
S.149]. Man sagt, eine Teilmenge U eines linearen Raumes X ist ausgeglichen (engl.
absorbing), wenn zu jedem z € X ein o > 0 existiert, so dass x € o U ist. Wenn
[—1,1] - U C U gilt, so heifit die Teilmenge U des linearen Raumes X kreisformig
(engl. balanced).

Definition 1.9 Auf einem reellen linearen Raum (X, +,-) sei eine Filterbasis i =
{U} aus ausgeglichenen kreisformigen Mengen U gegeben und zu jedem U existiere
ein'V € U mit

V+Vcl. (1.1)

Dann heifit (X, ) mit der durch
Ul)=c+a-U Uel a>0
erklarten Topologie linearer topologischer Raum mit i als Nullumgebungsbasis.

Proposition 1.5 Fin linearer topologischer Raum (X, T) mit der die Topologie T
erzeugenden Nullumgebungsbasis 3 ist genau dann separiert, wenn gilt

(U = {o}. (1.2)
Ueu
Beweis: Nach Definition (z.B in [22, S.4]) ist X separiert, wenn es fiir beliebige
z,y € X mit z # y ein U € U gibt, so dass x —y ¢ U. Dies ist offensichtlich
dquivalent zu (1.2). |

In [22, S.150] wird gezeigt, dass auf einem linearen topologischen Raum (X, 7) durch
Ny ={(z,y) e X xX: y—zeU}
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eine uniforme Struktur erklart ist, die die Topologie 7 erzeugt. Das bedeutet nach
Theorem 1.3, dass die Topologie durch eine Familie von Quasimetriken gegeben wer-
den kann. Wir kénnen aber wegen der zusétzlichen Struktur, die wir im Falle eines
linearen topologischen Raumes gegeben haben, noch weitere Aussagen zur Charak-
terisierung dieser Rd4ume machen. Lineare topologische Rdume wurden bereits um
1939 durch Hyers [17] in der folgenden Weise charakterisiert, ohne dabei aber einen
Zusammenhang zu uniformen Ridumen herzustellen.

Definition 1.10 Es seien (X,+, - ) ein reeller linearer Raum und k > 1 eine
Konstante. Eine Funktion ||.|| : X — [0,00) heifit k-Quasinorm'auf X, wenn fiir
alle x,y € X die Bedingungen

(@N1) [|0]} = 0,

(QN2)Va eR: [az| = |af [lz],
(QN3°) [l +yll < k (=l + [lyl)
erfillt sind.

Nach der obigen Verfahrensweise definieren wir nun Familien von Quasinormen.

Definition 1.11 Es seien (X,+, - ) ein reeller linearer Raum und (A, <) eine
gerichtete Menge. Unter einer Familie von Quasinormen auf X wversteht man ein
System {||.||x} ea von Quasinormen |.| : X — [0,00) auf X, fir das die Bedin-
gungen

(QN1) YA€ A 0], =0,
(QN2)VA e A,Va e R, Vz € X : |jaz|, = |of |||,
(QN3)VA e ATFue Amit A< p: Yo,y e X o [lz+ylly, < [lzfl, + [lvll,,
QN A= = Vo e X+ |lally < llal,

erfillt sind. Gilt zusdtzlich die Bedingung
(QN3) (A€ A flall,=0) = = =0,

so sagen wir, die Familie von Quasinormen ist separierend.

Es gilt das folgende Resultat von Hyers [17].

Theorem 1.6 Ein linearer Raum (X, +, -) ist beziiglich einer Topologie T auf X
genau dann ein (separierter) linearer topologischer Raum, wenn die Topologie T
durch eine (separierende) Familie von Quasinormen auf X erzeugt werden kann.

Beweis: Sei (X, 7) ein linearer topologischer Raum mit der Topologie 7, und 41 sei
eine Nullumgebungsbasis von (X, 7). Dann ist 4 beziiglich D eine gerichtete Menge.
Wir konnen also schreiben 4 = {Ux} .5, wobei (A, <) vermége der Definition

A=p & UyDU,

THyers [17] verwendet die Bezeichnung Pseudonorm. Diese Bezeichnung wird aber oft im Zusammenhang mit
der Separiertheit des Raumes verwendet (vgl. auch die Definition der Pseudometrik [Def.1.5 S.11]).
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eine gerichtete Menge ist. Da die U, ausgeglichen sind, das heifit, zu jedem = € X
existiert ein o > 0 mit x € o U, konnen wir fiir jedes A € A eine Funktion |||, :
X — R definieren durch

llz]|, ==1inf{t > 0: x € tU,}. (1.3)

Wir zeigen, dass das System {]|.||,},., eine Familie von Quasinormen auf X dar-
stellt. Natiirlich ist 0 € U, fiir alle A € A, woraus (QN1) folgt. Da die Uy kreisférmig
sind, das heifit, [—1,1] - U, C U,, folgt

laz||, = inf{t>0: axetU,}
= inf{t>0: |a|z €tU,}
= inf{lals >0: z€sU\} = o] ||z],,

das heifit, (QN2) ist erfiillt. Sei U = U, € U beliebig gegeben. Dann gibt es nach
der Definition eines linearen topologischen Raumes ein V' € 4 mit V +V C U.
Insbesondere ist V' C U, das heiit, wir kénnen schreiben V' = U, mit A < p. Wir
zeigen, dass (QN3) gilt. Zu beliebigem & > 0 wihlen wir ¢,¢ > 0 mit

3 g
tr < [z, + 5% €t1U, und &2 < |y, + 5 Y €t U,. (1.4)
Damit gilt
(11)
ZE+y € tl UM—I—tQUM - (tl —I—tg) UM+ (tl —f-tz)UM C (tl —I—tQ)U,\ (15)

und aus (1.4) und (1.5) folgt
[z +ylly <t tta < [lzfl, +[lyll, + ¢

Da e > 0 beliebig war, ist (QN3) erfiillt. (QQN4) folgt sofort aus der obigen Wahl
der gerichteten Menge (A, <).
Sei nun X separiert, das heifit, es gilt

() Ux = {0}.

Aus ||z||, = 0 fiir alle A € A folgt
x € m U)\.

Also muss z = 0 sein, das heifit, die Familie der Quasinormen ist separierend.
Natiirlich wird durch {]].[[,},., die Topologie 7 erzeugt.

Sei nun umgekehrt ein linearer Raum X und eine Familie {|.||,},., von Quasi-
normen auf X gegeben. Wir setzen

UMt = {z e X ||, <t}

und zeigen, dass mit

:={U\t): Ne A, t>0}
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eine Nullumgebungsbasis aus ausgeglichenen kreisformigen Umgebungen U (), t) auf
X gegeben ist. Wegen (QN1) gilt 0 € U fiir alle U € . Mit (QN2) folgt die
Kreisformigkeit aller U € 4. Nach der Definition von 4 sind die U € 4 ausgeglichen.
Es sei U = U(A,t) € U beliebig gegeben. Wir zeigen, dass mit p > A aus (QN3)
und V' := U(p,t/2) die Inklusion V 4+ V' C U gilt, denn seien z,y € V, das heifit,
2|, <t/2und [jy[[, < /2, so folgt mit (QN3)

Iz +ylly < llll, +llyll, <t

also ist © +y € U. Wegen (QN4) ist 4 eine Filterbasis. Somit ist X ein linearer
topologischer Raum.

Setzen wir eine separierende Familie {||.[[,},., von Quasinormen voraus, das
heiflt, es ist zusétzlich (QNb5) erfiillt, so gilt

N N v ={reX: Ve [, =0} “E (o},
Uesl AEA, >0

X ist also in diesem Fall ein separierter linearer topologischer Raum. |

Wir bezeichnen im Folgenden einen linearen topologischen Raum mit (X, L), wo-
bei 4 eine Nullumgebungsbasis ist, oder mit (X, {||.\},c,), wobei {||.|[,},c, cine
Familie von Quasinormen ist.

Beschrankte Teilmengen eines linearen topologischen Raumes werden bekanntlich
([22]) folgendermafen definiert.

Definition 1.12 Es sei (X, i) ein linearer topologischer Raum. Eine Teilmenge
B C X heif$t beschrinkt, wenn es zu jedem U € U ein o > 0 gibt, so dass B C o U.

Wir wollen nun beschréankte Mengen eines linearen topologischen Raumes mit Hilfe
von Quasinormen charakterisieren.

Satz 1.7 Es sei (X, {||.[l,},cr) €in linearer topologischer Raum. Eine Teilmenge
B C X ist genau dann beschrdinkt, wenn gilt:

VAXeAden>0: Vbe B: b, <ecn.

Beweis: Sei B beschrinkt nach Definition 1.12. Dann gibt es zu U(\, 1) = {z €
X |z, <1} €edein o > 0mit B C oU(A 1), das heifit, ||b]|, <o =:c), fur alle
be B.

Sei umgekehrt U(A,t) € 4 beliebig gegeben und fiir beliebiges b € B gelte
16|y, < ey, so folgt tb € ey U(A,t) und somit ist B C o U(A,t) mit 0 :=c,/t. N

Wir wollen noch ein weiteres niitzliches Kriterium zur Beschréanktheit von Teilmen-
gen eines linearen topologischen Raumes angeben.

Korollar 1.8 Es sei (X,{|.l\},cp) €in linearer topologischer Raum. Eine Teil-
menge B C X st genau dann beschrinkt, wenn gilt:

VAeA: sup ||b—all, <oo. (1.6)
a,beB
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Beweis: Es sei (1.6) erfiillt. Mit (QN3) folgt fiir beliebiges A € A und fiir ein a € B

sup [[b]l, < supl|b —al|, + llall, < sup [|b—all, + [al], <oo.
beB beB a,beB

Es existiert also zu jedem A € A ein ¢, > 0 mit ||b]|, < ¢, fiir alle b € B. Sei
umgekehrt B beschrénkt nach Satz 1.7. Dann gilt

sup [|b—al[y <supllal, +supb]l, <c, + ¢ < o0
a,beB acB beB

fur alle A € A, das heifit, (1.6) ist erfillt. [

Wir wollen hier noch ein Beispiel fiir einen linearen topologischen Raum, der nicht
lokalkonvex ist, angeben. Das Beispiel wurde aus [22, S.161] entnommen und stammt
von M. M. Day [7].

Beispiel 1.1 Es sei LP der Raum aller auf [a,b] erklirten messbaren reellwertigen
Funktionen f(t) mit

b
/ F(OPdt < oo,

wobei 0 < p < 1 ist und wie tblich dquivalente Funktionen identifiziert werden.
Durch die Umgebungen

U. = {f crr: (/ab|f(t)|pdt>1/p < g}

wird, wie in [22] gezeigt wird, ein separierter linearer topologischer Raum erzeugt,
der nicht lokalkonvex ist. Der Raum LP hat die folgenden Eigenschaften (vgl. auch
[28, S.125 Aufg.3b]):

(LP1) Jedes lineare stetige Funktional verschwindet identisch.

(LP2) Die einzige konvexe Menge mit nichtleerem Inneren ist der gesamte Raum.

Diese Eigenschaften des Raumes L? mit p € (0, 1) sollen spéter zur Diskussion von
Voraussetzungen, die wir fiir Aussagen in linearen topologischen Raumen stellen
werden, herangezogen werden.

1.3 Normierte Teilriume linearer topologischer Riaume

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen ein li-
nearer Teilraum eines linearen topologischen Raumes einen normierten Raum oder
sogar einen Banachraum bildet und in welchem Mafle sich topologische Eigen-
schaften iibertragen lassen. In [16] wurden mit analogen Aussagen fiir lokalkonvexe
Réume Varianten des Ekeland’schen Prinzips fiir lokalkonvexe Rdume unter Nut-
zung der entsprechenden Banachraumvariante bewiesen. Einige der im Folgenden
bewiesenen Aussagen findet man in allgemeinerem Zusammenhang und teilweise
unter Verwendung anderer Begriffe auch in [22].
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Definition 1.13 FEs seien E ein reeller linearer Raum und T C E eine Teilmenge
von E. Fin Punkt t € T heifit algebraisch innerer Punkt von T beziiglich E falls
qilt:

Vee Eda>0:t+[0,a] -2 CT.

Proposition 1.9 Es seien E ein linearer Raum und T C E eine ausgeglichene,
kreisformige Teilmenge. Dann ist O algebraisch innerer Punkt von T (beziiglich E ).

Beweis: Weil T ausgeglichen ist, existiert zu jedem x € E eino > 0,sodassx € oT'.
Mit a := 1/0 folgt ax € T. Wegen der Kreisformigkeit von T gilt [-1,1]-a-2 C T
und daraus folgt insbesondere, dass [0, a] -z C T gilt. |

Sei T" eine Teilmenge eines linearen Raumes £. Die Menge aller endlichen Linear-
kombinationen aus Elementen von T heifit lineare Hiille von T und wird mit lin T’
bezeichnet. Es ist bekannt, dass lin 7" ein linearer Teilraum von E' ist. Eine konvexe
und kreisformige Teilmenge eines linearen Raumes heiflt absolutkonvex.

Proposition 1.10 Es seien E ein linearer Raum und T C E eine absolutkonveze
Teilmenge. Dann ist 0 algebraisch innerer Punkt von T beziiglich linT'.

Beweis: Wegen Proposition 1.9 bleibt lediglich zu zeigen, dass 7" ausgeglichen ist im
linearen Teilraum lin 7. Sei also = € lin T" beliebig gegeben. Dann ist © = > | pit;
mit p; € R\ {0} und ¢; € T fiir i = 1, ..., n. Wegen der Kreisformigkeit von 7" kénnen
wir z auch darstellen als x = Z?:l 0;8; mit o0; >0 und s; € T fir ¢ =1, ...,n. Wir
setzen o 1= Z?Zl oj > 0. Damit folgt unter Ausnutzung der Konvexitét von T, dass
gilt:

1 - g;

—T = —s; €T

— ; s
Somit ist T" ausgeglichen in lin 7'. Die Eigenschaft der Kreisférmigkeit gilt naiirlich
auch auf dem Teilraum lin7 von E. Die Anwendung von Proposition 1.9 auf den
linearen Raum lin T liefert die Behauptung. |

Wir fiihren fiir eine Teilmenge 7' eines linearen Raumes E durch
pr(z) =inf{oc >0: z € 0T}
das Minkowski- Funktional beziiglich T' ein.

Proposition 1.11 Es seien X ein separierter linearer topologischer Raum und
T C X eine absolutkonvexe beschrinkte Teilmenge. Dann ist durch das Minkow-
skifunktional pur eine Norm auf dem linearen Teilraum lin T' gegeben.

Beweis: Wegen Proposition 1.10 ist {c > 0: z € o T} # () fiir alle x € linT. Das
bedeutet pr : linT — [0, 00). Offenbar ist pg positiv homogen, das heifit, es gilt
pr(ax) = aprp(x) fir alle z € lin 7T und fiir alle « > 0. Wegen der Kreisférmigkeit
der Menge T gilt dann auch pr(ax) = |a| pr(x) fiir alle € linT und alle o € R.
Aus der Konvexitéit von T folgt, dass pur konvex ist und unter Verwendung der posi-
tiven Homogenitét von ug folgt die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung. Es bleibt zu
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zeigen, dass aus ur(z) = 0 folgt, dass x = 0 ist. Sei U eine Nullumgebungsbasis von
X. Weil T beschriankt ist, existiert zu jedem U € i ein o > 0, so dass 1/o T C U.
Wegen pr(z) = 0 folgt fiir beliebiges o > 0, dass x € 1/0T. Damit ist = € U fiir
alle U € 4. Da X separiert ist, folgt z = 0. |

Wenn die Voraussetzungen von Proposition 1.11 erfiillt sind, bezeichnen wir im
Folgenden den normierten Raum (lin 7', ) mit (Xr, ||.||r) oder kurz mit Xz. Um
bestimmte topologische Begriffe entweder dem separierten linearen topologischen
Raum X oder dem normierten Raum X7 zuordnen zu koénnen, bezeichnen wir
die Topologie von X mit y und die Topologie von X7 mit 7. Wir unterschei-
den dann zum Beispiel zwischen y-Konvergenz und 7-Konvergenz oder zwischen
x-Cauchyfolgen und 7-Cauchyfolgen.

Proposition 1.12 Es seien X ein separierter linearer topologischer Raum und
T C X eine x-folgenvollstindige absolutkonvexe x-beschrinkte Teilmenge. Dann
ist (Xr,||-||r) ein Banachraum.

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dass der nach Prop. 1.11 normierte Raum (X7, ||.||7)
T-vollsténdig ist. Sei also {#,,}, .y C X7 eine 7-Cauchyfolge. Dann ist wegen

Hzalle = lzmll] < flon = zmlly

auch {[|zy|l7},cn € R eine Cauchyfolge und somit konvergent gegen eine Zahl
a > 0. Wir betrachten nun die Folge {t,},.y C X7 definiert durch

n 1

) e s el 25
n T

T, L falls |y < 5.

Nach Definition der Norm |||, ist {t,}, oy € 7. Wir zeigen nun, dass gilt:
[tn = tmllp < 2|20 = 2mll7 - (1.7)
Dazu unterscheiden wir drei Félle.
(1) Fiir ||zn]lps [|2m]lp < 1/2 ist die Aussage trivial.

(2) Fiir ||z, > 1/2 und ||@p, ||, < 1/2 gilt:

ltn = tully < ||z — 2

- + ||zn — mm”T

= |3 = llzallg] + llzn — 2l

IN

Hzmlly = lznllz] + lon = 2mll7

< 2zn — zmll7 -
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(3) Fiir (2]l [2mlly = 1/2 gilt:

Tp T

_Tn_ _ _Zn T
lznlly  llzmllr

_Tn__ __ _Tm
lzmllz  lzmllr

)

Itn —tmlly < 4 .

= 2||gjn||T (meHT - ||$n||T + |20 — $m||T)

< 2|z _meT

2 ||xm||T

< 2fx, - meT .

Aus (1.7) folgt, dass {t,}, .y C T eine 7-Cauchyfolge ist.

Wir zeigen nun, dass {t,}, .y C T auch eine x-Cauchyfolge ist. Sei i eine Null-
umgebungsbasis von X. Wegen der y-Beschrianktheit von 7" gibt es zu jedem U € 4
ein o > 0, so dass fiir ¢ := 1/o gilt e T C U. Weil {t,},.y C T eine 7-Cauchyfolge
ist, gibt es zu jedem solchen ¢ > 0 ein ng € N, so dass ¢, — t,, € €T ist fiir
n,m > ng. Also gibt es zu jedem U € U ein ng € N, so dass t,, — t,, € U ist fiir
n,m > ng, dass heiflt, {¢,}, . C T ist xy-Cauchyfolge. Weil T' nach Voraussetzung x-
folgenvollstandig ist, konvergiert die Folge {¢,}, .y beziiglich der Topologie x gegen
ein Element ¢ € T. Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Weil {t,}, . C T eine
7-Cauchyfolge ist, gilt t,, —t,, € ¢ T. Der Grenziibergang m — oo (in der Topologie
x) liefert t,, — ¢ € €T Folglich konvergiert die Folge {t,},.y auch beziiglich der
Topologie 7 gegen ¢ € T. Im letzten Schritt ist zu zeigen, dass {z,,} beziiglich 7
gegen ein T € X konvergiert. Es gilt:

neN

lon —atlly < llon = llzallp tly + [zallp = ot
= llznllz ltn = iz + Hl2nlly = o 7 -

Da beide Summanden des letzten Terms gegen 0 konvergieren, erhalten wir die
gewiinschte Konvergenzeigenschaft, das heifit, z, — at =: € Xp. Somit ist
(X7, ||.]|7) ein Banachraum. [

Proposition 1.13 Es seien X ein separierter linearer topologischer Raum und T C
X eine x-folgenvollstindige absolutkonvexe x-beschrinkte Teilmenge. Dann folgt
aus der x-Folgenabgeschlossenheit von A C X die T-Abgeschlossenheit von AN Xrp.

Beweis: Es sei {z,},.y C Xp N A eine 7-konvergente Folge. Dann ist zunéchst
klar, dass der Grenzwert x dieser Folge in Xp liegt. In Proposition 1.12 haben wir
gezeigt, dass eine 7-Cauchyfolge auch x-Cauchyfolge ist. Analog folgt, dass unsere
T-konvergente Folge auch y-konvergent ist, und zwar gegen den gleichen Grenzwert
Z. Aufgrund der y-Folgenabgeschlossenheit von A liegt somit z € A. Also ist XN A
T-abgeschlossen. |

Eine analoge Aussage fiir die Eigenschaft der Beschranktheit konnten wir nicht zei-
gen. Aber in Abschnitt 2.7 [Lemma 2.17] werden wir zeigen, dass unter bestimmten
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zusétzlichen Voraussetzungen aus der y-Beschréanktheit einer Menge A C X die
7-Beschréinktheit der Menge A N X folgt. Dies werden sehr einschrankende Vor-
aussetzungen sein, die aber fiir unsere Zwecke ausreichend sind.

Wir wollen nun noch eine Bemerkung zu konvexen Mengen in linearen topolo-
gischen Rdumen machen. Die konvere Hiille co A einer Menge A ist definiert als
Durchschnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten und ist damit konvex. Man
sagt auch, die konvexe Hiille von A ist die kleinste konvexe Menge, die A enthélt.
Da man in einem lokalkonvexen Raum konvexe Umgebungen hat, folgt leicht, dass
die konvexe Hiille einer beschrinkten Menge wieder beschréankt ist. Das gilt im
Allgemeinen nicht im linearen topologischen Raum.

Beispiel 1.2 Wir betrachten den Raum LP mit p € (0,1) aus Beispiel 1.1. Nach
[22, S5.163] ist dieser Raum lokalbeschrénkt, das heifit, es existiert eine beschrdinkte
Umgebung von Null und somit eine beschrinkte offene Menge. Nach (LP2) ist die
konvexe Hiille dieser beschrdnkten offenen Menge der gesamte Raum LP, das heifst,
die konvexe Hiille ist nicht beschrinkt.

Fiir unsere Zwecke geniigt aber eine schwéchere Aussage.

Satz 1.14 In einem linearen topologischen Raum X ist die konvexe Hiille der Ver-
einigung endlich vieler konvexer beschrinkter Mengen beschrdinkt.

Beweis: Der Satz ist bewiesen, wenn die Aussage fiir die Vereinigung von zwei kon-
vexen beschrankten Mengen A und B gezeigt wird. Sei U eine Nullumgebungsbasis
von X. Da die Elemente U € i kreisformig sind, erhalten wir, dass die kreisférmi-
ge Hiille kr M := [—1,1] - M einer beschrinkten Menge M wieder beschrinkt ist.
Insbesondere sind die Mengen [0,1] - A, [0, 1] - B beschrénkt.

Die konvexe Hiille einer Menge M kann bekanntlich auch als Menge aller Konvex-
kombinationen von Elementen aus M interpretiert werden. Da A und B konvex sind,
konnen die Elemente x von co (AU B) dargestellt werden durch z =~ya+ (1 —7)b
mit a € A, b € B und v € [0,1]. Das bedeutet, co(AU B) C [0,1] A+ [0, 1] B.

Wir zeigen nun, dass co (A U B) beschrénkt ist. Sei dazu U € U beliebig vor-
gegeben. Nach (1.1) gibt es ein V € U mit V +V C U. Zu diesem V gibt es
wegen der Beschrénktheit von [0,1] A und [0, 1] B positive Zahlen o1,09 > 0, so
dass [0,1] A C 0,V und [0,1) B C 05 V. Fiir 0 := max{oy, 05} folgt, co(AU B) C
0,1]A+1[0,1]BC oV +0V C oU. Das heifit, co (A U B) ist beschrinkt. [ |

Korollar 1.15 In einem linearen topologischen Raum X st die absolutkonvexe
Hiille der Vereinigung endlich vieler konvexer beschrinkter Mengen beschrdnkt.

Beweis: Nach [22, S.177 (2)] ist die absolutkonvexe Hiille die konvexe Hiille der
kreisformigen Hiille. Die kreisférmige Hiille einer Menge M kann geschrieben werden
als:

kr M =[0,1] M U[0,1] (=M) = co (M U{0})Uco(—M U{0}).
Satz 1.14 liefert die Behauptung. [ ]
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1.4 Kegelwertige Metriken

Nemeth formulierte in [23] ein vektorwertiges Ekeland’sches Variationsprinzip in
R&umen, deren Topologie durch eine sogenannte kegelwertige Metrik erzeugt wird.
Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass es sich bei diesen Rdumen um uniforme
R&dume handelt. Anschliefend werden wir Kriterien zur Metrisierbarkeit und zur
Separiertheit dieser Raume angeben. Sofern uns bekannt ist, handelt es sich bei den
Aussagen dieses Abschnittes um neue Resultate.

Es sei I ein linearer Raum und K C E bezeichne einen konvexen spitzen Kegel
in £. Dann ist durch

Y<kY & Y-y €K

eine Halbordnung <y in F gegeben, das heifit, die Relation <y ist reflexiv, transitiv,
antisymmetrisch, und fiir alle y, y1,y> € E und alle v > 0 gilt

N <ky = Nt+ty<kiy2ty, (1.8)
1 <k Y2 = YY1 <K VY2 - '

Mit Hilfe dieser Halbordnung fithren wir nun kegelwertige Metriken ein.

Definition 1.14 FEs seien E ein linearer Raum, K C E ein nichtleerer konvezer
spitzer Kegel und X eine Menge. Eine Abbildung r : X x X — K heifit K-Metrik,
wenn fir alle z,y,z € X die Bedingungen

(CM1) r(z,y) =0 & ==y,

(CM2) r(z,y) = r(y, v),

(CM3) r(z,y) <g r(z,z)+r(z,y)
erfillt sind.

Zusétzlich zur Ordnungsstruktur wollen wir nun eine topologische Struktur voraus-
setzen und betrachten deshalb einen linearen topologischen Raum Y. Eine wichtige
Klasse von konvexen Kegeln in linearen topologischen Rdumen ist die Klasse der
normalen Kegel. Die Eigenschaft eines Kegels K, normal zu sein, beschreibt einen
Zusammenhang der topologischen Struktur des linearen topologischen Raumes Y
mit der durch K erzeugten Ordnungsstruktur auf Y. Die hier gewéhlte Definition
eines normalen Kegels vergleiche man auch mit dquivalenten Charakterisierungen
(vgl. [18, S.5 Th. 2.1] ).

Definition 1.15 Es seien Y ein linearer topologischer Raum und K C'Y ein nicht-
leerer konvezer spitzer Kegel. K heifft normal, wenn eine Nullumgebungsbasis 3 fiir
Y emistiert, so dass fiir beliebiges U € U aus 0 <x x <g y € U stets x € U folgt.

Sei nun 4 eine Nullumgebungsbasis des linearen topologischen Raumes Y. Wir
definieren in X x X die Mengen

Ny ={(z,y) € X x X : r(z,y) € U}, (1.9)

wobel U € 4 ist.
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Satz 1.16 Es seien Y ein linearer topologischer Raum, K C Y ein nichtleerer
konvexer normaler Kegel, X eine Menge und r : X x X — K eine K-Metrik auf
X. Dann ist durch B := {Ny : U € U} die Basis einer uniformen Struktur N auf
X x X gegeben.

Beweis: B ist eine Filterbasis auf X, denn seien Ny, Ny € B gegeben, so gibt es, da
die Nullumgebungsbasis 4 von Y eine Filterbasis auf Y ist, zu U,V € U ein W € U
mit W Cc UNV. Esist Ny € B, und es gilt Ny € Ny N Ny. Wegen 0 € U fiir alle
U € Yund (CM1) gilt (N1) aus Definition 1.4. Um (N2) zu zeigen sei N € 9 beliebig
gegeben. Dann gibt es ein Basiselement Ny € B mit Ny C N. Wegen (CM2) und
(1.9) ist N;;' € B und folglich N~! € 9. Wir zeigen schlielich, dass auch (N3)
erfiillt ist. Sei dazu N € I beliebig gegeben. Dann gibt es ein Ny € B mit Ny C N.
Zu dem zugehorigen U € U gibt es ein V' € U mit V +V C U. Wir setzen M := Ny
und zeigen, dass M o M C N. Sei also (x,y) € M o M, das heifit, es gibt ein z € X,
so dass r(x,z) € V und r(z,y) € V. Es ist also r(z,2) + r(z,y) CV +V C U. Da
K normal ist und wegen (CM3) folgt r(z,y) € U, das heifit, (z,y) € Ny C N. R

Satz 1.16 gibt Anlass zu folgender Definition (vgl. [4]).

Definition 1.16 FEs seien Y ein linearer topologischer Raum, K C'Y ein nichtlee-

rer konvexer normaler Kegel, X eine Menge und r : X x X — K eine K-Metrik
auf X. Dann heifit (X,r) K-metrischer Raum.

Als Hauptresultat dieses Abschnittes haben wir also gezeigt, dass jeder K-metrische
Raum ein uniformer Raum ist. Somit kann die Topologie eines K-metrischen Rau-
mes, wie in Abschnitt 1.1 gezeigt wurde, durch eine Familie von Quasimetriken und
sogar durch eine Familie von Pseudometriken erzeugt werden. Wir wollen nun die
Metrisierbarkeit eines K-metrischen Raumes untersuchen.

Satz 1.17 Es sei (X,r) ein K-metrischer Raum, wobei der lineare topologische
Raum Y durch eine Familie {|.||,},c, von Quasinormen erzeugt wird. Falls die
Menge

A= {)\ e A :sup |y, > 0}
yeK
abzdhlbar ist, so ist (X, r) metrisierbar.

Beweis: Sei also A abzihlbar. Wir zeigen, dass die Basis %8 der zugehorigen uni-
formen Struktur 9 nur abzahlbar viele Elemente enthélt. Durch

W:={U(\1/n): e A, n e N}
mit
U 1/n)={yeY: |yll, <1/n}

ist eine Nullumgebungsbasis des linearen topologischen Raumes Y gegeben. Die
Basis B der uniformen Struktur 91 besteht also aus den Elementen

Nxym = {(z,0) € X x X2 Ir(z,0)l[, <1/n},
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wobei A € A und n € N ist. Fiir jedes A € A\ A und beliebiges n € N gilt aber
Nxi/m = X x X. Diese Elemente brauchen also nicht beriicksichtigt werden. Die
uniforme Struktur O wird also bereits durch

B = {N,\,l/n: )\GJ_X,nGN}

erzeugt. Fiir den uniformen Raum (X,r) ist somit das erste Abzdhlbarkeitsaxiom
(siehe [22]) erfiillt, das heiit, (X,r) ist metrisierbar. [

Wir wollen noch ein weiteres schwicheres Kriterium fiir die Metrisierbarkeit eines
linearen topologischen Raumes Y angeben. Dieses Kriterium soll unabhéngig von
der Wahl des Kegels K sein. Wir fordern, dass fiir den Raum Y das erste Abzéhl-
barkeitsaxiom erfiillt ist. Das ist genau dann der Fall, wenn Y metrisierbar ist, das
heifit, die Topologie wird durch eine einzige Metrik erzeugt. Solche Réume werden
manchmal auch als Frechet-Réume bezeichnet. Zusétzlich wird fiir einen Frechet-
Raum allerdings die Vollstédndigkeit, teilweise noch die Konvexitdt der Elemente der
Nullumgebungsbasis gefordert. Dennoch muss ein Frechet-Raum kein Banachraum
sein. Man vergleiche hierzu auch die Ausfithrungen in Kéthe [22]. Man beachte
weiterhin, dass eine die Topologie erzeugende Metrik d auf einem linearen topolo-
gischen Raum immer translationsinvariant gewéhlt werden kann. Es geniigt somit
eine Abbildung A : Y — Ry mit h(y) := d(y,0) zu betrachten.

Korollar 1.18 FEs sei (X,r) ein K-metrischer Raum, wobei der lineare topologi-
sche Raum Y durch eine Metrik d : 'Y xY — R erzeugt wird. Dann ist (X,r)
metrisierbar und die Abbildung hor : X xX — Ry mith: Y — Ry, h(y) := d(y,0)
st eine Metrik, die die Topologie des K -metrischen Raumes erzeugt.

Beweis: Wir gehen wie im Beweis des Satzes 1.17 vor. Es ist hier
:={U(1/n): n € N}
mit
U(l/n):={yeY:dy,0) <1/n}

eine Nullumgebungsbasis des linearen topologischen Raumes Y. Die Basis ‘B der
uniformen Struktur 91 besteht also aus den Elementen

Nijpm =A{(z,v) € X x X : hor(z,v) <1/n},
wobei n € N ist. Die Behauptungen des Korollars sind nun offensichtlich. |

Schliellich wollen wir noch zwei Kriterien fiir die Separiertheit eines K-metrischen
Raumes angeben.

Satz 1.19 Es seien (X, r) ein K-metrischer Raum und 3 eine Nullumgebungsbasis
des zugehdrigen linearen topologischen Raumes Y . Falls gilt

(UNnK={0},

so st (X,r) separiert.
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Beweis: Es seien M die uniforme Struktur von (X,r) und B eine Basis von N.
Dann gilt:

ﬂN: ﬂ NU:ﬂNU:{(ZE,U)GXXXZT’(ZE,U)G ﬂUﬂK}:A.

NeMn Nye®B Ued Ued

Proposition 1.1 liefert die Behauptung. |

Korollar 1.20 Es seien (X,7) ein K-metrischer Raum und Y der zugehérige li-
neare topologischen Raum. Falls Y separiert ist, so ist auch (X,r) separiert.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Proposition 1.5 und Satz 1.19. R
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Kapitel 2

Minimalpunkttheoreme

Minimalpunkttheoreme sind Aussagen, die in enger Beziehung zum Ekeland’schen
Variationsprinzip [9] stehen. Es handelt sich um Aussagen zur Existenz minimaler
Punkte in einem Produktraum, der aus zwei Komponenten besteht. Solche Aussa-
gen wurden zuerst von Phelps [27] betrachtet, wobei dort ein Produktraum X x R
(X Banachraum) zugrunde gelegt wurde. In den Arbeiten von Gopfert und Tammer
[12] (1995) und Gopfert, Tammer und Zalinescu [13] (1999), [14] (2000) wurde die
reelle Komponente des zugrunde liegenden Produktraumes durch einen allgemei-
neren Vektorraum ersetzt. Als Folgerung erhélt man aus diesen allgemeineren Mi-
nimalpunkttheoremen sogenannte vektorwertige Varianten des Ekeland’schen Prin-
zips. Das bedeutet, dass dabei anstelle von reellwertigen Funktionen vektorwertige
Funktionen betrachtet werden. Unabhéngig davon wurde im Jahre 2000 von Chen,
Huang und Hou [4] eine Variante des Ekeland’schen Prinzips fiir mengenwertige
Abbildungen bewiesen.

Wir werden zunéchst das Minimalpunkttheorem aus [13] unter Nutzung der Er-
gebnisse des vorigen Kapitels beziiglich der zugrunde liegenden Rdume verallgemei-
nern. Anschliefend geben wir eine den hier gestellten Voraussetzungen entsprechen-
de Variante des Ekeland’schen Prinzips fiir mengenwertige Abbildungen an und zei-
gen, dass diese Aussage dquivalent zum Minimalpunkttheorem ist. Wir geben zwei
weitere dquivalente Formulierungen an und zeigen, dass eine vektorwertige Variante
des Ekeland’schen Prinzips auf einfache Weise folgt.

Da die Voraussetzungen des Minimalpunkttheorems sehr allgemein sind, geben
wir noch einige hinreichende Bedingungen an. Es handelt sich dabei um stérkere
Voraussetzungen, die fiir die meisten Anwendungen aber noch erfiillbar sind.

Ein weiterer Schwerpunkt dieses Kapitels ist die Analyse der Beweistechnik. Wir
werden unser Minimalpunkttheorem mit dem Prinzip von Brézis und Browder be-
weisen. Die Beweistechnik dieses Prinzips wird auch im Beweis des Minimalpunkt-
theorems in [13] verwendet. Im Unterschied dazu werden Minimalpunkttheoreme
oder Varianten des Ekeland’schen Prinzips sonst mit dem Zorn’schen Lemma be-
wiesen. Ein Beweis mit dem Prinzip von Brézis und Browder hat den Vorteil, dass
sich die Voraussetzungen auf Folgen beziehen, wobei man bei Beweisen, die das
Zorn’sche Lemma oder dazu dquivalente Aussagen verwenden, die analogen Voraus-
setzungen fiir Netze machen muss. Da das Zorn’sche Lemma dem Auswahlaxiom
dquivalent ist, kann es dariiberhinaus auch als prinzipielle Frage betrachtet werden,

29
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ob oder wann dieses Axiom fiir die Aussagen, die hier gemacht werden, benétigt
wird.

Um dem Wesen vektorwertiger Aussagen auf die Spur zu kommen, wollen wir eine
Art “mathematisches Experiment” durchfithren. Wir setzen im Minimalpunkttheo-
rem alle Aussagen beziiglich der ersten (topologisch dominierten) Komponente des
Produktraumes aufler Kraft und versuchen ein klassisches Resultat, das Phelps’sche
Lemma, unter alleiniger Verwendung der zweiten (linear dominierten) Komponente
abzuleiten. Unter erheblichem Aufwand ist das sogar fiir eine Variante des Phel-
ps’schen Lemmas in linearen topologischen Riaumen (vgl. die Aquivalenzaussagen
in Kapitel 3) gelungen. Dabei ist vor allem zu bemerken, dass sich dieser Beweis
von einem direkten Beweis dahingehend unterscheidet, dass kein allgemeines Prin-
zip wie das von Brézis und Browder oder das Zorn’sche Lemma'verwendet wird.
Es scheint also, dass die “Substanz” des Prinzips von Brézis und Browder auch in
diese Raumkomponente iibergeht.

An den Schluss des Kapitels stellen wir einen kurzen Vergleich unserer Voraus-
setzungen mit denen aus anderen Arbeiten.

2.1 Das Prinzip von Brézis und Browder

Das Prinzip von Brézis und Browder liefert Aussagen iiber die Existenz minimaler
Punkte in quasigeordneten Mengen (vgl. Bemerkung nach Beweis von Prop. 2.1).
Die hier wiedergegebene Variante entspricht im Wesentlichen [2, Corollary 1].

Proposition 2.1 FE seien (W, X) eine quasigeordnete Menge (das heifst, reflexiv und
transitiv) und ¢ : W — R eine Funktion, so dass die folgenden Voraussetzungen
erfillt sind:

(A1) ¢ ist nach unten beschrankt.

(A2) Aus wy < wq, wy # we folgt ¢p(wy) < ¢(ws).

(A3) Fiir jede =-fallende Folge {wy}, .y C W existiert einw € W, so dass w = wy,
fir alle n € N.

Dann gibt es zu jedem wy € W ein w € W, so dass gilt:

(Z) w =< Wo,

(ii) w ist minimal in W.
Beweis: Sei p(w) := inf{¢(u) : v € W,u < w}. Dann kann man induktiv eine Folge
{w,} C W definieren, so dass w; := wy, W41 = wy, und P(wyy1) < p(w,) + % gilt.
Wegen (A3) existiert ein w € W, so dass w =< w, fiir alle n € N ist. Natiirlich ist
fiir w die erste Aussage erfiillt, d. h. w < wy. Wir zeigen, dass w auch minimal ist.
Sei dazu W < W ( <X Wpy1 = wy). Aus (A2) und der Transitivitidt der Relation folgt
plwy,) < ¢(w) < d(w) < P(wpyr) < plwy,) + % fiir alle n € N. Also gilt & < w und
¢(w) = ¢(w) und nochmals (A2) angewendet, folgt w = w. |

1Eigentlich wird das Zorn’sche Lemma doch verwendet, und zwar in Form eines Trennungssatzes. Diese Anwen-
dung des Zorn’schen Lemmas bezieht sich aber auf eine véllig andere Ordnungsrelation (vgl. Beweis des Satzes von
Hahn-Banach).
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Man beachte, dass die Antisymmetrie der Relation nur deshalb nicht explizit vor-
ausgesetzt werden muss, weil diese bereits aus (A2) folgt. Denn seien wq,wy € W
mit w; =< we und wy =X w; gegeben, und nehmen wir an, dass w; # ws. Dann folgt
mit (A2), dass ¢(wy) < ¢(ws), aber auch ¢(wy) > ¢(wsy) gilt. Dies ist ein Wider-
spruch. Es muss somit w; = w, sein, das heifit, die Relation < ist antisymmetrisch.
Es liegt also eine Halbordnung vor.

Die Voraussetzungen und die Aussagen des Prinzips von Brézis und Browder
haben eine typische Struktur, die wir teilweise im Minimalpunkttheorem wiederer-
kennen werden. (A1) ist eine Beschréanktheitsvoraussetzung an die Funktion ¢. Mit
(A2) fordern wir eine Art strenge Monotonie der Funktion ¢. Die dritte Vorausset-
zung erinnert an eine Voraussetzung des Zorn’schen Lemmas. Es wird in (A3) die
Existenz von unteren Schranken vorausgesetzt. Im Gegensatz zum Zorn’schen Lem-
ma betrachtet man hier aber nicht beliebige Ketten (das heifit vollstéindig geordnete
Mengen), sondern nur solche, die aus abzéhlbar vielen Elementen bestehen.

Auch die Aussagen von Proposition 2.1 haben eine typische Struktur. Die er-
ste Aussage (i) ist eine Dominanzaussage und die zweite Aussage (ii) ist eine Ex-
tremalitdtsaussage. Genau die gleiche Struktur werden wir bei den Aussagen des
Minimalpunkttheorems wiederfinden.

Weiterhin ist zu bemerken, dass das Prinzip von Brézis und Browder Aussagen
tiber sehr allgemeine Mengen liefert. Im Gegensatz dazu stellt (A3) eine sehr starke
Voraussetzung dar. Bei einem Minimalpunkttheorem ist der Schwerpunkt dahinge-
hend verlagert, dass wir wesentlich speziellere Mengen zugrunde legen, dafiir aber
die Voraussetzung (A3) erheblich abschwéchen kénnen.

2.2 Eine Skalarisierungsmethode

Bei einigen Minimalpunkttheoremen, wie zum Beispiel bei denen von Gépfert, Tam-
mer und Zalinescu in [14, Th.8] oder in [13] wird eine Skalarisierungsmethode als
ein entscheidendes Beweismittel verwendet. Mit Hilfe eines Skalarisierungsfunktio-
nals wird ein Problem in einem linearen Raum (zum Beispiel in einem linearen
topologischen Raum) auf ein Problem in den reellen Zahlen reduziert.

Es sei Y ein linearer topologischer Raum und K C Y ein konvexer spitzer Ke-
gel. Wie schon im Abschnitt 1.4 dargelegt, ist durch K eine Halbordnung in Y
gegeben. Um die gewiinschte Monotonieeigenschaft des Skalarisierungsfunktionals,
némlich eine Art strenge Monotonie, zu erhalten, stellen wir wie in [13] die folgende
Voraussetzung:

(M2) Es existiert ein konvexer eigentlicher Kegel C' C Y, so dass gilt:
K\ {0} CintC.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist im Wesentlichen aus [14] und [13] entnommen.
Dort wurde allerdings ein lokalkonvexer Raum vorausgesetzt. Der Beweis im linearen
topologischen Raum verlduft jedoch véllig analog. Ahnliche Aussagen fiir den Fall
eines linearen topologischen Raumes findet man in allgemeinerer Form auch in [11].

Eine interessante (noch offene) Frage ist, ob in einem linearen topologischen
Raum, der nicht lokalkonvex ist, iiberhaupt die Existenz eines eigentlichen konvexen
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Kegels C' mit nichtleerem Inneren, moglich ist. Das Beispiel der LP-Raume mit
p € (0,1) zeigt, dass die Existenz im Allgemeinen nicht gegeben ist, denn wie in
Beispiel 1.1 im Abschnitt 1.2 bemerkt wird, ist die einzige konvexe Menge mit
nichtleerem Inneren in diesem Raum der gesamte Raum selbst. Das heif3t, in LP mit
p € (0,1) kann die Bedingung (M2) fiir einen nichttrivialen Kegel K nie erfiillt sein.

Lemma 2.2 Es seien Y ein linearer topologischer Raum, K C Y ein konvezrer
spitzer Kegel, so dass (M2) gilt und k° € K \ {0}. Fiir das Funktional z : Y — R,
definiert durch z(y) := inf{t € R |y € tk® — c1C'}, wobei C' der Kegel aus (M2) ist,
qgilt:

(i) z ist sublinear,
(it) y1 Sk Y2, 1 # Y2 = 2(y1) < 2(y2),
(iii)) Yy € Y, Va € R: z(y + ak®) = 2(y) + a,

() Ist fiir Yo CY und ein g € Y die Bedingung Yo N (§ — int C) = 0 erfiillt, so
st z auf Yy von unten beschrdnkt.

Beweis: (im Wesentlichen aus [14, Lemma 7] und [13, Beweis von Theorem 1]). Fir
yeYseily:={t e R|y etk —clC}. Wir zeigen, dass I', # 0. Es ist k% € int C.
Das heift, 0 ist innerer Punkt von —k° +int C'. Sei 4 eine Nullumgebungsbasis von
Y. Dann gibt es ein U € U, so dass U C —k® + int C. Der Punkt y ist natiirlich
beschréankt, das heisst, es gibt ein ¢ > 0, so dass

yeoUCo(—k"+intC) C o(—k") +int C.

Weil U kreisformig ist, folgt y € ok —int C C ok? — ¢l C, das heifit, o € T,,.
Es existiert also ein ¢, € R, so dass Iy ein Intervall der Form I', = [t,, 00) ist,
denn sei t € I'y, und ¢’ > ¢, so gilt

y€th —clC =tk —[(t' =)k +clC] C 'k° — I C,
das heift, ¢’ € I', und wére andererseits I', nicht nach unten beschrankt, so folgte
mlt (WneN: —nel,)= (vneN: —ko—%ecl(]) = KedC
ein Widerspruch. Auerdem gilt fiir {¢,}, . C I'y mit ¢, — inf ', =: ¢,
thk' —yeclC = tykro —yeclC,
das heifit, es ist letztlich noch ¢, € I',. Es folgt
2(y) <t & tel, & yetk’—cC. (2.1)

Mit dem linearen und stetigen Operator T : Y x R — Y, T(y,t) := tk® — y liisst
sich der Epigraph von z wegen (2.1) gerade schreiben als epi(z) = T} K). Es
folgt, dass epi(z) ein abgeschlossener konvexer Kegel und damit z ein eigentliches
unterhalbstetiges und konvexes Funktional ist. Insbesondere erhalten wir daraus die
Aussage (i).
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Sei nun y; < Yo, Y1 # Y. Dann gilt
ys € 2(y2) k" — cl C.
Mit (M2) folgt
y1 €y — K\ {0} Cyo —intC
und weil natiirlich ¢l C'+ int C' C int C ist, gilt
Y1 € 2(y2)k° — (c1C +int O) C 2(yz)k° — int C.
Folglich existiert ein o > 0, so dass
Y1 € (2(y2) — 0)k" —int C C (2(y) — 6)k° — clC,

also ist z(y1) < z(y2) — ¢ und somit z(y;) < z(y2), das heifit, die Aussage (ii) ist
bewiesen.
Um (iii) zu zeigen, sei bemerkt, dass

t€lyap0 & y+ak’ €tk —clC & ye(t—a)k’ —cC & t—a€eTl,

und somit I'y4 0 = o + 1 ist, woraus die Behauptung folgt.
Sei y € Yy beliebig gegeben. Angenommen, es gilt z(y — ) < 0. Dann existiert
ein § > 0, so dass y — § € —0k° — cl C. Daraus folgt mit

yeg— (k" +clC)Cj— (intC+clC)Cj—intC

ein Widerspruch zu Yy N (g — int C) = 0. Also ist z(y — §) > 0. Wegen (i) ist
0<z(y—19) < z2(y) + 2(—y) und somit —z(—g) < z(y) fir alle y € Y, und die
Aussage (iv) ist damit bewiesen. [ |

Bemerkung: Die Voraussetzung (M2) wurde im Beweis von Lemma 2.2 nur fiir die

Aussagen (ii) und (iv) bendotigt. Fir (iv) wére auch eine schwichere Voraussetzung
(vgl. [11, Th.2.2]) méglich.

2.3 Eine Ordnungsrelation im Produktraum

Bei den Untersuchungen in den folgenden Abschnitten wird das Minimalpunkttheo-
rem von Gopfert, Tammer und Zalinescu aus [13] einen wesentlichen Ausgangspunkt
darstellen. Es handelt sich dabei um Aussagen iiber die Existenz minimaler Punkte
einer gewissen Teilmenge eines Produktraumes X X Y, wobei (X, d) ein vollstéandi-
ger metrischer Raum und Y ein separierter lokalkonvexer Raum ist. Durch einen
konvexen spitzen Kegel K C Y ist dann eine Halbordnung in Y gegeben. Unter
Verwendung eines Elementes k € K\ {0} erhéilt man die folgende Halbordnung im
Produktraum X x Y:

(z1,11) Zpo (22,52) € y1 + k'd(21, 22) <k va.
Wir wollen nun den metrischen Raum (X, d) durch einen separierten uniformen
Raum (X AT e A) ersetzen, und zeigen, dass dann auf analoge Weise eine Halb-
ordnung in X x Y definiert ist. Im Gegensatz zum Raum X spielen die topologischen
Eigenschaften des Raumes Y hier keine Rolle. Es geniigt also fiir Y einen linearen
Raum vorauszusetzen.
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Lemma 2.3 FEs seien (X, {qA}AeA) ein separierter uniformer Raum, Y ein linearer

Raum und K C Y ein konvexer spitzer Kegel. Dann ist mit einem Element k° €
K\ {0} durch

(z1,91) =0 (22,92) S VAEA: y1 + k' (21, 32) <k 1o (2.2)

eine Halbordnung im Produktraum X x Y gegeben, das heif$t, die Relation <o ist
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.

Beweis: Wir setzen W := X x Y und w; := (x;,y;) mit z; € X und y; € Y,
i =1,2,3. Die Reflexivitit folgt aus (Q1) [Def.1.8].
Seien wy, we, w3 € W mit wy; <o wo und wy <o ws. Dann gilt

Y1+ k0 (21,29) <rc y2 und
Yo + k0¢a (12, 23) <k y3

fiir alle @ € A und wegen (1.8) [S.24] und der Transitivitdt der Relation <y folgt

1 + K (qa (21, 22) + o (22, 23)) <k Y3 (2.3)

fir alle @ € A. Nach (Q3) [Def.1.8] gibt es zu jedem A € A ein p € A mit A < p,
so dass gx(z1,23) < qu(x1, 22) + (22, x3). Weil fir alle diese 1 € A die Beziehung
(2.3) gilt, folgt

1+ Eoqa (a1, w3) <k ys
fiir alle A € A, das heif3t, w; <o ws.

Seien nun wy, wy € X mit wy =<po wo und wy <po wi. Wegen der Antisymmetrie
der Relation <k folgt y; = yo und daraus folgt wiederum, dass koq,\(ml, x9) € —K
fur alle A € A . Somit ist gy(z1,22) = 0 fiir alle A € A und mit (Q5) [Def.1.8] folgt
T1 = T9, das heifdit, es ist w; = wo. [ |

2.4 Eine vektorwertige Variante des Prinzips von Brézis
und Browder

Mit Hilfe des Skalarisierungsfunktionals z : ¥ — R aus Lemma 2.2 kann nun auf
einfache Weise eine vektorwertige Variante des Prinzips von Brézis und Browder
angegeben werden. Man beachte, dass diese sich nur beziiglich der ersten beiden
Voraussetzungen von Proposition 2.1 unterscheidet. Die typische Struktur bleibt
jedoch erhalten, das heifit, in der folgenden Proposition 2.4 ist (A1) wieder eine
Beschrinktheitsvoraussetzung fiir eine nun vektorwertige Funktion ® und mit (A2)
wird wieder eine Art strenge Monotonie fiir diese Funktion vorausgesetzt. Auch stellt
diese Variante keine Verallgemeinerung des Prinzips dar, sondern ist lediglich eine
aquivalente Aussage, die nach dem Kriterium, Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zwischen dem Prinzip von Brézis und Browder und dem nachfolgenden Minimal-
punkttheorem hervorzuheben, formuliert wurde.

Proposition 2.4 Es seien Y ein linearer topologischer Raum, K C'Y ein konve-
zer spitzer Kegel, so dass (M2) [S.31] gilt, (W, =) eine quasigeordnete Menge (das
heifit reflexiv und transitiv) und ® : W — Y eine Funktion, so dass die folgenden
Voraussetzungen erfillt sind:
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(A1) Es existiert ein § € Y, so dass (W) N (g —int C') = 0, wobei C der Kegel
aus (M2) ist.

(A2) Aus wy = wa, w1 # wy folgt (wy) <\ (oy P(wo).

(A3) Fiir jede =-fallende Folge {wy}, .y C W emistiert einw € W, so dass w = w,
fiir alle n € N.

Dann gibt es zu jedem wo € W ein w € W, so dass gilt:

(Z) w j Wo,

(11) w ist minimal in W.
Beweis: Wir setzen ¢ : W — R, ¢ := z o &, wobei z das Skalarisierungsfunktional
aus Lemma 2.2 ist. Aus (A1) folgt mit Aussage (iv) von Lemma 2.2 die Vorausset-
zung (A1) von Proposition 2.1, und aus (A2) folgt mit Aussage (ii) von Lemma 2.2

die Voraussetzung (A2) von Proposition 2.1. Die Behauptung folgt nun unmittelbar
aus Proposition 2.1. [ |

Wir haben also die vektorwertige Variante mit Hilfe der Skalarisierungsmethode aus
dem gewdhnlichen Prinzip von Brézis und Browder hergeleitet. Umgekehrt folgt aus
der vektorwertigen Variante, indem wir speziell Y = R setzen, natiirlich wieder die
gewOhnliche, reellwertige Variante. Die Bemerkung zur Antisymmetrie im Anschluss
an den Beweis von Proposition 2.1 gilt hier entsprechend.

2.5 Ein Minimalpunkttheorem

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Kapitels, einem Minimalpunkttheorem
im Produktraum X x Y, wobei X ein separierter folgenvollstéindiger (vgl. S.15)
uniformer Raum und Y ein separierter linearer topologischer Raum ist. Wie schon
im Abschnitt 2.3 erwéhnt, stellt den Ausgangspunkt der Untersuchungen ein Mi-
nimalpunkttheorem von Gopfert, Tammer und Zalinescu [13] dar, in dem X ein
vollstdndiger metrischer Raum ist. Es ist bekannt, dass ein metrischer Raum stets
separiert ist, und dass im metrischen Raum nicht zwischen Vollstandigkeit und Fol-
genvollstdndigkeit unterschieden werden muss.

Was die Verallgemeinerung des Raumes Y betrifft, der in [13] ein separierter
lokalkonvexer Raum ist, haben wir bereits in Abschnitt 2.2 bemerkt, dass fiir lineare
topologische Réume, die nicht lokalkonvex sind, méglicherweise die Voraussetzung
(M2) [S.31] nicht erfiillbar sein kénnte.

Die fiir das Minimalpunkttheorem relevante Ordnungsrelation wurde bereits im
Abschnitt 2.3 eingefithrt. Wir werden das Minimalpunkttheorems mit dem Prinzip
von Brézis und Browder und der Skalarisierungsmethode aus Lemma 2.2 beweisen.
Im Beweis des Minimalpunkttheorems von Gépfert, Tammer und Zalinescu in [13]
wird auch die Beweistechnik des Prinzips von Brézis und Browder, ndmlich die
induktive Konstruktion einer Folge, verwendet. Das heifit, es wird auch dort nicht
das Zorn’sche Lemma benutzt.

Wir setzen im Folgenden W := X x Y. Fiir ein Element w € W bezeichnen
wir mit wyx die X-Komponente und mit wy die Y-Komponente von w, das heif3t,
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es ist w = (wx,wy) = (Pxw, Pyw), wobei Px : W — X und Py : W — Y die
entsprechenden Projektionsoperatoren sind.

Minimalpunkttheorem 2.5 FEs seien (X, {‘1/\},\61\) ein separierter folgenvollstin-
diger uniformer Raum, Y ein separierter linearer topologischer Raum, K C'Y ein
konvexer spitzer Kegel, so dass (M2) [S.31] erfiillt ist, und ko € K \ {0}. Fir eine
Teilmenge A C W seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(M1) Es existiert ein § € Y, so dass Py AN (g —int C') = () ist, wobei C' der Kegel
aus (M2) ist.

tr jede =<yo-fallende Folge {w,, c A mit Pxyw,, — x € existiert ein
(M3) Fiir jede =yo-fallende Folge {wy}, .y C A mit P X existiert et
w € A, so dass fiirn € N stets w <o w, ist.

Dann gibt es zu jedem wg € A ein w € A, so dass gilt:
(1) W =<jo wy,
(i1) W ist <po-minimal in A (vgl. S.7).
Beweis: (A, <o) ist nach Lemma 2.3 eine halbgeordnete Menge. Wir setzen
b: A=Y, d(w)=Prw

und zeigen, dass Proposition 2.4 anwendbar ist. (A1) aus Proposition 2.4 ist wegen
(M1) erfullt.

Sei wy =<po we und wy # wy. Falls Pxw; # Pxws, so gibt es wegen (Q5) [Def.1.8]
ein u € A, so dass g, (Pxwi, Pxywy) > 0 und somit gilt

Pywy — Pyw; € {q,(Pxwi, Pxwy)k’} + K C (K \ {0}) + K C K \ {0}.

Im Falle Pxyw; = Pxws ist Pyw; # Pyws und deshalb gilt ebenfalls Pyws — Pywy €
K\ {0}. Es ist also ®(w1) <g\{o} P(w2), das heilt, (A2) aus Proposition 2.4 ist
erfiillt.

Wir zeigen nun, dass fiir eine beliebige <jo-fallende Folge {w,}, .y C A stets

Pxw, - r € X (24)

gilt. Seien £ > 0 und A € A beliebig vorgegeben. Aufgrund der Monotonie der Folge
{wn}, ey ist fiir beliebige m,n € N mit m > n die Ungleichung

Pywy, + K2q\(Pxwy,, Pxw,) <k Pyw,
erfiillt. Daraus folgt mit Lemma 2.2

(iid)

(i9)
2(Pywp,) + qA(Pxwy,, Pxw,) = 2(Pywy, + k° g\ (Pxw,, Pxw,)) < z(Pyw,).

Die Folge {z(Pywn)}, oy C R ist wegen Lemma 2.2 (ii) monoton fallend und we-
gen Lemma 2.2 (iv) beschriankt, somit also konvergent. Das heifit, es existiert ein
No(e,A) € N, so dass fiir alle m,n > Ny(e, \) gilt

ar(Pxwy,, Pxw,) < z(Pyw,) — z(Pyw,,) < ¢.
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Die Folge {Pxwny},y ist also eine Cauchyfolge, und wegen der vorausgesetzten
Folgenvollsténdigkeit von X ist { Pxwy}, oy konvergent in X, das heifit, (2.4) gilt.
Somit ist wegen (M3) auch die Voraussetzung (A3) von Proposition 2.4 erfiillt, und
Proposition 2.4 liefert die Behauptung. |

Wir wollen noch einige Bemerkungen zur Struktur der Voraussetzungen und Aussa-
gen machen. Die erste Voraussetzung ist wie beim Prinzip von Brézis und Browder
eine Beschranktheitsvoraussetzung. Da man hier aber fiir die Funktion ® speziell
den Projektionsoperator Py gewihlt hat, handelt es sich um eine Beschranktheits-
voraussetzung an die Menge Py A C Y. Eine Monotonievoraussetzung taucht hier
nicht auf, da sich die strenge Monotonie in der vektorwertigen Fassung des Prinzips
von Brézis und Browder aufgrund der speziellen Wahl & = Py von selbst ergibt.
Man beachte, dass die Monotonieeigenschaft (ii) des Skalarisierungsfunktionals z
aus Lemma 2.2 bereits im Beweis der vektorwertigen Fassung des Prinzips von
Brézis und Browder verwendet wurde.

Die Voraussetzung (M3) wurde in Bezug auf die dritte Voraussetzung des Prin-
zips von Brézis und Browder deutlich abgeschwicht. Die Existenzforderung bezieht
sich nicht mehr auf alle <;o-fallenden Folgen, sondern nur noch auf solche, die eine
bestimmte topologische Eigenschaft, ndmlich die Konvergenz der X-Komponente
in X, haben. Diese Abschwéchung ist moglich, da wir andererseits durch die Wahl
spezieller Mengen bzw. Rdume mehr Struktur voraussetzen als in dem sehr allgemei-
nen Prinzip von Brézis und Browder. Die Relation ist nun nicht mehr eine beliebige
Quasiordnung auf einer Menge, sondern sie ist an die topologische Struktur des
Raumes X und an die lineare Struktur des Raumes Y gebunden.

Die Aussagen bestehen in volliger Analogie zum Prinzip von Brézis und Browder
wieder aus einer Dominanz- und einer Extremalitdtsaussage.

Es sei noch bemerkt, dass die Voraussetzung (M3) schwicher als die entspre-
chende Voraussetzung (H1) in [13] ist. Dort wird zusétzlich Pyw = x gefordert.

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen fiir das Erfiilltsein der Voraussetzung
(M3) des Minimalpunkttheorems angeben. Dazu betrachten wir die folgenden Vor-
aussetzungen:

(M4) Fiir jede Folge {(xy,yn)},eny C A, fiir die {z,}, .y gegen ein x € X konver-
giert und {y,}, .y <k-fallend ist, existiert ein y € Y, so dass (z,y) € A und
y <k yp fiir alle n € N ist.

(M5) Fiir alle y € K sind die Mengen K N (y — R k°) folgenabgeschlossen.

(M6) Fiir die Familie {gx} ., von Quasimetriken, die die Topologie von X erzeugt
und zur Definition der Ordnungsrelation <0 verwendet wird, sind die Elemente
q» folgenstetig (vgl. S.15) in der zweiten Variablen, das heifit, aus z, — z € X
fiir n — oo folgt:

Vue X, VA e A: ga(u,z,) = qx(u, x).

Die Voraussetzung (M4) entspricht der Voraussetzung (H2) in [13] und die Voraus-
setzung (M5) wurde ebenfalls aus [13] iibernommen. In [13] sind (M4) und (MS5)
bereits hinreichend fiir das Erfiilltsein der (M3) entsprechenden Voraussetzung .
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Das ist hier nicht der Fall. Wir benotigen auflerdem noch die Voraussetzung (M6).
Diese (Folgen-) Stetigkeitsaussage ist im Falle eines metrischen Raumes automa-
tisch erfiillt. Wird unser uniformer Raum durch eine Familie von Quasimetriken
erzeugt, so miissen diese nicht stetig sein. Wir haben allerdings in Abschnitt 1.1 ge-
zeigt, dass die Topologie eines uniformen Raumes immer auch durch Familien von
Pseudometriken erzeugt werden kann. Diese sind (sogar gleichmifig) stetig (vgl.
[21, S.188, Th.15]). Das bedeutet, dass (M6) keine Einschrinkung beziiglich der
Wahl des Raumes X darstellt. Es scheint jedoch, dass (M6) die Wahl moglicher
Ordnungsrelationen einschrankt.

Satz 2.6 Wenn die Bedingungen (M4), (M5) und (M6) gelten, so ist die Voraus-
setzung (M3) im Minimalpunkttheorem 2.5 erfiillt.

Beweis: Sei {w,},cy, C A eine Xpo-fallende Folge in A mit Pxw, — r € X.
Wir setzen z, := Pxw, und y, := Pyw,. Dann ist die Folge {y,}, .y natiirlich
<k-fallend. Nach Voraussetzung (M4) existiert ein y € Y, so dass (z,y) € A und
y <k yp fiir alle n € N gilt. Es folgt:

YA e AVn,p e N: y+k ga(2n, Tnip) <k Unap + £ @3 (2n, Znip) <k Yn-

Mit (M6) und (M5) folgt fir w := (x,y), dass w =<0 w, fir alle n € N ist, das
heiit, (M3) ist erfiillt. [

Im Folgenden werden noch einige Aussagen bewiesen, die niitzlich sind, um weitere
hinreichende Bedingungen zum Minimalpunkttheorem anzugeben. In Abbildung 2.1
sind die entsprechenden Zusammenhénge in einer Ubersicht dargestellt.

Satz 2.7 Es seien X ein separierter uniformer Raum, Y ein separierter linearer
topologischer Raum, K C Y ein folgenabgeschlossener konvezer spitzer Kegel und
A C X XY eine folgenabgeschlossene Menge. Wenn jede <y -fallende Folge {y,}
in A := Py AN (yo — K) konvergent ist, so ist (M) erfiillt.

n€eNp

Beweis: Es sei eine Folge { (7, yn)},cn, C A gegeben, so dass z, — z € X konver-
giert und {yn}neNO eine <g-fallende Folge ist. Nach Voraussetzung konvergiert die
Folge {?Jn}neNO gegen ein y € Y. Wegen der vorausgesetzten Folgenabgeschlossenheit
von Aist (z,y) € A. Sei n € N beliebig gegeben. Die Mengen A} := Py AN (y, — K)
sind folgenabgeschlossen. Das bedeutet, dass y € Ay ist, und somit gilt y <y y, fiir
alle n € N. ]

Die grundlegende Beweisidee des folgenden wichtigen Lemmas stammt aus [18, S.15,
Th.2.19]. Wir legen jedoch allgemeinere Riume und allgemeinere Kegel zugrunde.
Wir betrachten eine konvexe beschrinkte Menge B und den durch B erzeugten
Kegel K, das heifit, K := R, B. In [18] wird zusétzlich gefordert, dass B eine Basis
des Kegels K ist. Das bedeutet, dass jedes Element des Kegels auf eindeutige Weise
als positives Vielfaches eines Elementes aus B dargestellt werden kann. Auflerdem
setzen wir statt 0 ¢ cl B die Bedingung (2.5) voraus. In Lemma 2.9 werden wir
zeigen, dass diese Voraussetzung der Bedingung 0 ¢ cls B entspricht und somit
schwicher ist.
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Lemma 2.8 Es seien (Y,{||.|[\},cp) €in linearer topologischer Raum und B C'Y
eine nichtleere beschrdnkte konvexe Menge, so dass qilt

¥ {bu}tpen C B 36>0, JueA: VneN: ||b,], > 4. (2.5)

K sei der durch B erzeugte Kegel, das heifit, K := R, B. Auflerdem ses M C Y
eine Menge, so dass M° := M N (yo— K) fiir ein yo € M topologisch beschrinkt ist.
Dann ist jede <-fallende Folge {y,}, .y C M° eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei U eine Nullumgebungsbasis von Y. Wir geben ein U € U beliebig vor.
Da B beschriinkt ist, gibt es ein o > 0, so dass B C oU. Die Folge {y,}, oy € M ist
nach Voraussetzung beschrénkt. Wir setzen v, := yo — . Dann ist {v,}, .y C K.
Weil {y,},cy eine <g-fallende Folge ist, gilt v,41 — v, € K fiir alle n € N. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir sogar v, 1 —v, € K\{0} fiir allen € N
annehmen. Wir finden also eine Darstellung v, 1 —v, = 7, 8, mit 7, > Ound 3, € B
fiir alle n € N. Wir verwenden nun die so definierten Folgen {7,}, .y C Ry \ {0}
und {3,},cy C B zur Definition weiterer Folgen.

Es seien t; > 0 und b, € B gegeben, so dass v; = t; by ist. Man kann nun induktiv
mit

tn + Tn " tn + Tn

Folgen {t,}, .y C Ry \ {0} und {b,}, .y C B definieren. Durch vollstédndige Induk-
tion erhélt man die Beziehung:

tn n
thi1 =t,+7, und byyq:= ( b, + L 5n) .

VneN: v, =t,b,. (2.6)

Wir setzen:
Um — Up

(2.7)

Tn =tm — b, und By, =
Tm,n
Wir zeigen nun durch Induktion, dass (3,,, € B fiir alle m,n € N mit m > n ist.
Sei n € N beliebig aber fest gegeben. Fiir m = n + 1 ist die Behauptung, wie oben
gezeigt wurde, erfiillt. Fiir m > n sei nun ,,, € B vorausgesetzt. Dann gilt:

6} — Um417Un
m+1’n - Tm+1,n
— VUm+1—Um + Um—Un
Tm+1,m+7_m,n
— Tm+1,m Um+1—Um Tm,n Um—Un
Tm+1,m+Tmmn Tm+1,m Tm4+1,m+Tmn  Tm,n
_ Tm—+1,m Tm,n B
Tm+1,m+7'm,n 5”” + 7—'m+1,777,“1‘7—m,n ﬁm’” E :
Also gilt:
Vm,n € Nmit m >n: §,, € B. (2.8)

Nach Korollar 1.8 ist {v,}, .y beschrénkt, das heifit nach Satz 1.7, dass insbesondere
eine Konstante ¢, > 0 existiert, so dass gilt

Vn € N: o, < ey,
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wobei p € A durch (2.5) bestimmt ist. Es gilt somit

Un
VneN: t, = Ienl,

<

bnll,, = 67

das heit, die Folge {t,}, oy ist beschréankt. Wir setzen
s :=sup{t, : n € N} (2.9)
und betrachten ein ng = ng(U) € N (man beachte o = ¢(U)) mit
thy > s—1/0.

Da die Folge {t,}, .y C R4\ {0} nach Definition monoton wachsend ist, folgt daraus
fiir n > ng die Beziehung

t, >s—1/o. (2.10)
Fiir m > n > ng gilt:
Yn = Ym = Um — Un LT .
Dyt S (5 ) B
o= (5=1) Bon = LB & 1B c U
Das heiBt, {y,},y ist eine Cauchyfolge. [ |

Wir geben nun eine zur Separationsbedingung (2.5) in Lemma 2.8 dquivalente Aus-
sage an. Mit cly M bezeichnen wir im Folgenden den sequentiellen Abschluss einer

Menge M, das heifit, den Abschluss beziiglich Folgen (vgl. S.15).

Lemma 2.9 Es seien (Y,{||.|\},ca) €in separierter linearer topologischer Raum
und B C 'Y eine nichtleere beschrinkte konvexe Menge. Die Separationsbedingung
(2.5) ist genau dann erfillt, wenn gilt:

0 ¢ cls B.
Beweis: Angenommen, (2.5) gilt nicht, das heift,

3 {bp}ten CB: V>0, VA€A: IneN: [|by]], <0.

Dann ist damit eine Teilfolge {bn(m)} 520 AEA gegeben, die gegen Null konvergiert.

Das heift, 0 € cly B im Widerspruch zur Voraussetzung 0 ¢ cls B. Es gilt also (2.5).
Sei nun umgekehrt (2.5) erfiillt. Angenommen, es ist 0 € clg B. Dann gibt es eine

Folge {bn},cny C B, die gegen 0 konvergiert. Das ist offensichtlich ein Widerspruch
u (2.5). Somit ist die Annahme falsch, das heifit, 0 & cls B. [ |

In Abbildung 2.1 sind die eben bewiesenen Aussagen in einer Ubersicht dargestellt.
Wir beginnen dabei oben mit der stérksten hier betrachteten Voraussetzung. Nach
unten werden die Voraussetzungen schwécher.
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K hat eine beschriankte
Basis B mit 0 € cls B

|

K wird durch eine
nichtleere beschrinkte
konvexe Menge B mit

0 & cly B erzeugt

Lemma 2.9

41

AY =Py AN (yo — K) ist
topologisch beschrinkt

K wird durch eine
nichtleere beschrankte
konvexe Menge B, fiir die

(2.5) erfullt ist, erzeugt

Y ist folgenvollsténdig und
K ist folgenabgeschlossen

Nmma 2.8 J

Jede <g-fallende Folge
in AY ist Cauchyfolge

K ist
folgenvollsténdig

— |

A ist
folgenabgeschlossen

Jede <g-fallende Folge
in AY ist konvergent

K ist folgenabgeschlossen

e

(M6) ist erfiillt

(M4) ist erfiillt

(M5) ist erfiillt

(M3) ist erfiillt

Abbildung 2.1: Ubersicht hinreichender Voraussetzungen
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Wir wollen schliellich noch hinreichende Bedingungen fiir das Erfiilltsein der Be-
schrianktheitsvoraussetzung (M1) angeben. In Abbildung 2.2 sind diese Bedingungen
in einer Ubersicht dargestellt. Wir beginnen mit einer Aussage iiber den Kegel C
aus der Bedingung (M2).

Proposition 2.10 Es seien Y ein linearer topologischer Raum und C' C 'Y ein
eigentlicher (d.h. C #Y ) konvezer Kegel. Dann ist

C°:={0}UintC
ein (konvezxer) spitzer Kegel.
Beweis: Angenommen, es ist
int C'N (—int C) # 0

Dann existiert ein ¢y € Y, so dass gilt ¢, —¢o € int C. Natiirlich ist int C' konvex.
Daraus folgt 0 € int C. Das bedeutet, es gibt ein Element U € 4 der Nullum-
gebungsbasis U des linearen topologischen Raumes Y, so dass U C intC. Da U
ausgeglichen ist, gibt es zu jedem y € Y ein ¢ > 0, so dass y € o U. Da int C' ein
Kegel ist, folgt int C' = Y und somit C' = Y im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass C eigentlicher Kegel ist. Es gilt also int C N (—int C') = () und daraus folgt
C° N (—C°) = {0}, das heifit, C° ist spitz. [ |

Korollar 2.11 FEs seien Y ein linearer topologischer Raum und C C'Y ein eigent-
licher (d.h. C #Y ) konvezer Kegel. Wenn fiir eine Menge Ay CY die Beziehung

(M7) 3geY: Ay Cg+C°

gilt, so ist fir Ay = Py A die Voraussetzung (M1) im Minimalpunkttheorem 2.5
erfillt.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Proposition 2.10. |

Proposition 2.12 Es seien Y ein linearer topologischer Raum und C' C 'Y ein
Kegel mit nichtleerem Inneren. Wenn die Menge Ay C Y topologisch beschrinkt
ist, so ist (M7) erfillt.

Beweis: Sei i eine Nullumgebungsbasis von Y und sei y ein innerer Punkt von C'.
Dann gibt es ein U € 4, so dass y + U C int C ist. Weil Ay beschrinkt ist, gibt es
zulU ein o > 0,sodass Ay CoU Co(intC —y) CintC —oy. Fiir § := —oy gilt
somit Ay Cy+intC C y+ C°. [ |

Bemerkung: Die topologische Beschrinktheit der Menge A stellt eine sehr starke
Voraussetzung dar, die schon bei einfachen Beispielen nicht erfiillt ist. Oft reicht es in
diesen Féllen jedoch aus, das Minimalpunkttheorem auf eine geeignete topologisch
beschrinkte Teilmenge von A anzuwenden. Besonders interessant sind in diesem
Zusammenhang Mengen der Gestalt A := {(z,y) € A: (x,y) =Sk (o, v0)}, wobei
der Punkt (z¢,yo) beliebig vorgegeben ist.
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Ay ist von unten

Ay ist topologisch <g-beschrankt, d.h.

beschrénkt GeY: Ay Ci+ K
Proposition 2.12 (M2)
(MT) (MT)
JjeY: Ay Cyg+C° geY: Ay Ccg+C°

Korollar 2.11 Korollar 2.11

(1) (1)
JyeY: JgeY:
Ay N(g—intC) =10 Ay N(g—intC) =10

Abbildung 2.2: Ubersicht hinreichender Beschrinktheitsvoraussetzungen

2.6 Aussagen fiir mengenwertige Abbildungen

In diesem Abschnitt sollen zunéchst drei Aussagen iiber mengenwertige Abbildun-
gen aus dem Minimalpunkttheorem 2.5 abgeleitet werden. Anschliefend werden wir
zeigen, dass diese Aussagen sogar dquivalent zum Minimalpunkttheorem sind.

Das Ekeland’sche Variationsprinzip

In diesem Abschnitt werden wir eine Variante des Ekeland’schen Prinzips fiir men-
genwertige Abbildungen angeben. Durch Chen, Huang und Hou [4] wurde eben-
falls eine solche Aussage fiir mengenwertige Abbildungen bewiesen. Diese Arbeit
baut jedoch teilweise auf anderen Voraussetzungen auf und verwendet andere Be-
weismethoden (siche Abschnitt 2.8). AuBerdem ist der Beweis recht lang. Die hier
vorgestellte Variante folgt jedoch relativ einfach aus dem Minimalpunkttheorem 2.5.

Es sei wieder (X AT e A) ein separierter folgenvollstéindiger uniformer Raum
und Y ein separierter linearer topologischer Raum. Mit F' bezeichnen wir eine men-
genwertige Abbildung F': X — 2. Die Menge dom F := {z € X : F(z) # 0} heifit
der effektive Definitionsbereich von F und gr F:= {(x,y) € X x Y : y € F(x)} ist
der Graph von F.

Theorem 2.13 Es seien (X, {qr}ycn) ein separierter folgenvollstindiger unifor-
mer Raum, Y ein separierter linearer topologischer Raum, K C Y ein konvexer
spitzer Kegel, so dass (M2) erfillt ist, und ky € K \ {0}. Fir die mengenwertige
Abbildung F : X — 2Y seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(A1) Es ezistiert ein §y € Y, so dass fir alle v € X und fir den Kegel C' aus
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Voraussetzung (M2) gilt:

Flx)N(g—intC) = 0.

(A2) Fir jede =yo-fallende Folge {(Tn,Yn)},en C grF mit x, — v € X existiert
ein Punkt (z,y) € gr F, so dass fiirn € N stets (x,y) <xo (T, yn) ist.

Dann gibt es zu jedem (xo,y0) € gr F' einen Punkt (z,y) € grF, so dass § <k-
minimal in F(Z) ist und dass gilt:

(7’) VAeA: Yo—Y — ]{30(])\([2',1'0) € K;
(ii) Vo € dom F\{z} 3ue A: (F(z) — g+ k°qu(z,z)) N —K = 0.

Beweis: Wir wenden das Minimalpunkttheorem 2.5 auf die Menge A := gr F' an.
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die hier gestellten Voraussetzungen zu denen
des Minimalpunkttheorems &dquivalent sind. Dann gibt es also zu jedem (zg,yo) €
grF ein (z,y) € gr I, so dass (Z,y) <po (70, 0) ist (das heifit gerade, dass (i) gilt),
und (Z,y) ist <go-minimal in gr F.

Angenommen, (ii) gilt nicht, dass heifit,

3z € dom F\{z} VA € A: (F(&) — §+ kq\(2,2)) N —K # 0.
Also gibt es ein (Z,9) € gr F mit & # Z, so dass
VAEA: §g—7+Kq(2,7) € —K.

Das bedeutet, dass (Z,9) =<0 (Z,7) mit & # T ist. Dies steht im Widerspruch zur
=o-Minimalitét von (Z,7) in gr F. Also gilt (ii).

Um zu zeigen, dass § <g-minimal in F(Z) ist, sel § <k gy fir g,y € F(z). Es gilt
somit (Z, ) <o (Z,7y) und wegen der =<o-Minimalitdt von (z,y) folgt § = g, das
heifit, g ist <x-minimal in F(z). [

Im Spezialfall, dass F' eine (vektorwertige) Funktion ist, ergibt sich sich eine Vari-
ante eines vektorwertigen Ekeland’schen Variationsprinzips, wie sie zum Beispiel in
[14] bewiesen wurde. Natiirlich kann man (A2) auch durch die in [14] gestellte Abge-
schlossenheitsvoraussetzung ersetzen. Eine solche Variante geben wir im néchsten
Abschnitt an. In der Variante des Ekeland’schen Variationsprinzips aus [14] sind
auch Funktionen zugelassen, die in einen Vektorraum Y, der um ein Element oo
erweitert wurde, abbilden. Fiir das Element oo gilt nach Definition y <y oo fiir alle
y € Y. Auch hier kénnen solche Funktionen zugelassen werden. Zu einer Funktion
f: X — Y U{oco} wihlen wir die mengenwertige Abbildung

F:X—2" F(z) ::{ {f(®$)} gi }”Egiz

In diesem Fall ist dom F' = dom f, wobei der effektive Definitionsbereich einer
vektorwertigen Abbildung wie in [14] durch dom f := {x € X : f(x) # oo} definiert
wird.
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Der Fixpunktsatz von Kirk-Caristi

Auf recht einfache Weise folgt aus dem Ekeland’schen Variationsprinzip fiir men-
genwertige Abbildungen eine entsprechende Variante des Fixpunktsatzes von Kirk-
Caristi [5]. Man betrachtet dabei einerseits eine Abbildung F' : X — Y, deren
Eigenschaften denen der Abbildung F' im Ekeland’schen Prinzip (hier: Theorem
2.13) entsprechen und andererseits eine Abbildung 7' : X — X, fiir die die Exi-
stenz eines Fixpunktes nachgewiesen wird. Mittels /' wird eine Voraussetzung in
der Art einer Kontraktionsbedingung formuliert. Von Chr. Tammer [31] wurde eine
vektorwertige Variante des Satzes bewiesen, dass heifit, F' ist vektorwertig und 7'
ist ein Operator. Isac gibt in [19] eine vektorwertige Variante in Gleichgewichtsfor-
mulierung an, wobei 7" eine mengenwertige Abbildung ist. Wir werden eine Version
angeben, bei der F' und T mengenwertige Abbildungen sind. Allerdings ist es nicht
gelungen eine Gleichgewichtsformulierung aus dem Minimalpunkttheorem abzulei-
ten. Moglicherweise miisste man dazu ein allgemeineres Prinzip als das von Brézis
und Browder zugrunde legen wie zum Beispiel das Prinzip von Altman [1]. Unter
einem Fizpunkt einer mengenwertigen Abbildung T': X — 2% versteht man in [19)
einen Punkt z, fiir den gilt z € T'x.

Von A. Hamel [15] wurde eine Variante dieses Fixpunktsatzes in topologischen
Réaumen vom Typ F bewiesen. Im Gegensatz zu [19] wird dort eine Aussage zur Exi-
stenz eines stationdren Punktes gemacht. Ein Punkt z € X heifit stationdrer Punkt
einer mengenwertigen Abbildung 7' : X — 2%, wenn {7z} = T'7 gilt. Natiirlich ist
ein stationdrer Punkt auch ein Fixpunkt. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Wir wollen nun unter unseren Voraussetzungen Aussagen zur Existenz von Fix-
punkten und stationdren Punkten machen. Man erkennt dabei recht gut, welche
zusétzliche Voraussetzung fiir die Existenz eines stationdren Punktes gemacht wer-
den muss.

Es sei eine mengenwertige Abbildung F : X — 2Y gegeben. Wir setzen

S(zo,yo) := {(m,y) cagrF:VAeA:yo—y— K gz, z0) € K}.

Theorem 2.14 Es seien (X, {q,\}/\GA) ein separierter folgenvollstandiger unifor-
mer Raum, Y ein separierter linearer topologischer Raum, K C Y ein konvexer
spitzer Kegel, so dass (M2) erfillt ist, und ky € K \ {0}. Fir die mengenwertige
Abbildung F : X — 2Y seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(A1) Es existiert ein § € Y, so dass fir alle x € X und fir den Kegel C' aus
Voraussetzung (M2) gilt:

F(x)N (g —intC) = 0.

(A2) Fiir jede =yo-fallende Folge {(xyn,yn)},en C grE mit x, — x € X existiert
ein Punkt (z,y) € gr F', so dass firn € N stets (x,y) <ko (Tn,yn) ist.

Wenn fiir eine mengenwertige Abbildung T : X — 2% fiir alle (z,y) € S(xo,vo) die
Bedingung

JieTe:VAEA: (F@)—y+ K q(d,2)N—K#0 (2.11)
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fir ein (zo,y0) € gr F erfillt ist, gibt es einen Punkt (z,y) € S(xo,yo), so dass T
Fixpunkt von T ist, das heifit,
relx.
Gilt dariber hinaus fir alle (z,y) € S(xo,yo) die Bedingung
VieTx: VAeEA: (F(2)—y+k q\(2,2) N—K #0, (2.12)

so gibt es einen Punkt (z,y) € gr F', so dass T ein stationdrer Punkt von T ist, das
heifst,
{z} =T=z.

Beweis: Nach Theorem 2.13 existiert ein (z,y) € S(zo, yo0), so dass gilt:
Ve e dom F\{z}: 3peA: (F(z) —§+k’qu.(z,2)) N —K = 0.
Unter der Annahme, dass = ¢ T'7 ist, folgt damit:
VeeTz3IpeA: F(z)— g+ kq.(z,2) N —K = 0.

Dies steht im Widerspruch zu (2.11), das heifit z ist ein Fixpunkt von 7.
Seinun x € T'Z mit x # z. Dann steht (2.12) im Widerspruch zur oben genannten

Aussage aus Theorem 2.13. Das heifit, wenn (2.12) gilt, ist Z ein stationdrer Punkt
von 7. |

Das Minimalitéatsprinzip von Takahashi

Beim klassischen Minimalitétsprinzip von Takahashi [29] handelt es sich um eine
Aussage zur Existenz von Losungen eines Optimierungsproblems beziiglich einer
reellwertigen Funktion. Von A. Hamel [15] wurde eine Variante fiir Funktionen auf
folgenvollstéandigen topologischen Réumen vom Typ F angegeben. Es wird auch
gezeigt, dass diese Aussage dquivalent zum Ekeland’schen Prinzip in diesen Rdumen
ist. In [31] wurde eine Variante dieses Prinzips fiir vektorwertige Funktionen, die auf
einem vollstdndigen metrischen Raum definiert sind, angegeben. Wir wollen nun eine
Variante fiir mengenwertige Abbildungen auf uniformen Rdumen beweisen, welche
auf recht einfache Weise aus dem Minimalpunkttheorem 2.5 bzw. aus Theorem 2.14
folgt.
Es sei eine mengenwertige Abbildung F : X — 2Y gegeben. Wir setzen

F(X)={yeY:xreX: ye F(x)}.

In [31] wird der Begriff der Effizienzmenge definiert. Als Grundmenge wird dort
das Bild einer vektorwertigen Funktion verwendet. In Analogie dazu setzen wir fiir
unsere mengenwertige Abbildung

Bff(F(X), K) :={y € F(X): F(X)N(y— (K\{0})) = 0}.

Theorem 2.15 Es seien (X, {q)\})\eA) ein separierter folgenvollstindiger unifor-
mer Raum, Y ein separierter linearer topologischer Raum, K C Y ein konvexer
spitzer Kegel, so dass (M2) erfillt ist, und ko € K \ {0}. Fir die mengenwertige
Abbildung F : X — 2V seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:
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(A1) Es ezistiert ein §j € Y, so dass fir alle v € X und fir den Kegel C' aus
Voraussetzung (M2) gilt:

F(x)Nn(g—intC) = 0.

(A2) Fiir jede =yo-fallende Folge {(xp,yn)},eny C grF mit x, — x € X existiert
ein Punkt (z,y) € gr F, so dass firn € N stets (x,y) <o (T, yn) ist.

Auferdem gelte fiir ein (xo,y0) € gr F' die folgende zusdtzliche Voraussetzung:
(A3) Fiir jedes (z,y) € S(xo,y0) mity & Eff (F(X), K) gilt:
3z € dom F\{z}: VA€ A: (F(2) —y + K'q\(&,2)) N —K # 0.
Dann existiert ein (z,y) € S(xo,yo), so dass gilt:
y € Eff(F(X), K).

Beweis: Angenommen, fiir alle (x,y) € S(zo,y0) ist y ¢ Eff(F(X), K). Dann gibt
es wegen (A3) fiir jedes (z,y) € S(zo,vo) ein & € dom F\{z}, so dass gilt:

VAEA: (F(2) —y+Kq(d,z)N—K #0. (2.13)
Wir definieren eine mengenwertige Abbildung 7': X — X,
Tx :={z € dom F\{z}: Jy € F(z) mit (x,y) € S(xo,yo), so dass (2.13) gilt},

die offensichtlich keinen Fixpunkt hat. Fiir diese Abbildung 7" sind die Vorausset-
zungen von Theorem 2.14 erfiillt. Es gibt also ein (Z,7) € S(zo,v0), so dass T
Fixpunkt von T ist. Das ist ein Widerspruch zur Definition von T'. Also war unsere
Annahme falsch, das heifit, es gibt ein (Z,y) € S(zo,v0), so dass y € Eff (F(X), K)
ist. |

Bemerkung: Ein Element (z,7) € gr F mit y € Eff(F(X), K) wird in der Theorie
der mengenwertigen Optimierung als “minimizer” (engl.) bezeichnet (vgl. z. B. [20]).

Die Aquivalenz zum Minimalpunkttheorem

Wir wollen zeigen, dass es sich bei Theorem 2.5 (Minimalpunkttheorem), Theorem
2.13 (Ekeland’sches Prinzip fiir mengenwertige Abbildungen), Theorem 2.14 (Fix-
punktsatz) und Theorem 2.15 (Minimalititsprinzip) um Adquivalente?mathematische
Aussagen handelt. Wir haben Theorem 2.13 mit dem Minimalpunkttheorem 2.5,
Theorem 2.14 mit Theorem 2.13 und Theorem 2.15 mit Theorem 2.14 bewiesen. Es
ist also lediglich noch zu zeigen, dass das Minimalpunkttheorem 2.5 aus Theorem
2.15 abgeleitet werden kann.

2 Allgemeine Anmerkung zu dieser durchaus gebriuchlichen Sprechweise: Setzt man die Giiltigkeit der iiblichen
Axiome voraus, so erhilt man unter Umstidnden sehr grofle Klassen von dquivalenten Theoremen. Man kénnte
zum Beispiel folgendes Theorem formulieren: Aus den Voraussetzungen des Minimalpunkttheorems folgt 1 = 1.
Dieses Theorem ist dann dquivalent zum Minimalpunkttheorem. (Zum Nachweis verwende man einfach den Beweis
mittels Prinzip von Brézis und Browder und Skalarisierung.) Um solche Félle auszuschlieflen, ist es wichtig, bei
einem Aquivalenznachweis den Verzicht auf die Verwendung bestimmter Axiome oder Beweistechniken zu fordern.
Das sollten sinnvollerweise solche Axiome oder Beweistechniken sein, die im Gegensatz dazu bei einem direkten
Beweis benotigt werden.

Wir wollen hier der Einfachheit halber und um nicht vom Thema abzuweichen, die Tatsache, dass sich die
Theoreme in der vorliegenden Art und Weise voneinander ableiten lassen, als Aquivalenz bezeichnen.
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Die Formulierungsweise der Voraussetzungen und Aussagen in Theorem 2.15
wurde weitestgehend der des Ekeland’schen Prinzips fiir mengenwertige Abbildun-
gen angepasst. Wir wollen aber durch eine andere Formulierungsweise zunéchst
einmal die Verwandtschaft zum Minimalpunkttheorem 2.5 hervorheben. So ist die
oben definierte Menge S(zo, yo) nichts anderes als:

S(zo, o) ={(z,y) € gr F': (2,y) Zpo (w0,50)}-

Die Menge F(X) kann auch definiert werden als F(X) = PygrF. Die Menge
Eff(F(X), K) kann als Menge aller <y-minimaler Elemente in F'(X) interpretiert
werden. Die zusétzliche Voraussetzung (A3) bedeutet, dass ein Element (Z,y) <o
(20, Yo), fiir welches die Y-Komponente ¢ nicht < -minimal in F'(X) ist, auch nicht
<go-minimal in gr F' ist. Wir wollen nun einen Beweis des Minimalpunkttheorems
2.5 unter Verwendung des Minimalitétsprinzips [Theorem 2.15] angeben.

Beweis des Minimalpunkttheorems 2.5 mit Theorem 2.15: Es seien die
Voraussetzungen des Minimalpunkttheorems erfiillt. Als mengenwertige Abbildung
wihlen wir F' : X — 2Y F(z) .= {y € Y : (2,y) € A}. Dann ist A = gr I
und mit Ausnahme von (A3) sind alle Voraussetzungen des Minimalitétsprinzips
erfiillt. Angenommen, die Aussagen des Minimalpunkttheorems sind nicht erfiillt.
Das heifit, zu beliebig gegebenem (zg,v0) € A gibt es kein (Z,7) =<xo (20, Yyo), das
=<o-minimal in A ist. Dann ist trivialerweise auch die Voraussetzung (A3) des Mi-
nimalitatsprinzips erfiillt. Es folgt somit mit dem Minimalitdtsprinzip die Existenz
eines Elementes (7, §) =xo (%o, ¥y0), so dass y§ <g-minimal in Py A = F(X) ist.

Wir zeigen, dass das nicht moglich ist. Das Element (z,y) ist nach Annahme
nicht <jo-minimal in A. Deshalb gibt es ein (Z,9) € A mit (Z,9) =<0 (Z,y) und
(z,9) # (Z,y). Wie im Beweis des Minimalpunkttheorems folgt auf elementare
Weise § <y y und g # g. Somit ist ¢ nicht <x-minimal in F'(X). Also war unsere
Annahme falsch, das heifit, die Aussagen des Minimalpunkttheorems sind erfiillt. l

2.7 Folgerungen aus dem Minimalpunkttheorem

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Folgerungen aus dem Minimalpunkttheorem
2.5 angeben. Die erste Folgerung ist eine vektorwertige Variante des Ekeland’schen
Variationsprinzips.

Bei der zweiten Aussage geht es um den Versuch, die Tatsache, dass die Y-
Komponente unseres Minimalpunkttheorems ein sehr allgemeiner Vektorraum ist,
zum Beweis von klassischen dem Ekeland’schen Prinzip verwandten Aussagen, die
an die Linearitdt des Raumes gebunden sind, zu verwenden. Obwohl ein erheblicher
Aufwand notig war, ist das am Beispiel des Lemmas von Phelps gelungen.

Das vektorwertige Ekeland’sche Variationsprinzip

Vektorwertige Versionen des Ekeland’schen Prinzips wurden von zahlreichen Auto-
ren bewiesen. Von Chr. Tammer in [30] wurde eine sehr allgemeine Variante bewie-
sen, in der der Raum Y ein linearer topologischer Raum ist und die Voraussetzung
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(M2) durch eine schwéchere Voraussetzung ersetzt wurde. Wir geben hier eine auf
den Voraussetzungen unseres Minimalpunkttheorems basierende Formulierung an,
die auf einfache Weise aus unserem Ekelandschen Prinzip fiir mengenwertige Ab-
bildungen folgt. Wie in [14] erweitern wir den Raum Y um das Element oo, um
auch Funktionen, die nicht auf dem gesamten Raum definiert sind, betrachten zu
koénnen.

Korollar 2.16 Es seien (X, {qA}/\eA) ein separierter folgenvollstindiger uniformer

Raum, Y ein separierter linearer topologischer Raum, K CY ein konvexer spitzer
Kegel, so dass (M2) gilt, und ky € K \ {0}. Fiir eine eigentliche Funktion f : X —
Y U{oo} und fir die Mengen

S)={ueX:VreA: flu)— flx) +q(u,z) € —K}
seien die folgenden Voraussetzungen erfillt:

(A1) Es ezistiert ein §y € Y, so dass fir alle v € X und fir den Kegel C' aus
Voraussetzung (M2) gilt:

flo)N (§ —intC) = 0.

(A2) Fiir alle x € dom f ist S(x) folgenabgeschlossen.
Dann gibt es zu jedem zy € dom f ein T € X, so dass gilt:

()YAEN: F(T)+ Koar(@m0) <k (o),

(ii) Vo € X\ {z}: Fp e A f(x) + Kqu(z,2) Lk f(2).

Beweis: Wir betrachten die mengenwertige Abbildung

F:X—2, F(z):= { {f(wx)} gi ,}f”gg 7:é z

und zeigen, dass Theorem 2.13 anwendbar ist. Die Beschrinktheitsvoraussetzung
(A1) in Theorem 2.13 folgt sofort aus (Al). Es bleibt zu zeigen, dass (A2) in
Theorem 2.13 erfiillt ist. Sei {(zn,¥n)},ey C 8 F eine <jo-fallende Folge mit
z, — = € X. Dann gilt z,,1 € S(z,) fiir alle n € N. Wegen der Folgenabge-
schlossenheit der Mengen S(x,,) folgt x € S(x,) fiir alle n € N. Das heifit, fiir n € N
ist stets (z, f(z)) <po (T, yn). Theorem 2.13 liefert die Behauptung. |

Auf analoge Weise folgen vektorwertige Varianten des Fixpunktsatzes von Kirk-
Caristi [Theorem 2.14] und des Minimalitatsprinzips von Takahashi [Theorem 2.15].
Es lisst sich dann analog zu den Beweisen in Abschnitt 2.6 die Aquivalenz dieser
Folgerungen untereinander zeigen.

Das Lemma von Phelps in linearen topologischen Ridumen

Das Lemma von Phelps ist eine Variante des Ekeland’schen Prinzips, die an die
Linearitdt des Raumes gebunden ist. Wir wollen zeigen, dass dieses Lemma eine
Folgerung des Minimalpunkttheorems 2.5 ist. Wir wollen dabei ausdriicklich den
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Raum im Lemma von Phelps mit der Y-Komponente des dem Minimalpunkttheo-
rem zugrunde liegenden Produktraumes X x Y identifizieren, um daran die Qualitét
des Theorems als vektorwertige Aussage zu priifen. Wir wahlen also fiir X den trivia-
len Raum X = {0}. Die grofite Schwierigkeit stellt der Nachweis der Voraussetzung
(M2) dar. Wir werden deshalb die Resultate des Abschnitts 1.3 anwenden und den
Raum Y im Minimalpunkttheorem nur mit einem geeigneten Teilraum des dem
Lemma von Phelps zugrunde liegenden Raumes V' identifizieren. Dieser Teilraum
wird ein Banachraum sein.

Es sei bemerkt, das dieses Verfahren im Gegensatz zu einem direkten Beweis
(vgl. Abschnitt 3.2) sehr aufwendig und in diesem Zusammenhang sicherlich nur von
theoretischem Interesse ist. Wir haben bereits die meisten der zahlreichen Aussagen,
die fiir den Beweis nétig sind, schon an anderer Stelle bewiesen. Uns fehlt lediglich
noch die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 2.17 Es seien (V,{|.ll\},cp) €in separierter folgenvollstindiger linearer
topologischer Raum mait der Topologie x, B eine nichtleere folgenabgeschlossene be-
schrinkte konvexe Teilmenge von V', so dass 0 ¢ B ist, und K sei der durch B
erzeugte Kegel. Fiir eine Menge T' O B seien die Voraussetzungen von Proposition
1.12 erfillt und (Vr, ||.|l;) sei der entsprechende Banachraum mit der Topologie T.
Dann ist jede x-beschrinkte Teilmenge von K auch T-beschrankt.

Beweis: Sei M eine x-beschréankte Teilmenge von K und {z,}, . C M eine belie-
bige Folge in M. Da die Folgenglieder z,, aus K sind, kénnen sie dargestellt werden
als x, = t,, by, mit b, € B und ¢, > 0. Sei {b, },y eine so definierte Folge aus 5.
Wegen 0 ¢ B gibt es nach Lemma 2.9 ein § > 0 und ein p € A, so dass [|b,||, > 0
fir alle n € N gilt. Zu diesem ;1 € A gibt es nach Satz 1.7 eine Konstante ¢ = ¢, so
dass fiir n € N stets ||z, |, < c ist. Es folgt:

Tn

VneN: = Wnlu ¢
1bnll, — 0

Weil B C T ist, gilt ||b,|l < 1 fiir alle n € N. Das heifit schliefllich, dass fiir eine

beliebige Folge {zy}, .y C M eine Konstante c gibt, so dass gilt:

c
lzally = ta bally < tu < 5.

Da fiir den Banachraum (Vr, ||.||;) natiirlich das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt

ist, bedeutet das, M ist 7-beschrénkt. |

Nun stehen uns ausreichend Hilfsmittel zur Verfiigung um das Phelps’sche Lemma
aus dem Minimalpunkttheorem 2.5 in der oben beschriebenen Weise abzuleiten.
Die Resultate aus Abschnitt 1.3 und Lemma 2.17 werden nun genutzt, um unser
Problem im linearen topologischen Raum auf ein Problem im Banachraum zuriick-
zufithren. Es wiirde also fiir unseren Zweck ausreichen, ein Minimalpunkttheorem
zu verwenden, in dem der Raum Y ein Banachraum ist. Die genannten Resultate
werden in Kapitel 3 verwendet, um fiir das Phelps’sche Lemma und eine verwandte
Aussage die Aquivalenz zwischen der jeweiligen Variante im Banachraum und der
Variante im linearen topologischen Raum zu zeigen.



2.8. DISKUSSION DER VORAUSSETZUNGEN o1

Korollar 2.18 Es seien (V,{||.[[\},c) €in separierter folgenvollstindiger linearer
topologischer Raum, M C V eine nichtleere folgenabgeschlossene Teilmenge und
B C V eine nichtleere folgenabgeschlossene beschrinkte konvexe Teilmenge von V,
so dass 0 ¢ B ist, und K der durch B erzeugte Kegel. Dann gibt es zu jedem vy € V,
fir das die Menge M N (vg — K) nichtleer und beschrankt ist, ein v € V', so dass
qgilt:

veEMN(vy—K) und {o} =Mn(v— K).

Beweis: Wir wihlen fiir X den trivialen metrischen Raum X = {0} mit der Metrik
d = 0. Dieser Raum ist offensichtlich vollstindig, da jede Folge konvergent ist.

Es sei T der Folgenabschluss der absolutkonvexen Hiille von vy U B. Aus der
Beschréanktheit und der Konvexitdt von B erhalten wir mit Korollar 1.15, dass T’
beschrankt ist. Also folgt mit Proposition 1.12, dass der in Abschnitt 1.3 definierte
Teilraum (V7 ||.||;) = (lin T, pr) ein Banachraum ist.

Wir wenden das Minimalpunkttheorem 2.5 also auf den Raum {0} x V- an. Nach
Proposition 1.13 iibertragen sich die Folgenabgeschlossenheitsvoraussetzungen der
entsprechenden Mengen auf den Raum V7.

Wir kénnen im Banachraum Vi einen Trennungssatz auf die Mengen {0} und
B anwenden. Es folgt die Existenz eines linearen stetigen Funktionals v* € V& mit
v*(b) > 0 fiir alle b € B. Es gilt auch v*(k) > 0 fir alle £ € K \ {0}. Wir setzen
C:={0}U{v eV :v*(v) >0} Man iiberzeugt sich leicht davon, dass mit diesem
Kegel C' die Voraussetzung (M2) erfiillt ist.

Als Menge Ay wéhlen wir die nach Lemma 2.17 in V topologisch beschréinkte
Menge M N (v — K). Wie in Abschnitt 2.5 gezeigt und in Abbildung 2.2 illustriert
wurde, ist damit (M1) erfiillt.

Die Voraussetzung (M3) folgt unter den gegebenen Voraussetzungen, wie in Ab-
bildung 2.1 dargestellt wurde. Die Ordnungsrelation <o in A = {0} x Ay ent-
spricht im vorliegendem Fall gerade der Relation <y in Ay. Das Element £° kann
dabei also beliebig aus K \ {0} gewéhlt werden und hat keinen Einfluss auf die
Ordnungsrelation. Das Minimalpunkttheorem 2.5 liefert die Existenz eines Punktes
v e MnN(vg— K), der <po-minimal in A und somit <g-minimal in M N (vy — K)
ist. Das heifit, es gilt {v} = M N (v — K). [

Bemerkung: Man wird anhand des Beweises vermuten, dass sich das Phelps’sche
Lemma fiir lineare topologische Rdume auch mit der Banachraumvariante des Phel-
ps’schen Lemmas beweisen ldsst. Wir geben einen solchen Beweis im Abschnitt 3.2
an.

2.8 Diskussion der Voraussetzungen

Eine vektorwertige Variante des Ekeland’schen Variationsprinzips unter Verwen-
dung von kegelwertigen Metriken wurde von Nemeth [23] bewiesen. In [14, Th.10]
findet man ein entsprechendes Minimalpunkttheorem.

Die Voraussetzungen dieses Minimalpunkttheorems unterscheiden sich von den
hier gestellten Voraussetzungen in der folgenden Weise.
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(1) Anstelle von (M3) wird in [14, Th.10] eine entsprechende (stdrkere) Vorausset-
zung fiir Netze gefordert.

(2) Anstelle von Folgenvollstandigkeit des Raumes X muss in [14, Th.10] Voll-
standigkeit von X gefordert werden.

(3) Die Voraussetzung (M2) entfallt in [14, Th.10].

(4) Die Beschranktheitsvoraussetzung in [14, Th.10] ist stérker als (M1). (die Ab-
schwéchung der Beschranktheitsvoraussetzung ist ein Resultat aus [14]).

(5) Durch die Verwendung kegelwertiger Metriken miissen in [14, Th.10] weitere
Voraussetzungen an den Kegel K gestellt werden, die in unserem Fall stets
erfiillt sind.

(6) In [14, Th.10] und in anderen Minimalpunkttheoremen wird die Lokalkonvexitét
der Y-Komponente des Produktraumes gefordert.

Weitere Unterschiede gibt es bei den Beweismitteln. Wéhrend wir alle Resultate
mit dem Prinzip von Brézis und Browder bewiesen haben, wird fiir das Minimal-
punkttheorem in [14, Th.10] eine Variante des Zorn’schen Lemmas verwendet.

Ahnlich verhilt es sich mit den Voraussetzungen, die in [4] fiir eine Variante des
Ekeland’schen Variationsprinzips fiir mengenwertige Abbildungen verwendet wer-
den. Dort wird eine Voraussetzung gestellt, die als Submonotonie der Abbildung
bezeichnet wird. Obwohl in der Definition der Submonotonie [4, Def.2.1] ein For-
mulierungsfehler3vorliegt, kann man anhand des Beweises vermuten, dass es sich
bei der Submonotonie um eine unserer Voraussetzung (M4) entsprechende Voraus-
setzung fiir Netze handelt. AuBlerdem wird die Abgeschlossenheit von K anstelle
unserer‘schwiicheren Voraussetzung (M5) gefordert.

Ein Resultat der vorliegenden Arbeit (siehe Abschnitt 1.4) ist der Nachweis, dass
die K-metrischen Réaume in [14, Th.10] nicht allgemeiner als die von uns zugrunde
gelegten uniformen Rdume sind.

Offen bleibt die Frage, ob es im Produktraum X x Y, wobei X ein K-metrischer
Raum ist, mehr Ordnungsrelationen gibt als in unserem Fall. Eine andere interessan-
te Frage ist, ob und unter welchen Voraussetzungen sich die Minimalpunkttheoreme
mit auf K-Metriken basierenden Ordnungsrelationen ohne Zorn’sches Lemma be-
weisen lassen, um in den Voraussetzungen Netze durch Folgen ersetzen zu konnen.

Es bleibt auch offen, ob durch die Verwendung linearer topologischer statt lo-
kalkonvexer Rdume eine Verallgemeinerung der Aussagen erreicht wird, oder ob die
Voraussetzung (M2) so stark ist, dass sie in einem linearen topologischen Raum,
der nicht lokalkonvex ist, nicht erfiillt sein kann.

3Man iiberzeugt sich leicht davon, dass eine Abbildung F : R — 28, F(z) = (0,00) mit K = [0, c0) submonoton
nach dieser Definition ist (weil (ii) nie erfiillt ist). Die Aussage des Minimalpunkttheorems gilt aber nicht.
4Das ist ein Resultat aus [14].



Kapitel 3

Das Ekeland’sche Prinzip in
linearen topologischen Raumen

3.1 Der Tropfensatz von Danes

In diesem Abschnitt soll der Tropfensatz von Danes [6] fiir lineare topologische
Rédume bewiesen werden. Wir werden zuerst einen direkten Beweis angeben. An-
schliefend zeigen wir, dass die Aussage fiir lineare topologische Riéume aus der
entsprechenden Banachraumvariante folgt. In [16] wurde der Satz fiir den Fall lo-
kalkonvexer Rdume aus der Banachraumversion hergeleitet.

Der Tropfensatz fiir Banachraume wird auch in neueren Arbeiten (vgl. [18]) noch
unter Verwendung des Cantor’schen Durchschnittsatzes, also einer Folgerung des
Zorn’schen Lemmas, bewiesen. Im Gegensatz dazu soll hier das Prinzip von Brézis
und Browder verwendet werden.

Fiir eine Teilmenge B eines linearen Raumes X und einen Punkt z € X ist ein
Tropfen D(z, B) definiert durch

D(z,B) :==co{{z},B} ={tx+(1—-t)b|be B, t € [0,1]}.

Man beachte, dass zur Definition eines Tropfens allein lineare Struktur benétigt
wird. Gerade diese Tropfen werden im Beweis des Satzes verwendet, um eine Halb-
ordnung zu definieren. Dies weist auf eine Verwandtschaft dieser Objekte zu Kegeln
hin.

Theorem 3.1 Es seien (X, {[|.|[,},c,) €in separierter folgenvollstindiger linearer
topologischer Raum, A C X eine nichtleere folgenabgeschlossene Teilmenge und
B C X eine nichtleere folgenabgeschlossene beschrinkte konvexe Teilmenge von X.
Es gelte die Separationsbedingung

36>0,3p€eAN:Vac A, VbeEB: |la—bl, >4 (3.1)
Dann gibt es zu jedem xo € A ein & € X, so dass gilt:
T € AN D(xg, B) und {z} = AN D(z, B).

Beweis: Sei xg € A beliebig gegeben. Wir setzen W := A N D(xq, B). Nach Satz
1.14 ist W beschrankt. Auf W ist eine Quasiordnung gegeben durch

T 2Ty & x1 € D(29, B).

93
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Wir definieren fiir jedes A € A eine Funktion dy : X — R, durch
dx(z) = max{|lz] , lo]], ). (3.2
Damit gilt fiir alle A € A die Separationsbedingung
Va € A, Vb e B: dy(a—b) >6. (3.3)

Wir setzen unter Beachtung von Korollar 1.8 und der Beschrénktheit von B U W

1
ox(x) :=cyinf dy(z —b) mit cy:=— sup dy(a—Db). (3.4)
beB o beB, acW

Der Satz ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass fiir die quasigeordnete Menge (W, <)
und eine der eben definierten Funktionen ¢, : W — R die drei Voraussetzungen
(A1) bis (A3) des Prinzips von Brézis und Browder [Prop.2.1] erfiillt sind.

Wir wahlen ein beliebiges A € A aus. Natiirlich ist ¢, von unten beschrénkt. Sei
11 = Ty, Ty # To, das heiflt, 11 =ty + (1 —1)b fiir ein b € Bund 0 < ¢ < 1. Wir
setzen b(b) := b+ (1 — )b fiir beliebiges b € B. Dann gilt

dx(z1) = ¢y ggg dy(z1 — b) < ¢y - da(m1 — b(b)) =1 - ¢y - dx(22 — b)

fiir alle b € B. Damit ist ¢y(x1) < - da(22) < dalxa).

Nun sei {z,},, oy C W eine beliebige <-fallende Folge in W. Wir betrachten belie-
bige Folgenglieder x,, und x,, mit m > n und ohne Beschrankung der Allgemeinheit
sei x, # x,,. Wie oben ist z,, wieder darstellbar durch

Ty =t + (1 —1)b (3.5)

fiir fixierte Elemente b € B und t € [0,1). Wir setzen &,,(b) := tx, + (1 — )b und
b(b) :== tb+ (1 — ) b. Dann gelten, wie man leicht verifiziert, die folgenden beiden
Aussagen:

dx(Tyn — Zm(b)) = (

1 —t)dy(z, —b) Vb€ B,
da(z, — Tpm) = (1-

) da (1, — b). (3:6)

| |

Daraus folgt

39 supyep da(, — )
)

dx(wn — Zm (D))

und das heifit,
Vb e B: dy(r, —xm) < cexda(z, — Tn(D)). (3.7)
AuBlerdem gilt, wie man leicht nachrechnet, die Beziehung

Vb € B : dy(im(b) —b) = dx(xm — b(b)). (3.8)

Mit diesen beiden Hilfsaussagen konstruieren wir unter Beachtung der Konvergenz
der reellen Zahlenfolgen {¢px(xn)}, oy eine Cauchyfolge. Seien ¢ > 0 und A € A
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beliebig vorgegeben. Dann gilt

(3.2) (3.7)
|20 — Zml| < da(mn =) < exnda(Tn, (D))
(lin. Abh.) .
= Cx d,\(l‘n — b) — C) d)\(ﬁm(b) — b)
B8 da(@n — ) — exda(m — b(B))
(3.4)
< exda(z, —b) — oa(xm)

fiir alle b € B und daraus folgt

Hxn - meA < ¢>\<In) - Qbk(xm)

Weil {¢x(n)}, ey Cauchyfolge ist, existiert zu den oben vorgegebenen £ > 0 und
A € A ein ng € N, so dass

l|lzn — mm”,\ < oa(Tn) — da(2n) <€

fiir alle n,m > ng gilt. Aus der Folgenvollstandigkeit von X und der Folgenabge-
schlossenheit von A und B folgt, dass W folgenvollstandig ist. Deshalb konvergiert
die Folge {z,} gegen ein « € W. Fiir beliebiges n € N ist D(z,, B) folgenabge-
schlossen. Es ist also x € D(x,, B), das heifit, fiir n € N ist stets z < x,,.

Wir kénnen somit Proposition 2.1 anwenden, womit unmittelbar die Behauptun-
gen des Satzes folgen. [ |

Wir zeigen nun, dass dieser Satz auch aus der entspechenden Banachraumvariante
folgt.

Beweis des Tropfensatzes fiir lineare topologische Ridume mit dem Trop-
fensatz fiir Banachrdume: Es sei T der Folgenabschluss der absolutkonvexen
Hiille von xq U B. Aus der Beschréanktheit und der Konvexitdt von B folgt mit
Korollar 1.15, dass T' beschréankt ist. Also folgt mit Proposition 1.12, dass der in
Abschnitt 1.3 definierte Teilraum (X7, ||.||;) = (lin 7', ) ein Banachraum ist.

Nach Proposition 1.13 lassen sich die Folgenabgeschlossenheitsvoraussetzungen
auf den Raum X7 iibertragen, das heiffit, B C Xy und Ar := X7 N A sind abge-
schlossen in der Banachraumtopologie.

Jedes A € A kann mit einem Element U, der Nullumgebungsbasis 4 von X
identifiziert werden (vgl. [S.17, (1.3)]). Zu dem p € A aus der Separationsbedingung
(3.1), gibt es wegen der Beschranktheit von 7" ein o > 0, so dass T' C oU,, gilt. Nach
(1.3) und nach Definition von ||.||; in Abschnitt 1.3 folgt [|z[|; > 1/0 [[z]], fiir alle

x € X. Fir 0 := /0 > 0 gilt somit die Separationsbedingung
Va€ A, Vb€ B: |la—bl|, > 6.
Der Tropfensatz im Banachraum (vgl. [16, Appendix]) liefert
z € Ar N D(zg, B) und {z} = Ar N D(z, B).

Natiirlich ist auch z € AN D(xg, B). Wegen = € D(zy, B) ist D(z, B) C Xp. Somit
folgt {z} = AN D(z, B). [
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3.2 Das Lemma von Phelps

In Abschnitt 2.7 haben wir das Lemma von Phelps in linearen topologischen Réumen
mit Hilfe des Minimalpunkttheorems 2.5 bewiesen. Wir wollen hier einen direkten
Beweis mit dem Prinzip von Brézis und Browder angeben. Anschlieffend zeigen wir
die Aquivalenz zur Banachraumvariante.

Theorem 3.2 Es seien (Y, {||.|\},ca) €in separierter folgenvollstindiger linearer
topologischer Raum, M C Y eine nichtleere folgenabgeschlossene Teilmenge und
B C Y eine nichtleere folgenabgeschlossene beschrinkte konvere Teilmenge von Y,
so dass 0 ¢ B ist, und K der durch B erzeugte Kegel. Dann gibt es zu jedem yo € Y,
fiir das die Menge M N (yo — K) nichtleer und beschrinkt ist, ein y € Y, so dass
qgilt:

§€ M (yo— K) und {5} = MO (5 — K).

Beweis: Sei yy € Y beliebig vorgegeben. Es sei M? := M N (yy— K). Wir wollen das
Prinzip von Brézis und Browder auf die quasigeordnete Menge (M°, <x) anwenden.
Wir setzen

d(y) :==sup{t >0: Fb€ B: yo—y =1tb}.

Man beachte, dass die Voraussetzungen von Lemma 2.9 und damit auch die von
Lemma 2.8 erfiillt sind. Indem man wie im zweiten Teil des Beweises von Lemma
2.8 vorgeht, erhilt man, dass das Supremum immer endlich ist. Die Beschréanktheit
der Funktion ¢ nach unten ist offensichtlich.

Sei nun y; < yo und y; # yo. Wir setzen vy := yo — y; und vs 1= yy — yo. Es
sind vy, vy € K und vy — vy € K\ {0}. Dann ist v; — vy darstellbar als vy —vy = 7
mit 7 > 0 und § € B. Sei v; = t; b; eine beliebige Darstellung von v; mit ¢t; > 0
und b; € B. Analog zum ersten Teil des Beweises von Lemma 2.8 ist vy darstellbar
als vy = (t1 + 7)by mit by € B. Es folgt ¢(y2) > ¢ + 7 fiir beliebige Darstellungen
von v; durch Vielfache von Elementen aus B. Daraus folgt ¢(y2) > ¢(y1) + 7, das
heifit, es ist ¢(y1) < P(y2).

Sei nun {y,, },o eine <g-fallende Folge in M°. Dann ist diese Folge nach Lemma
2.8 eine Cauchyfolge. Die Menge MY ist als folgenabgeschlossene Teilmenge eines
folgenvollstandigen Raumes folgenvollstandig. Das heifit, {y,}, .y ist konvergent in
M?P. Fiir beliebiges n € N sind die Mengen M™ := MN(y, — K) folgenabgeschlossen.
Es ist also y € M™, das heifit, fiir n € N ist stets y <g yn.

Wir kénnen nun Proposition 2.1 anwenden, womit unmittelbar die Behauptungen
des Satzes folgen. [ ]

Auch diese Aussage im linearen topologischen Raum ist zu ihrer Banachraumvari-
ante dquivalent. Fiir den Fall lokalkonvexer Rdume wurde die Aquivalenz zur ent-
sprechenden Banachraumvariante in [16] gezeigt.

Beweis des Phleps’schen Lemmas fiir lineare topologische Riume mit
dem Phelps’schen Lemma fiir Banachriume: Es sei T' der Folgenabschluss der
absolutkonvexen Hiille von yoUB. Aus der Beschréinktheit und der Konvexitéit von B
folgt mit Korollar 1.15 , dass T" beschrankt ist. Also folgt mit Proposition 1.12 | dass
der in Abschnitt 1.3 definierte Teilraum (Y7, ||.||;) = (lin 7', 1) ein Banachraum ist,
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dessen Topologie wir mit 7 bezeichnen wollen. Nach Proposition 1.13 lassen sich die
Folgenabgeschlossenheitsvoraussetzungen auf den Raum Y7 {ibertragen, das heifit,
B C Yy und My := Yy N M sind m-abgeschlossen
Natiirlich ist B C T 7-beschrinkt. Die 7-Beschréinktheit von MpN (yy — K) folgt
mit Lemma 2.17. Das Phelps’sche Lemma im Banachraum (vgl. [16, Appendix])
liefert
g€ Mrn(yo— K)und {g} = Mrn(y— K).

Natiirlich ist dann auch y € M N (yo — K). Wegen g € (yo — K) ist (y — K) C X7
Somit folgt {g} = M N (y — K). [
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