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"Die Geometrie birgt zwei grofle Schétze: der eine ist der Satz von Pythagoras, der
andere ist der Goldene Schnitt. Den ersten konnen wir mit einem Scheffel Gold
vergleichen, den zweiten diirfen wir ein kostbares Juwel nennen.” (J. Kepler). [4](S.

195)

Beim Goldenen Schnitt teilt ein Punkt eine Strecke in einem speziellen Verhéltnis.

Um dies ndher zu erldutern, betrachten wir in der euklidischen Ebene eine Gerade g mit den
beiden, voneinander verschiedenen Punkten A und B. P sei ein weiterer Punkt von g.
Wir unterscheiden fiir P drei Lagemoglichkeiten:

i) Ist P ein innerer Punkt der Strecke AB, so teilt A =) B

. . s g
P diese Strecke in zweil Teilstrecken AP und BP a b
(Bild 1). Wir bezeichnen mit s die Lénge der Strecke s >

AB und mit a = |AP| bzw. b = |BP| die Liangen
der Teilstrecken. Es ist klar, dass a,b, s > 0 gilt. In
diesem Fall sprechen wir davon, dass P die Strecke
AB innen teilt.

Bild 1: P teilt die Strecke AB innen.

ii) Natiirlich kann P auf g auch aulerhalb von AB liegen. Dann sagen wir, dass P die Strecke
AB auflen teilt. Auch in diesem Fall konnen wir die Streckenldngen a = |AP|, b = |BP| und
s = |AB| angeben, wobei auch hier a,b,s > 0 gilt (Bild 2).
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Bild 2: P teilt die Strecke AB auflen.

iii) P kann auf ¢ auch mit A oder B zusammenfallen. Dann ist entweder ¢ = 0 und b = s
oder b = 0 und a = s. Diese Félle werden oft getrennt betrachtet oder bei der Teilung einer
Strecke ausgeschlossen.

Ublicherweise wird das Verhéltnis, in dem ein Punkt P die Strecke AB teilt, als Teilverhéltnis

bezeichnet und mit TV (AB, P) = % definiert. Es ist dann klar, dass P # B sein muss, da

sonst eine Division durch |BP| = b = 0 stattfinden wiirde.
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Auch miissen wir darauf hinweisen, ob es sich um eine innere oder duflere Teilung handelt,
da wir hier nicht mit gerichteten (vorzeichenbehafteten) Streckenléngen arbeiten.

Unabhéngig von der Definition des Teilverhéltnisses konnen wir mit den drei Langen s, a, b
sechs verschiedene Verhaltnisse aufstellen:

tla=% tlb="2 12a =2 t2b= %, t3a =2 und #3b = §.

Zur Veranschaulichung dieser sechs Verhéltnisse zeichnen wir eine zu g senkrechte Gerade p
durch P und legen auf ihr einen Punkt Q(# P) fest. Nun tragen wir auf dem Strahl PQ™
von P aus die sechs zu P gehorenden Werte ab. T'la, ..., T'3b sind die zugehorigen Punkte
auf p. Machen wir dies fiir jeden Punkt P von g, so erhalten wir eine Grafik, die im Bild 3
zu sehen ist. Dabei sind die Verhéltnisse t1a, t1b griin, die Verhéltnisse t2a, t2b hellblau und
die Verhiltnisse t3a, t3b0 blau dargestellt.

Bild 3: Darstellung der sechs verschiedenen Verhéltnisse.

Natiirlich miissen wir beachten, dass fiir P = A (a = 0) bzw. P = B (b = 0) manche dieser
sechs Verhéltnisse nicht definiert sind, da eine Division durch 0 nicht méglich ist.

Dem Bild 3 entnehmen wir, dass sich die Graphen, die zu den sechs Verhéltnissen gehoren,
in mehreren Punkten schneiden. Diese Schnittpunkte wollen wir etwas naher untersuchen.

Wir beginnen mit der inneren Teilung von AB durch T3b

P. Bild 4 zeigt diese Situation noch einmal, etwas )/

vergrofert. Die Bezeichnung der Schnittpunkte ent- )/

nehmen wir diesem Bild. Zu jedem dieser Schnitt- 7 T1a

punkte gehort genau ein Punkt P; (¢ = 1...11) der Pre

Strecke AB, der der FuBpunkt des Lotes von St auf et

AB ist. - -

_ Fir S1 gilt: 72b = T3, dh. £ = 2 (a,b > 0), | ——5

woraus a = b folgt. Damit ist der zugehorige Punkt \\T1b

P, der Mittelpunkt von AB und TV (AB, P;) =1. 59 T3a 9
- Fiir 82 gilt: Tla = T1b, dh. 2 = £ (a,b > 0), Ae———a—— e b—»F
woraus a® = b? und damit a = b folgt. Damit ist P, - -
der Mlttelpunkt von AB und TV(AB7 P2) =1. Bild 4: P teilt die Strecke AB innen.

- Fiir S3 gilt: T2a = T3a, d.h. ¢ =2 (s > 0), wor-
aus a = b folgt. Damit ist Py der Mittelpunkt von AB und TV (AB, P3) = 1.
Die drei Schnittpunkte S1, S2 und S3 bestimmen damit denselben Lotfufpunkt auf g

(P, = P, = P3), und zwar den Mittelpunkt von AB.



- Fiir 54 bzw. S5 gilt: T1b = T3b, d.h. ¥ = £ bzw. Tla = T3a, dh. ¢ = £ (a,b,5 > 0),
woraus fiir beide Schnittpunkte b* = as folgt Mit s = a + b erhalten wir b* = a(a + b) bzw.

b* —ab — a* = 0. Damit wird by = ¢+ /% 4 g2 g a\/_ Weil b > 0 ist, erhalten wir

=2(1+V5) = Hfa Daraus folgt § = ﬁ 2=1. Damit fallen die beiden zu S4 bzw.

S5 gehorigen Punkte Py und Ps; zusammen und es gilt TV (AB, Py) = TV (AB, Ps) = ‘[ L

Weil b = ”\fa ist, ergibt sich hier auch a < b. Aulerdem ist a = ‘/; Lh und mit s = a —i— b
3— f Vo1
5 S.

folgt a = ==*s und b =

- Fiir S6 bzw. ST gilt: Tla = T2b, d.h. § = 2 bzw. T'1b = T2a, d.h. g =2 (a,b,s > 0),

S

woraus fiir beide Schnittpunkte a? = bs folgt. Mit s = a + b erhalten wir a? = b(a + b) bzw.

a* — ab — b* = 0. Damit wird a;» = £ + \/% +b02 =2+ g\/g Weil a > 0 ist, erhalten wir
= g(l +5) = #b. Daraus folgt § = M, also fallen die beiden zugehorigen Punkte

Ps und P; zusammen, und es gilt TV (AB, Ps) = TV (AB, Pr) = ‘[’Ll

Weil a = %b ist, erhalten wir hier ¢ > b und b = a\/; L Mit s = a + b folgt a = %s

und b = 3_2‘/58.

- Fiir S8 gilt: T3a=T3b, d.h. £ = £ (b,5 > 0), woraus b* = s* und damit b = s folgt.
Weil s = a + b ist, ergibt sich b = a + b und folglich ist a = 0. Damit ist in diesem Fall 3 =0
und der zugehorigen Punkt Py fillt mit A zusammen. Es gilt also TV (AB, Py) = 0.

- Fiir §9 gilt: T1la=T2a, d.h. § = 2 (b,s > 0).

Wenn a > 0 ist, dann folgt sofort b = s und wegen s = a + b ist a = 0. Also kann hier der
Fall a > 0 nicht auftreten.

Daher muss a = 0 sein, womit § = 0 ist und folglich TV (AB, Fy) = 0 gilt. Damit fallt auch
der Punkt Py mit A zusammen.

- Fiir S10 gilt: T2a=T2b, d.h. ¢ = 2 (a,s > 0), woraus a*> = s*> und damit a = s, also b =0
folgt. Demzufolge ist Pip = B und { ldsst sich wegen b = 0 nicht angeben. Damit kénnen wir
fir Pjy auch kein Teilverhéltnis TV (AB, Pyy) bestimmen.

- Fiir S11 gilt: T1b=T3a, d.h. 2 =2 (a,s > 0).

Wenn b > 0 ist, dann folgt sofort a = s und wegen s = a + b ist b = 0. Also kann hier der
Fall b > 0 nicht auftreten.

Daher muss b = 0 sein, womit P;; = B folgt und g = 0 ist. § ldsst sich wegen b = 0 nicht

angeben. Damit konnen wir fiir Py; auch kein Teilverhaltnis TV (AB, Py;) bestimmen.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen bezeichnen wir die zusammenfallenden Punkte P, P,
und P; mit M (Mittelpunkt von AB), die zusammenfallenden Punkte P, und Ps mit G; und
die beiden zusammenfallenden Punkte Fs und P; mit G,.

M G, G,
g g g
A B A M B A M B
é—a—’l‘— b—3 e —b—p Q—a—s’L b—3
a b c

Bild 5: Die Punkte M, G; und G5 auf der Strecke AB.

Fir M gilt a = b und TV(AB, M) =1 (Bild 5a).



Fir Gy gilt @ < bund TV(AB,Gy) = %, sowie ¢ = 2 und a = %53 und b = */52_13
(Bild 5b).
Fiir Gy gilt b < a und TV(AB,Gs) = ‘/5;“1, sowie £ = ¢ und a = @s und b = 3_2*/53
(Bild 5¢).

Wir erkennen sofort, dass G; und G, auf AB symmetrisch zu M liegen. Ebenso kénnen
wir eine Besonderheit in den beiden Verhéltnisgleichungen erkennen. Unter Verwendung der
Langenverhéltnisse der Strecken a, b und s kénnen wir diese beiden Verhiltnisgleichungen
auch wie folgt gemeinsam formulieren:

kurze Teilstrecke __ lange Teilstrecke bZW kUI'Z kurz __ lang oder auch kurz __ lang

lange Teilstrecke gesamte Strecke lang =~ gesamt lang =~ kurz+lang’

Dieses besondere Verhéltnis, in dem ein Punkt eine Strecke teilt, heifit Goldener Schnitt.

Definition 1 (Goldener Schnitt). Ein Punkt einer Strecke teilt diese genau dann im

Goldenen Schnitt, wenn fiir die Léngen der Teilstrecken ]l“"’"z = _lang__ ot
) ang kurz+lang

Die zugehorigen Teilverhéltnisse werden iiblicherweise mit ¢ bzw. @ bezeichnet, also
TV(AB,G) = ¢ = Y51 ~0,6180339... und TV (AB,Gy) = & = Y51 ~ 1,6180339....
Damit haben wir auf AB zwei Punkte gefunden, die die Strecke im Goldenen Schnitt teilen.

Gibt es auf AB weitere Punkte, fiir die IZ““”Z =7 lang__oi]47
ang urz+lang

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir zuerst einen Punkt ) auf der Strecke AB,

der zwischen A und dem Mittelpunkt M von AB liegt. Dann ergibt sich aus ’f;‘;; = kwlg_tlgang
die Verhaltmsglelchung ¢ = 2 woraus mit b = s —a sofort as = (s —a)? folgt. Damit erhalten
wir a? — 3sa + 5% = 0, also a1 2= 3 + 28\/_ SjE‘[3 Von diesen beiden Losungen ist nur

a=3= ‘[3 moglich, da a < 5 gilt.
Darmt fallt () mit G4 zusammen und auf AM gibt es aufler G; keinen weiteren Punkt mit
der geforderten Eigenschaft.

Nun betrachten wir auf AB einen Punkt @), der zwischen M und B liegt. Aus ’;;‘;Z =z lang
g urz+lang

ergibt sich nun die Verhéltnisgleichung 2 = 2. Mit b = s — a erhalten wir a’ + sa — s* =0,
woraus ajo = —%s + %S\/g = #s folgt. Weil a > 0 ist, ist nur a = f V3-lg moglich.
Damit fallt @) mit G5 zusammen, und es gibt auf M B nur den Punkt G5 mit der geforderten
Eigenschaft.

Damit gibt es auf der Strecke AB genau zwei Punkte, die diese Strecke innen im Goldenen
Schnitt teilen. Es gilt dann

Satz 1. Ein Punkt P der Strecke AB ( # B) teilt diese genau dann innen im Goldenen
Schnitt, wenn entweder TV (AB, P) = ¢ = Y3 oder TV (AB, P) = ¢ = Y3t gilt,

Damit schliefen wir die Untersuchung der Schnittpunkte der Kurven, die zu den Verhéltnissen
tla, t1b, t2a, t2b, t3a und t3b gehoren und ,iiber“ AB liegen, ab.

Wir wenden uns jetzt den entsprechenden Schnittpunkten zu, die ,iiber® der Geraden g
auBerhalb von AB liegen, und bezeichnen diese wie im Bild 6 angegeben. Fiir i = 12...25
nennen wir den Lotfupunkt von Si auf g wieder P;.

Auch hier ist |[AB| = s, |AP| = a und |BP| = b. Wir wollen herausfinden, ob es unter den
Punkten P; (i = 12, ...,25) Punkte gibt, fiir die &4z — __1an9__ 4i]t die also AB auBen im

lang kurz+lang
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Goldenen Schnitt teilen. Damit {ibertragen wir die obige Definition 1 dafiir, dass ein Punkt
eine Strecke innen im Goldenen Schnitt teilt auf die duflere Teilung im Goldenen Schnitt.

Bild 6: AuBere Teilung.

Wir beginnen mit S12 ... S18 (Bild 6a). Hier ist speziell 0 < a < b und s = b — a.

Fiir S12 ist T'1b = T3a, also g = g, fir S13 ist T2a = T2b, also ¢ = 2 und fiir S14 ist
Tla =T3b, also § = 7.

Dann folgt fiir jeden dieser drei Schnittpunkte a = s, bzw. 2a = b. Damit fallen die drei
Punkte Pj3, Pj3 und Py in einem Punkt zusammen, den wir mit L; bezeichnen (Bild 7a).
In diesem Fall ist TV (AB, L) = % und A ist der Mittelpunkt von Ly B. Fiir Ly gilt k4=

lang
kw};’%. Damit teilt L; die Strecke AB nicht auflen im Goldenen Schnitt.
g

L4 A B Lo A B L~ A B
g
PR a— garle s 3 0 fg—a— s 3 °
a b c

Bild 7: AuBere Teilung - P auf AB~.

Fiir 515 ist T2b = T'3a, also 2 = g und fiir 516 ist T2a = T'3b, also ¢ = 7.

Dann folgt fiir diese beiden Schnittpunkte s? = ab, und mit s = b—a erhalten wir (b—a)* = ab,
also a® — 3ba + b* = 0. Daraus folgt a; 5 = %b + %b\/g = #gb.
Weil a < b ist, erhalten wir a = %gb. Mit b = a + s ergibt sich a = #(a + s), woraus

a= @s folgt.

Wir stellen fest, dass die beiden Punkte P;5 und Pjg auch in einem Punkt zusammenfallen,
den wir mit L bezeichnen (Bild 7b).
In diesem Fall gilt TV (AB, Ls) = %g

kurz a _ 3—V5

Fur L, erhalten wir e = ¢ 5 Farstiag = @18 — 6

Damit teilt auch Lo die Strecke AB nicht auflen im Goldenen 2Schnitt.

Fiir S17 ist T'1b = T2a, also % = 2 und fiir S18 ist T'la = T2b, also § = 2.

Dann folgt fiir diese beiden Schnittpunkte a® = bs, und mit s = b—a erhalten wir a* = b(b—a),
also a? + ba — b* = 0. Daraus folgt a9 = —%b + %b\/g = #b.

Weil a > 0 ist, folgt a = @b. Mit b = a + s ergibt sich a = @(a + s), woraus a = @s
folgt.

Damit fallen auch die beiden Punkte P;; und Pig in einem Punkt zusammen, den wir mit Ls
bezeichnen (Bild 7c).

In diesem Fall ist dann TV (AB, Lg) = Y31,

lang b 1 _ 2 _ 5+V5
und = vl T




k _a _ v5-1 l _ b 1 _ 2 A5
Auch fiir Ly berechnen wir l“;; = ¢ =Y und kw:ﬁfmg A = wr vt i e
Damit gilt fir Ly &z = 199 ypq folglich teilt dieser Punkt die Strecke AB auBen im

lang kurz+lang
Goldenen Schnitt.
Damit haben wir einen Punkt auf AB~ gefunden, der AB auflen im Goldenen Schnitt teilt.
Fiir das zugehorige Teilverhéltnis gilt auch TV (AB, L) = ‘[ 1,

Nun miissen wir noch untersuchen ob es auf AB~ einen weiteren Punkt L gibt, fiir den

kurz __ lang 2
lang = Farztlang’ also 7 +b gilt. Aus dieser Gleichung ergibt sich a® + ba — b* = 0, woraus

a1 = ——b + b\/_ i\g Lp folgt. Weil a > 0 ist, ist a = %b. Dadurch ist aber schon der
Punkt L3 elndeutlg auf AB~ bestimmt. Daher ist Ls auf AB~ der einzige Punkt, der AB
auflen im Goldenen Schnitt teilt.

Auch wenn L; und Ly die Strecke AB nicht auflen im Goldenen Schnitt teilen, hat L; die
Besonderheit, dass A der Mittelpunkt von LB ist, d.h., TV (LB, A) = 1.

Gibt es fiir A beziiglich der Strecke LB auch eine Besonderheit? Dazu berechnen wir
TV(LyB,A) = ¢ = @ Wegen Satz 1 teilt damit A die Strecke LoB innen im Golde-
nen Schnitt.

Natiirlich berechnen wir auch TV (L3B,A) = ¢ = @ Wegen Satz 1 teilt damit A die
Strecke L3 B innen im Goldenen Schnitt.

Abschlielend miissen wir noch die Schnittpunkte S19 ... S25 untersuchen (Bild 6b). Wie oben
schon erwéhnt, bezeichnen wir mit P; den Fupunkt des Lotes von Si auf g (i = 19...25).
Speziell ist hier 0 < b < a und s =a — b.

Analog zu den Schnittpunkten S12 ... S18 (Bild 6a) erhalten wir, dass Pjg, Pso und Py in
einem Punkt zusammenfallen, den wir mit R; bezeichnen (Bild 8a). Ebenso fallen P,; und
Pz sowie Poy und Pss jeweils in einem Punkt zusammen, die wir mit Ry bzw. R3 bezeichnen

(Bild 8b, ¢)
A B Ry g A B R, g A B R
hi—ﬂ‘—aﬂ Ei—’kaiﬂ E—S—’T‘—a b—ﬂ,
a b c

Bild 8: AuBere Teilung - P auf BA~.

Da die Schnittpunkte S19 ... §25 zu den Schnittpunkten S12 ... S18 beziiglich der Mittel-
senkrechten von AB symmetrisch liegen, erhalten wir

fiir Ry, dass b = 2a, also TV(AB, Ry) = = ist

fiir Ry, dass b= 3=5q, also TV (AB, R ) 3+‘[ ist und

fiir R3, dass b= ‘[ vo-lg, also TV (AB, R3) = f“ = @ ist.

Natiirlich ist auch Ry der einzige Punkt auf BA~, fiir den &2 — 9% __ oi]t Damit gibt
’ lang kurz+lang

es auf BA™ genau einen Punkt, der die Strecke AB auflen im Goldenen Schnitt teilt.

Auch hier ist B der Mittelpunkt von R A, TV (R, A, B) = 1. Auflerdem teilt B die Strecken

Ry A und R3A jeweils innen im Goldenen Schnitt, da TV (R, A, B) = f Lund TV (RsA, B) =
Vo+1
2

ist.

Insgesamt haben wir festgestellt, dass es zu einer gegebenen Strecke AB genau vier Punkte
gibt, die AB im Goldenen Schnitt teilen, zwei innerhalb von AB und zwei auflerhalb. Von

6



den dufleren Teilpunkten liegt einer auf AB~ und einer auf BA™.
Des weiteren gilt der Satz 1 nicht nur fiir die innere Teilung einer Strecke. Es gilt

Satz 2. Ein Punkt P teilt die Strecke AB (A # B) genau dann im Goldenen Schnitt, wenn
entweder TV (AB, P) = p = @ oder TV(AB,P) =& = f+1 oilt.
Konstruktionen

Nun zeigen wir, dass sich die Teilpunkte, die eine Strecke AB im Goldenen Schnitt teilen,
auch mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen.

Die Konstruktion der inneren Teilpunkte ist einfach. *—A

Ist AB die Strecke, die im Goldenen Schnitt geteilt werden s U

soll, dann errichten wir auf der Geraden g durch A und B die i

Senkrechte in A. Auf dieser Senkrechten tragen wir von A aus R a— B9
€—— S—»

die Lénge TB ab und erhalten den Punkt A’ (Bild 9). Der
Kreis um A’ schneidet A’B in T. Nun schneidet der Kreis um Bild 9: G teilt AB im Gol-

B durch T unsere Strecke AB im gesuchten Teilpunkt Gj. denen Schnitt.

Zur Bestéitigung der Konstruktion bedenken wir, dass ABA’ ein rechtwinkliges Dreieck ist
und folglich |A'B|? = s? + (1 )2 = 542 gilt. Daher ist |A'B| = 1sv/5.

Damit erhalten wir |BT| = 5—1s= \/5_15 also auch |BG| = %3.
Und schliefllich ist |[AG,| = s — |BG4| = ‘/52 s=32 2‘/53.
Nun ergibt sich TV(AB,G,) = :ggﬂ =3 5§ = ‘/52_1 = ¢ und G teilt AB tatséchlich im
Goldenen Schnitt.
Fiir den zweiten Teilpunkt G5 errichten wir in B die Senkrechte B’
zu AB und konstruieren analog wie eben (Bild 10). T —g
Eine entsprechende Rechnung liefert dann 2
TV(AB,Gy) = Y3t — & und Gy teilt ebenfalls AB im Golde- T v,
nen Schnitt. Ale——s-G—>B
Hier bemerken wir endlich auch eine interessante Eigenschaft Bild 10: G teilt AB im Gol-
von ¢ und ¢. Wie man sofort sieht, gilt: denen Schnitt.

O —p=1

Dies hétten wir auch schon weiter oben, als wir die ersten Stellen der Dezimaldarstellung der
beiden Zahlen angegeben haben, bemerken konnen.

Auch eine weitere Eigenschaft drangt sich uns hier gleich auf. Es ist namlich
o= f 541 f_ -1

Und wie finden wir die Teilpunkte, die die Strecke AB auflen im Goldenen Schnitt teilen?
Um diese beiden Teilpunkte zu konstruieren, benttigen wir den Strahlensatz.
Wir gehen von einer Strecke AB aus, die durch G und G, jeweils im Goldenen Schnitt geteilt

wird. Dann zeichnen wir zwei zueinander parallele Geraden (die von g verschieden sind), die
eine durch A, die andere durch B.

Zeichnen wir nun eine Gerade (die von ¢ verschieden ist) durch G, die die beiden Parallelen
in den Punkte A" und B’ schneidet (Bild 11a). Weiter schneidet der Kreis um A durch A’ die
Gerade g(AA’) auBer in A’ noch in A”.
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b
Bild 11: Konstruktion zur d&ufleren Teilung von AB im Goldenen Schnitt.
Weil G; die Strecke AB innen im Goldenen Schnitt teilt, ist :ggﬂ =p= \/52_1.
Aufgrund des Strahlensatzes (Zentrum G;) erhalten wir Eggﬂ = %.
Da aufgrund der Konstruktin |[AA’| = |AA”| ist, folgt fggﬂ = % (# 1). Damit ist die

Gerade durch B’ und A” nicht parallel zu g und schneidet diese in genau einem Punkt Ls.

Dann ergibt sich mit dem Strahlensatz (Zentrum Ls) % = ;gi;'l
Insgesamt erhalten wir % = @ = . Folglich teilt Lj die Strecke AB auflen im Goldenen

Schnitt.

Jetzt zeichnen wir eine Gerade (die von g verschieden ist) durch G, die die beiden Parallelen
in den Punkte A" und B’ schneidet (Bild 11b). Der Kreis um A durch A’ bestimmt auf g(AA’)
den Punkt A” und g(A"”B’) schneidet ¢ in Rj.

Die selben Uberlegungen wie eben ergeben, dass :gﬁzt = @ = & gilt. Also teilt R3 die
Strecke AB auflen im Goldenen Schnitt.

Damit haben wir auch fiir die duflere Teilung einer Strecke im Goldenen Schnitt eine Kon-
struktionen angegeben.

Historisches

Die Bezeichnung Goldener Schnitt, die wir heute fiir die Teilung einer Strecke mit der
Verhiltnisgleichung ’l“;;; = kw}gj:fang verwenden, wurde im 19. Jh. von dem deutschen Ma-
thematiker MARTIN OHM (1792 - 1872) eingefiihrt. MARTIN OHM war {ibrigens der Bruder
des Physikers GEORG SIMON OHM (1789 - 1854), der das Ohmsche Gesetz gefunden hat.

Aber die Beschiftigung mit dem hier betrachteten Streckenverhéltnis liegt viel weiter zuriick.

Messungen an der Cheops-Pyramide in Gizeh ergaben, dass in der groflen Pyramide, die et-
wa 2550 v.u.Z. erbaut wurde, der Goldene Schnitt als Verhéltnis wichtiger Mafle zu finden ist.
Eine Vermessung der grofen Pyramide durch den britischen Agyptologen WILLIAM
MATTHEW FLINDNER PETRIE in den 1880er Jahren ergab, dass die Hohe der Pyramide



hp = 7-40 = 280 Agypische Konigsellen betrdgt und die Lénge einer Kante der quadra-
tischen Grundfliche a = 11 - 40 = 440 &gypische Konigsellen ist (vgl. [8] und [2], S.36).
Bei seinen Messungen legte FLINDNER die alte dgyptische Konigselle als Einheit zu Grunde.
Diese Messergebnisse haben bis heute noch Giiltigkeit, wie man in [8] lesen kann.

Aus den Mafen fiir die Hohe und der halbe Grundkan- % =220 Ellen
tenldnge ergibt sich fiir die Hohe eines Seitendreiecks hp= 280 Ellen
hD = 356 éigyptische Ellen (Blld 12) hD: 356 Ellen
Auch POSAMENTIER und LEHMANN verwenden in [6]

diese Mafle fiir die grole Pyramide von Gizeh. ACEEERE EEE
Dort berechnen sie das Verhéltnis der Hohe eines Sei- e -
tendreiecks bzw. der Pyramidenhoéhe jeweils zur halben
Grundkantenldnge. Man erhélt: A a B

%D = 356 —1,61818... ~ ® (& = V31 ~ 1,6180339...)  Bild 12: Die Cheops-Pyramide.

und

he = 280 — 1 97272... = VB (VB = /B ~ 1,27201...).

2

Damit stellt sich dir Frage:

Haben die alten dgyptischen Baumeister den Goldenen Schnitt gekannt und die grofie Pyra-
mide danach geplant und gebaut?

Und dann gibt es noch eine Quelle. Der griechische Geschichtsschreiber, Geograph und
Volkerkundler HERODOT (490/480 - 430/420 v.u.Z.) (vgl. [11]) hat erwéhnt, ,da8 ihm die
agyptischen Priester iiber die Form der Cheopspyramide die Angaben gemacht hétten, das
Quadrat iiber ihrer Hohe sei einem Seitendreieck flichengleich® ([1], S. 140).

Verfolgen wir diese Idee, dann muss h% = §-hp (mit den Bezeichnungen aus Bild 12) gelten.
Weil im rechtwinkligen Dreieck HMS mit dem Satz des Pythagoras h}, = h}, — (£)? gilt,
erhalten wir
- (3 -
hh =5 - hp —(
hmm:zi (17 +<§>2=%i\/z—2+%:%i%¢5=%<%§>-

Da aber nur die positive Losung interessiert, erhalten wir

hp = (H‘[) = 2 und damit 22 = &.

Im rechtwinkligen Dreieck H M S erhalten weiter

hp = hp — (5 = (500 — (§)* = (5)(2* = 1) = (5 ((FH2) = ) = (§) - B2, also
h% = ( ) - ® und damlt

hp = \/5 und weiter 22 = /®.
2

hp bzw

a
2
— ()2 = Damlt erhalten wir

Ml@

Diese Ergebnisse legen, zusammen mit den obigen Messwerten, nahe, dass die alten dgyptischen
Baumeister sich beim Bau der Cheops-Pyramide vom Goldenen Schnitt leiten lielen. Dem
steht aber ein wichtiger Einwand gegeniiber, wie Beutelspacher in [1] (S.141) schreibt, dass
ndmlich ,die damalige dgyptische Mathematik nicht sehr weit entwickelt war; insbesondere
gibt es keine Belege dafiir, daB der goldene Schnitt den Agyptern bekannt gewesen wire*.

Bevor wir die historischen Betrachtungen fortsetzen, bemerken wir noch eine interessante
Eigenschaft der Zahl ®. Im Dreieck HMS gilt h, = h% + (£)?, also (@)% = (4V/ )2 + (%)%

2
Damit ist aber sofort



®2 = ® 4+ 1 oder auch ®2 — & = 1.

Nach diesem kleinen Einschub geht es mit den historischen Betrachtungen weiter. Gesichert
ist ndmlich, das der Goldene Schnitt bei den Pythagoreern bekannt war. Die Pythagoreer
waren eine einflussreiche, mystisch-philosophische Gemeinschaft, die im 6. v.u.Z. von PYTHA-
GORAS von Samos in Siiditalien gegriindet wurde. Sie interessierten sich neben der Philoso-
phie auch fiir Mathematik, im Besonderen auch fiir die regelméfBigen Korper, fiir regelméflige
Fliéchen und Zahlenverhéltnisse. So war das regelméflige Fiinfeck wichtig, denn die Oberflache
des Dodekaeders wird von 12 dieser Fiinfecke gebildet.

Nach [3] war es der Pythagoreer HiPPASOS von Metapont (siche auch [12]), der in ers-
ten Halfte des 5. Jahrhunderts v.u.Z. die Inkommensurabilitdt von der Seitenldnge und der
Lange der Diagonalen im regelméfligen Fiinfeck entdeckte. Er hat damit nachgewiesen, dass
es keine Strecke e so gibt, dass sowohl die Lange der Diagonalen, als auch die Seitenlédnge des
regelméfBigen Fiinfecks ganzzahlige Vielfache der Lénge von e sind. Die beiden betrachteten
Strecken haben damit kein gemeinsames Mafl. Dies war eine sehr {iberraschende Entdeckung,
da man bisher davon ausging, dass alle Verhéltnisse rational sind.

Betrachten wir als Beispiel ein Rechteck ABC'D mit den Seitenlédngen |AB| = 65mm und
|AD| = 25mm, wie es im Bild 13 zu sehen ist.

D 65 mm C
Uns interessiert das Verhéltnis der Langen der bei-
den Rechteckseiten AB und AD. Dazu tragen wir =
die kiirzere Seite sooft auf der langeren nacheinan- ,_(E)
der ab, ohne die ldngere Strecke zu {ibertreffen. In o
unserem Beispiel konnen wir AD genau zweimal ab-

tragen. Dabei bleibt ein Rest DoB mit D|sB| = A D, D, B
15mm. Dieser Rest wird nun auf der kiirzeren Sei- 1

te sooft wie moglich nacheinander abgetragen, ohne
die kiirzere Seite zu iibertreffen. Bei uns ist das ge- A F E
nau einmal moglich. Dabei entsteht ein Rest ED
mit |[ED| = 10mm. Dieser Rest wird auf dem
vorhergehenden Rest abgetragen. Im Beispiel geht Bild 13: Ein Rechteck.

das genau einmal und es bleibt ein Rest F'E mit

|FE| = bmm. Auch dieser Rest wird auf dem vorhergehenden Rest so oft wie moglich ab-
getragen. Im Beispiel geht das genau zweimal, wobei dieses Mal kein Rest entsteht. Damit
endet das Verfahren und F'F ist das gemeinsame Maf§ der beiden Rechteckseiten, die damit
kommensurabel sind. Es ist |AB| = 13 - |FE| und |AD| = 5 - |FE|. Dieses Verfahren wird
spéter bei EUKLID (um 300 v.u.Z.) Wechselwegnahme heiflen.

Dieses Verfahren war schon den Handwerkern (etwa Zimmerleute oder Steinmetze) als prak-
tische Regel vor der Zeit des HIPPASOS bekannt, wie man in [3] lesen kann.

HippAasos hat diese praktische Regel nun auf eine geometrische Figur, das regelméfige
Fiinfeck, bzw. Pentagramm, welches ein Erkennungszeichen der Pythagoreer war, angewen-
det. Er suchte ein gemeinsames Maf fiir die Langen einer Diagonalen und einer Seite eines
regelméBigen Fiinfecks. Dabei konnte er bereits auf eine groffie Menge geometrischer Kennt-
nisse zuriickgreifen.

ABCDE ist ein regelmifliges Fiinfeck (Bild 14a), dann betrigt die Grole der Innenwinkel
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jeweils 108°. Weil ADFE gleichschenklig ist, miissen die Basiswinkel jeweils eine Gréfle von
36° haben.

E
A

S N
o N,

N\
o]

S

d

o3}

Bild 14: Winkel im regelméafligen Fiinfeck.

Dies gilt natiirlich auch fiir alle anderen Dreiecke, die von zwei Fiinfeckseiten und einer Dia-
gonalen gebildet werden (Bild 14b). Folglich hat der jeweils dritte Winkel in diesen fiinf Drei-
ecken die Grofle 108° und der Winkel, der von zwei Diagonalen eingeschlossen wird, die von
cinem Eckpunkt ausgehen, die Groie 36° (Bild 14¢). Damit ergibt sich, dass |[ZABE| = 72°
ist (Bild 14d). Folglich ist AB;E ein gleichschenkliges Dreieck mit |AFE| = |AB;|. Natiirlich
ist dann auch |AB,| = |CD,|, woraus auch |AC,| = |DB,| folgt.

Schliellich ist jede Diagonale parallel zu einer Fiinfeckseite und A;B;C D1 FE; ist ebenfalls
ein regelméBiges Fiinfeck.

E

In diesem kleineren Fiinfeck kénnen wieder die Dia-
gonalen eingezeichnet werden (Bild 15), und es ent-
steht dadurch ein weiteres regelméfliges Fiinfeck
Ay ByC9 Dy Ey im Inneren. Dieser Prozess lasst sich
beliebig lange fortsetzten, ohne das man ein Ende
erreicht.

Nun zur Wechselwegnahme: Wir betrachten die
Fiinfeckseite AE und die Diagonale AD. Wir tragen
auf AD von A aus in Richtung D die Strecke AE ab.
Da |AE| = |AB,]| ist, bleibt DBy iibrig. Nun wird
DB, von AB; weggenommen. Da |DB,| = |ACY|
ist, bleibt CyB; tibrig. Nun muss C;B; von ACY
weggenommen werden. Bild 15: Ein regelméfliges Fiinfeck mit
Weil im Viereck AC; Ay D; gegeniiberliegende Seiten Diagonalen, mit Diagonalen ... .
parallel zueinander sind, ist dieses Viereck ein Paral-

lelogramm (sogar ein Rhombus) und damit ist |[AC,| = |D;A,|, also auch |AC)| = |C1A4,].
Damit bedeutet das Wegnehmen von C B; von ACY, dass im Fiinfeck Ay B;C1 D1 FE; die Seite
C1B; von der Diagonalen € A; weggenommen werden muss. Damit beginnt der Prozess, den
wir im Fiinfeck ABC'DE begonnen haben von vorn, jetzt im Fiinfeck A; B;C1 D1 FE;.

Da dieser Prozess nie endet, gibt es kein gemeinsames Maf fiir eine Seite eines regelméfligen
Fiinfecks und einer Diagonalen dieses Fiinfecks. Das Verhéltnis |AE| : |AD| lasst sich damit
nicht als Verhéltnis zweier natiirlicher Zahlen ausdriicken, es ist nicht rational, das Verhéltnis
ist irrational. Diese Entdeckung hat die pythagoreische Mathematik /Philosophie in eine tiefe
Krise gestiirzt, da die Uberzeugung der Pythagoreer ,, Alles ist Zahl® (alles ldsst sich durch
natiirliche Zahlen 1, 2, 3, ... ausdriicken) nicht mehr stimmte.
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Aber zuriick zu unserem regelméfigen Fiinfeck (Bild 15). Dort sind die beiden Dreiecke

ACLE und ADE é&hnlich zueinander. Folglich ist ‘a%” = %. Weil |AC,| = |DB;| und

|AE| = |AB,| ist, folgt “ggﬂ = ﬁ%ﬂ. Das bedeutet aber, dass B; die Strecke AD im Gol-
denen Schnitt teilt. Auch dies war nach [3] HiPPASOS bekannt, auch wenn er es nicht so
bezeichnete. Vermutlich wurde diese spezielle Streckenteilung als Teilung nach dufSerem und
mittlerem Verhdltnis bezeichnet, so wie es spiater EUKLID im 6. Buch (Definition 3) (vgl.
[7]) seiner Elemente definierte. In [7] wird der Begriff stetige Teilung benutzt, aber in den
Anmerkungen dazu steht, dass der griechische Text von einer Teilung nach duflerem und
mittlerem Verhdltnis spricht.

Damit teilt aber jede Diagonale eines regelméafligen Fiinfecks jede andere Diagonale dieses
Fiinfecks im Goldenen Schnitt.

. e 1 DB ABi| 1, . N
Die Verhiltnisgleichung || 1 BII‘ = || T D1|| kénnen wir auch etwas verdndern:
[DBi| _ 1 _ 1 _ 1 also |DB1| _ 1
|AB;| — TADL — TAB{HIDB{[ — | DB [ABi| — 1 IDBil"
[AB)] [ABy] 4B, | [4B]
. .. . |DB;l| - . . .
Hier konnen wir ‘I = Bi‘l immer wieder ersetzen, sodass wir zu dem unendlichen Kettenbruch
|DB1| _ 1 1
AR = N gelangen.
1+
. 1
+
) 1
+
1
1+ —
Weil mit unserer Bezeichnung @ = ﬁ ist, gibt der Kettenbuch (4) eine Berechnungsmog-

lichkeit fiir @ an.

Weitere Konstruktionen

1. Eine einfache Konstruktion zur Teilung einer Strecke AB im Goldenen Schnitt haben
wir bereits oben (vgl. Bilder 9 und 10) kennengelernt. Diese Konstruktion geht auf HERON
(vermutlich 1. Jahrhundert u.Z.) zuriick (vgl. [10]).

2. Eine weitere Konstruktion stammt von EUKLID (etwa 300 v.u.Z.). In seinen Elementen,
sechstes Buch, §30 (vgl. [7]), wird die Aufgabe gestellt, eine gegebene Strecke AB stetig (d.h.
im Goldenen Schnitt) zu teilen.

Zuerst wird iiber AB das Quadrat ABC D gezeichnet (Bild 16a). Dann muss man ein Rechteck
finden, das am Strahl DA™ anliegt, den selben Flicheninhalt wie das Quadrat ABC'D hat
und der iiberstehende Teil selbst ein Quadrat ist.

Wenn das Rechteck EFGD (Bild 16a) gefunden ist, dann bezeichnen wir den Schnittpunkt
von FG mit AB mit P. Weil |ABCD| = |[EFGD)| ist und das Rechteck APGD zu beiden
Figuren gehort, ist natiirlich [PBCG| = |AEF P|. AuBlerdem ist AEF P ein Quadrat.

Aus |PBCG| = |AEFP| folgt |PG| - |PB| = |AP| - |AE|.

Mit |PG| = |AB| und |AE| = |AP| erhalten wir |AB| - |PB| = |AP| - |AP|, woraus sofort
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Bild 16: Goldener Schnitt nach EUKLID.

|PB| __ |AP|

Da P ein innerer Punkt von AB ist, ist |AB| > |AP).
Damit folgt aber auch aus |AB| - |PB| = |AP| - |AP|, dass |AP| > |PB| sein muss.
Damit ergibt sich insgesamt, dass P die Strecke AB im Goldenen Schnitt teilt.

Bleibt noch die Frage zu klaren, wie man das Rechteck D EF'G findet. Um dies herauszufinden
bezeichnen wir die Seitenlédngen der Quadrate ABC'D und AEF P mit a bzw. x (Bild 16b).
Wegen der Flichengleichheit von ABCD und DEFG muss dann a? = (a + ) - z, also

2? + ax — a® = 0 gelten. Daraus erhalten wir sofort 2,5, = —% + «/% +a?. Da z > 0 ist,

ist nur r = —3 + 1/% +a? = -5+ %\/5 moglich. Wir erhalten damit = + 5= %\/5 Eine
Strecke mit der Linge = + § finden wir in unserer Konstruktion sehr schnell, indem wir den
Mittelpunkt M von AD bestimmen. Dann ist |[ME| = z + §. Und fiir eine Strecke mit der
Lénge %\/5 betrachten wir das bei A rechtwinklige Dreieck ABM . Dort gilt ndmlich mit dem
Satz des PYTHAGORAS |[BM|* = \/a® + (%)? = %/5, womit |[ME| = |MB| folgt. Damit
lasst sich der Punkt E nun leicht konstruieren.

Damit ergibt sich aber auch eine verkiirzte Konstruktion fiir das Teilen der Strecke AB im
Goldenen Schnitt (Bild 16¢). Dazu wird in A die Senkrechte auf AB gezeichnet. M ist dann
ein Punkt auf dieser Senkrechten mit |AM |:%a. Der Kreis um M durch B schneidet den
Strahl M A" in E. Der Kreis um A durch E schneidet AB im gesuchten Punkt P, der AB
im Goldenen Schnitt teilt.

3. Die nun folgenede Konstruktion stammt von dem osterreichischen Kiinstler KURT HOF-
STETTER (1959), der diese 2005 in [5] verdffentlichte (vgl. auch [10]).

Gegeben sei eine Strecke AB. Um A und B zeichnen wir jeweils den Kreis mit dem Radius
|AB|. Diese beiden Kreise schneiden sich in C' und D (Bild 17a). Die Gerade durch C' und
D ist die Mittelsenkrechte von AB und schneidet AB im Mittelpunkt M. Um M zeichnen
wir einen weiteren Kreis mit dem Radius |AB|, der den bereits gezeichneten Kreis um B in
E schneidet, wobei E auf der selben Seite von AB liegen soll wie C'. Nun verbinden wir £
mit D und bezeichnen den Schnittpunkt mit AB mit P. P teilt AB im Goldenen Schnitt.
Die Richtigkeit dieser Behauptung beweisen wir jetzt.
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Dazu bezeichnen wir die Lange von AB mit
a (Bild 17b). Aufgrund der Konstruktion ist
ABD ein gleichseitiges Dreieck mit der Sei-
tenldnge a und M BE' ein gleichschenkliges
Dreieck mit der Basis M B (|]M B| = §) und
den Schenkeln M E und BFE, die Jewells die
Lénge a haben.

Das Lot von E auf M B hat den Fuflpunkt
N. Weil M BE gleichschenklig ist, ist N
der Mittelpunkt von M B. Weiterhin ist
he = EN die Hohe dieses Dreiecks auf der

Seite M B. a b

Im Dreieck ABD ist hy = MD die Drei-

ockshéhe auf der Seite SB. Bild 17: Goldener Schnitt nach KUrRT HOF-
Mit Hilfe des Satzes des Pythagoras erhal- STETTER.

ten wir

fiir h? = a® — (£)? = 3a® (im Dreieck AM D), woraus h; = %1/3 folgt und

fiir 73 = a® — (%)% = 134? (im Dreieck M NE), woraus hy = 2v/15 = 2+/3V/5 folgt.
Wegen des Strahlensatzes mit Zentrum P gilt £ = @ = 15, also |PN| = $V/5|PM|.

|PM|
Weil |[MP|+ |NP| = § ist, erhalten wir [MP|(1 + 1\/_) also |[MP| = f+2) = \/52—2@
Weil |[PN| = %\/_|PM| ist, erhalten wir [PN| = 1/5 - \/; 2g = 5245,
. |PB| _ IPNl+%  2=2aida g 95 3 B (3=VE)(VE+D) _ V-1

Nun berechnen wir ‘AP| = |PM|+‘§ = @H; WD) = i T (DD T 2 und
AP| _ [PMI+g _ Fatie _ 5

AB] = o :

Damit ist aber Eﬁ‘l \lgg‘l Well |PB| < |AP]| ist, teilt P die Strecke AB, wie behauptet, im

goldenen Schnitt.

4. Als Néchstes folgt eine Konstruktion, die 1982 von dem amerikanischen Kiinstler GEORGE
ODOM (1941 —2010) entdeckt wurde. (vgl. [9]). Er betrachtete ein gleichseitiges Dreieck ABC
mit der Seuitenlédnge 2a (Bild 17a). F und F sind die Mittelpunkte der Seiten AC' bzw. BC
und k der Umkreis dieses Dreiecks. Mit G wird der Schnittpunkt von EF* mit k bezeichnet.
Dann teilt F' die Strecke EG im Goldenen Schnitt.

Bild 18: Konstruktion nach GEORGE ODOM.

Zum Beweis dieser Behauptung bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von FE* mit k& mit H.
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Aus Symmetriegriinden ist |[EH| = |FG| und wir bezeichnen diese Lange mit b. Aufgrund des
Sehnensatzes ist dann |FG|-|FH| = |FC|-|FB|, also b-(a+b) = a-a, woraus b*+ab—a* = 0

folgt. Alsoist by = —2 41/ % + a2 = —2+ 2y/5. Weil b > 0 ist, ist b = —2 + 2¢/5 = Y314,

towird EGL b V-1 |[EF] _ _ _ _2 _ 51
Damltwu"d'E—F—E— 5 undIE_G_aLer_aJrV%z—la_ﬁH_ R
Also ist % = % Da auflerdem |F'G| < |EF]| ist, teilt der Punkt F' die Strecke SG im

Goldenen Schnitt, wie behauptet.

Damit kénnen wir zu einer gegebenen Strecke EF' einen Punkt G auf EF' so konstruieren,
dass F' die Strecke EG im Goldenen Schnitt teilt.

Aber wir konnen diese Eigenschaft des gleichseitigen Dreiecks auch zur Konstruktion der
Teilung einer gegebenen Strecke EG im Goldenen Schnitt nutzen (Bild 18b). Wir wihlen auf
EG einen beliebigen Punkt F” und konstruieren iiber FF” ein gleichseitiges Dreieck EF'C".
Dieses Dreieck erweitern wir zum gleichseitigen Dreieck A’B’C’, wobei E auf C'A’ und F’
auf C'B’ liegen und |C"A'| = 2|C"E| ist. k' ist der Umkreis von A’B'C’, der EF'* und G’
schneidet. N

Nun bestimmen £ (als Zentrum) und G'G eine zentrische Streckung (Bild 18c¢). Zeichnen wir
durch G die Parallele zu G'C’, so schneidet diese Parallele die Gerade g(A'C") durch A" und
C’ in C. Dann ist C' der Bildpunkt von C’ bei dieser zentrischen Streckung. Nun zeichnen
wir durch C' die Parallele zu C'B’, die EG in F', dem Bildpunkt von F’, schneidet. Da F” die
Strecke EG’ im Goldenen Schnitt teilt, teilt auch F' die Strecke FG im Goldenen Schnitt.

5. Es folgt noch eine Konstruktion fiir den Goldenen Schnitt auflerhalb der Strecke AB
(Bild 19).

—
-
—
—
—
-

Bild 19: Konstruktion zur dufleren Teilung im Goldenen Schnitt.

Gegeben sei eine Strecke AB mit |[AB| = s > 0 und M ist der Mittelpunkt von AB.

In M errichten wir die Senkrechte auf AB und legen darauf einen Punkt C' mit |[MC| = 3
fest.

Um A zeichnen wir einen Kreis durch M der AB~ in M’ schneidet.

Um B zeichnen wir einen Kreis durch M der BA~ in M" schneidet.

Der Kreis um M’ durch C schneidet AB~ in L und AB in G,.

Der Kreis um M” durch C schneidet BA™ in R und AB in G;.

Dann ist [M'C| = |M"C| = £v/5 und

TV(AB, L) = AL — 535 _ V541 _ V61

|BL S+5VE+s VB3 T 2 7
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_ AR _ 5+5VEts  \Bes VBl
TV(AB,R) = gr = *si55 = vsr1 = 2
L und R teilen damit AB auflerhalb im Goldenen Schnitt.

Wir rechnen weiter:
TV(AB,Gy) = A S+5_§f 3—v5 _ V6-1 und

|BG1| 5-5 0 VE-1 2
_\AG\_§5—£_\T1 Vo1
TV(AB,GQ) - \BG; - Sigig\z/g 3_ \[ 2

Damit teilen G; und G4 die Strecke AB innerhalb im Goldenen Schnitt. Mit der angegebenen
Konstruktion kénnen demzufolge nicht nur die &ufleren, sondern auch die inneren Teilpunkte
bestimmt werden, die eine Strecke im Goldenen Schnitt teilen.

6. Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir noch eine Konstruktion an, wie wir zu einer
gegebenen Strecke PB auf PB~ einen Punkt A so finden, dass P die Strecke AB im Goldenen
Schnitt teilt. Dabei ist klar, dass es genau zwei solche Punkte geben muss: Einer, der nédher
bei P liegt als B, und einer, der weiter weg von P liegt als P.

T

A, A Ple——b—>iB

Bild 20: Konstruktion zur duleren Teilung im Goldenen Schnitt.

Gegeben ist also eine Strecke PB, |PB| = b > 0. Dann errichten wir in B die Senkrechte
auf PB und bestimmen auf ihr einen Punkt C so, dass || = % ist (Bild 20). Nun zeichnen
wir eine Gerade durch P und C' und einen Kreis um C' durch B. Dieser Kreis schneidet die
Gerade g(PC) in den Punkten D; und §Ds, wobei D; auf der Strecke PC' liegen soll. Als
néchstes zeichnen wir zwei Kreise um P die durch D; bzw. Dy gehen. Der Kreis durch D,
schneidet PB~ in A; und der durch D, schneidet PB~ in A,. A; und A, sind die beiden
gesuchten Punkte, was wir durch die folgende Rechnung bestéatigen. Unter Beriicksichtigung
von |PC| = /5 gilt:

TV(AB,P) = Wl — 2573 _ Yoot g

|BP| b
b b b
TV(AB, P) = K2l wgfﬁg ﬁﬂ

Damit teilt aber P sowohl dle Strecke A P als auch die Strecke A, P im Goldenen Schnitt, wie

behauptet. Zusétzlich konnen wir noch feststellen, dass TV (A2 B, A;) = ||1?32;141|‘ =3 \b/gi -
2 2

\/52+ - = f ist. Damit teilt aber auch A; die Strecke AsB im Goldenen Schnitt.
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Konstruktion des regelmifligen Fiinf- und Zehnecks

Die letzte Konstruktion kénnen wir auch benutzen, um E
ein regelméfiges Fiinf- bzw. Zehneck zu konstruieren, >
wenn die Seitenldnge des Fiinf- bzw. Zehnecks vorge-
geben ist. Dazu bedenken wir, dass im regelmafiigen
Fiinfeck jede Diagonale jede andere Diagonale im Gol-
denen Schnitt teilt. Dies haben wir bereits bei den Be-
trachtungen zu Bild 15 gezeigt. In Bezug auf Bild 21
gilt dann z.B., dass C; die Strecke AD im Goldenen
Schinitt teilt und zwar so, dass TV (AD,C}) = @
ist. Weiterhin ist |DC,| = |DE| = s5 die Seitenldnge
des regelméfligen Fiinfecks. C'D A ist ein gleichschenk-
liges Dreieck, bei dem die Basis die Linge s5 hat und
die Schenkel Fiinfeckdiagonalen sind.

Nun wollen wir ein regelmifiges Fiinfeck konstruieren,  Bild 21: Regelmifliges Fiinfeck.
dessen Seitenlédnge s; vorgegeben ist. Dazu betrachten
wir eine Strecke C1D mit |C1D| = s5. Wir miissen nun auf C; D~ einen Punkt A so finden,

dass TV (AD,C,) = ‘/52_1 ist. Dazu benutzen wir die oben angegebene 6. Konstruktion.

T T
S IDC4| S
2
T _ v
A C1 e D A C1 D
a b c
Wir errichten auf CyD in D die Senktrechte E

(Bild 22a) und bestimmen dort den Punkt 7" so, dass

|DT| = LZC” ist. Der Kreis um T durch D schnei-

det C1T in S. Der Kreis um C; durch S schneidet S
C1 D~ in dem gesuchten Punkt A. Damit ist AD ei- '
ne Diagonale des gesuchten regelméfiigen Fiinfecks
mit der Seitenldnge ss.

Nun schneidet der Kreis um A durch D den Kreis
um D durch C; in der Halbebene ADE~ im
Punkt C' (Bild 22b). Das Dreieck CDA ist da-
her gleichschenklig, wobei die Schenkel Diagonalen
und die Basis eine Seite des gesuchten regelméfligen
Fiinfecks ist. Als néchstes konstruieren wir die Mit-
telsenkrechten dieses Dreiecks, die sich im Punkt M Bild 22: RegelméfBiges Fiinfeck.
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schneiden. M ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks C'DA und damit auch des ge-
suchten regelméfligen Fiinfecks (Bild 22¢). Nun miissen wir nur noch die Seitenlidnge s5 von
C' aus auf diesem Umkreis abtragen. Damit haben wir ein regelméfliges Fiinfeck ABCDFE
mit der vorgegebenen Seitenldnge s5 konstruiert.

Nun wollen wir ein regelméfiges Zehneck mit vorge-
gebener Seitenldnge s1¢ konstruieren. Dazu betrach-
ten wir Bild 23, in dem ein regelméfliges Zehneck
P P,...P;g zu sehen ist. Zusétzlich ist der Umkreis
mit dem Mittelpunkt M eingezeichnet. riq ist der
Umkreisradius. Verbinden wir die Eckpunkte mit
dem Mittelpunkt, so entstehen 10 zueinander kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke. s1g ist die Léinge
der Basis und ry die Schenkelldnge. Folglich schlie-
Ben die Schenkel einen Winkel von 39° ein.

Ein solches gleichschenkliges Dreieck haben wir be-
reits eben bei der Konstruktion des regelméfBiigen
Fiinfecks konstruiert (vgl. Bild 22). Folglich teilt der
Punkt C auf P,M mit |P,C| = s die Strecke Py M

im Goldenen Schnitt und es gilt TV (M P, C) = @ Bild 23: Regelméfiges Zehneck.

Ist nun die Seitenlénge s1¢ fiir ein regelméfiges Zehneck vorgegeben, so zeichnen wir zuerst

eine Strecke C'P; mit |C'Py|) = sjp. Nun miissen wir auf C'P; einen Punkt M so bestim-

men, dass TV (M Py, C) = @ gilt. Dies gelingt wieder mit der 6. Konstruktion von oben

(Bild 24a). Dann ist |M Py| = 710.

P3

M Ch—sm—#l P,

a b
Bild 24: Konstruktion des regelméfliges Zehnecks.

Nun zeichnen wir um M den Kreis durch P; und tragen auf ihm, bei P; beginnend, die
Seitenlénge s1g der Reihe nach ab. So erhalten wir das gewiinschte regelméflige Zehneck mit
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vorgegebener Seitenlinge s1o (Bild 24b).

Zum Abschluss werden wir noch ein regelméfliges Fiinf- bzw. Zehneck in einen gegebenen
Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 7 einbeschreiben.

Wir beginnen mit dem Zehneck. Auf dem Kreis wihlen wir einen beliebigen Punkt P; und
verbinden diesen mit dem Mittelpunkt (Bild 25a). Dann errichten wir auf M P, in M die
Senkrechte und bestimmen dort einen Punkt 7 so, dass |[MT| = % = ¢ ist (vgl. 1.
Konstruktion von oben). Der Kreis um 7" durch M schneidet T'P; in S. Anschlieflend schneidet
der Kreis um P; durch S die Strecke M P; in C. C' teilt die Strecke M P; im Goldenen Schnitt,
wobel TV(MP,,C) = @ gilt. Daher ist |P,C| = s19. Wir miissen diese Strecke nur noch
von P; beginnend nacheinander auf dem Kreis abtragen. Dies ergibt ein regelméfliges Zehneck

P P,...Py Py, das in den gegebenen Kreis einbeschrieben ist (Bild 25b).

Py P3

a b

Bild 25: Konstruktion des regelméfiigen Fiinf- bzw. Zehnecks, wenn der Umkreisradius gege-
ben ist.

Und nun suchen wir das einbeschriebene regelméflige Fiinfeck. Das haben wir schnell ge-
funden, indem wir von P; ausgehend jede zweite Ecke des einbeschriebenen regelméfligen
Zehnecks nacheinander verbinden. So erhalten wir das regelméflige Fiinfeck P, P3PsP; Py, das
dem gegebenen Kreis einbeschrieben ist (Bild 25b).

Mit diesen Betrachtungen beenden wir unsere kurze Einfithrung zum Goldenen Schnitt. Wir
wollen noch darauf hinweisen, dass es zu dieser Thematik noch sehr viel zu entdecken gibt.
So bestehen Verbindungen zur Natur (z.B. die Anordnung von Bléttern bei Pflanzen), zur
Architektur (z.B. das Alte Rathaus in Leipzig), zur bildenden Kunst (z.B. die Monalisa bzw.
die Aphrodite von Knidos), ... und natiirlich zur Mathematik (z.B. zu den Fibonacci-Zahlen).
Viel Spal und Erfolg beim weiteren Entdecken.
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