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Der Schweizer Mathematiker Jacob Steiner (1796 - 1863) führte 1826 in [13] den Begriff
der Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises ein. Auch die Begriffe Potenzgerade zweier
Kreise und Potenzpunkt von drei Kreisen werden dort geprägt. Mit den Eigenschaften, die
sich aus diesen Begriffen ableiten lassen, können speziell Sätze über Kreise bewiesen werden.

In dieser Abhandlung wollen wir die Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises kennenler-
nen, einige Eigenschaften herleiten und einige Sätze über Kreise beweisen. Dabei werden wir
auch Kreisbüschel und Kreisbündel kennenlernen und etwas Struktur in der Menge der Krei-
se eines Kreisbündels erkennen. Auch der Durchschnitt von zwei voneinander verschiedenen
Kreisbündeln wird uns interessiere. Dabei werden wir auch den Begriff der Potenzgeraden
verallgemeinern.

Unsere Betrachtungen bauen auf der Geometrie, die wir aus der Schule (Sekundarstufe I)
kennen, auf. Eine kurze Übersicht über das, was wir damit meinen, findet sich in [11].
Zum besseren Verständnis wird am Rand gelegentlich auf GeoGebra-Dateien hingewiesen.
Diese sollen den dort dargestellten Inhalt dynamisch veranschaulichen. Man kann Parameter
verändern und deren Auswirkungen auf die entsprechende Konstruktion betrachten.

Bevor wir jedoch die Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises definieren, befassen wir
uns mit Sätzen über Kreise, die schon in den Elementen des Euklid [6] zu finden sind.
Diese Sätze sollten wir zwar aus der Schule kennen, sie führen uns aber direkt zum Thema
der Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises und stellen daher einen guten Einstieg in
unsere Betrachtungen dar.

Dieses Material ist lizenziert unter einer Creative Commons Namensnen-
nung - Weitergabe unter gleichen Bedingungen 4.0 International Lizenz.

Lizenz ansehen unter https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de.
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1 SEHNEN, SEKANTEN UND TANGENTEN

1 Sehnen, Sekanten und Tangenten
GeoGebra
001Satz 1.1 (Sehnensatz).

Zeichnet man durch einen inneren Punkt P eines Kreises k, mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r, zwei Sehnen, die k in A und B bzw. C und D schneiden (Abbildung 1a), so
gilt: |PA| · |PB| = |PC| · |PD|.

Abbildung 1: Sehnensatz

Beweis. Wir betrachten die beiden Dreiecke PAC
und PBD. In beiden Dreiecken ist |∠CPA| =
|∠DPB| (Scheitelwinkel) und |∠PAC| = |∠BDP |
(Peripheriewinkel über BC) (Abbildung 1b).
Folglich sind diese beiden Dreiecke ähnlich zueinan-
der und es gilt |PA| : |PD| = |PC| : |PB|, also
|PA| · |PB| = |PC| · |PD|.
Damit ist der Satz bewiesen. GeoGebra

002
Satz 1.2 (Sekanten-Tangenten-Satz).
Zeichnet man durch einen äußeren Punkt P eines Kreises k, mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r, eine Sekante s, die k in A und B schneidet, und eine Tangente an k, die k
in T berührt, so gilt |PA| · |PB| = |PT |2 (Abbildung 2a).

Abbildung 2: Sekanten-Tangenten-Satz

Beweis. Wir verbinden T mit A und B und betrach-
ten die beiden Dreiecke PAT und PBT (Abbildung
2b).
Dann ist |∠PTA| = |∠TBA|, da der Sehnen-
Tangenten-Winkel ∠PTA und Peripheriewinkel
∠TBA jeweils halb so groß sind wie der zugehörige
Zentriwinkel ∠TMA, und der Winkel ∠APT ist in
beiden Dreiecken enthalten. Folglich sind diese bei-
den Dreiecke ähnlich zueinander. Damit ergibt sich
|PA| : |PT | = |PT | : |PB|, woraus |PT |2 = |PA| · |PB| folgt und der Satz ist bewiesen.

Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir nun den Sekantensatz. GeoGebra
003a

Satz 1.3 (Sekantensatz).
Zeichnet man durch einen äußeren Punkt P eines Kreises k, mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r, zwei Sekanten, die k in A und B bzw. C und D schneiden, so gilt |PA|·|PB| =
|PC| · |PD| (Abbildung 3a).

Abbildung 3: Sekantensatz

Beweis. Wir zeichnen eine Tangente von P an k.
Den Berührungspunkt bezeichnen wir mit T (Abbil-
dung 3b). Wegen des Satzes 1.2 gilt sowohl |PT |2 =
|PA|·|PB| als auch |PT |2 = |PC|·|PD|. Aus diesen
beiden Beziehungen ergibt sich sofort die Behaup-
tung |PA| · |PB| = |PC| · |PD| unseres Satzes, und
der Beweis ist erbracht.

Den Sekanten-Tangenten-Satz (Satz 1.2) könnten
wir auch als Spezialfall des Sekantensatzes (Satz 1.3)
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1 SEHNEN, SEKANTEN UND TANGENTEN

auffassen, wenn nämlich die Sekante PD sich nach
”
außen“ bewegt, bis die Punkte C und D

zusammenfallen. In diesem Fall wird die Sekante zur Tangente und die Gültigkeit des Satzes
1.2 würde sofort aus dem Satz 1.3 folgen. Dann müssten wir aber den Sekantensatz auf einem
anderen Weg beweisen.

Beim Sehnensatz lag der Punkt P innerhalb des Kreises k und beim Sekantensatz bzw.
Sekanten-Tangenten-Satz außerhalb. Die zugehörigen Behauptungen sehen gleich aus. Des-
halb fragen wir uns nun: Was passiert, wenn P auf dem Rand von k liegt?

P sei also ein Punkt auf dem Rand eines Kreises k (Abbildung 4). Auch in diesem Fall können GeoGebra
003bwir von P aus zwei Sehnen in den Kreis einzeichnen, die k außer in P noch in B bzw. D

schneiden. Wenn wir P = A = C setzen, dann ist |PA| = |PC| = 0 und wir erhalten auch
hier |PA| · |PB| = |PC| · |PD|(= 0). Damit ordnet sich dieser Spezialfall in die obigen Sätze
vollständig ein.

Abbildung 4:
P liegt auf k.

Wir können folglich die drei Sätze 1.1, 1.2 und 1.3 zusammen mit dem
Spezialfall (P auf k) zu einem Satz zusammenfassen.

Bevor wir dies jedoch tun, vereinbaren wir noch, dass wir Stre-
ckenlängen nicht nur absolut, sondern gelegentlich auch mit einem Vor-
zeichen versehen angeben wollen. Wir verwenden an Stelle von |AB|
für die Länge der Strecke AB den Wert l(AB), der vorzeichenbehaftet
ist.
Um diese vorzeichenbehaftete Länge einer Strecke zu erklären, betrach-
ten wir auf einer Geraden g zwei voneinander verschiedene Punkte A
und B. Durch die Reihenfolge

”
von A nach B“ ist auf g eine Richtung festgelegt, die wir als

positive Richtung von g bezeichnen wollen. Daher setzen wir l(AB) = +|AB|.
Sind nun C und D (C ̸= D) zwei weitere Punkte von g, so ist

� l(CD) = +|CD| genau dann, wenn die Richtung von C nach D mit der von A nach B
übereinstimmt, oder

� l(CD) = −|CD| genau dann, wenn die Richtung von C nach D entgegengesetzt der
von A nach B ist (Abbildung 5). GeoGebra

004

Abbildung 5: Vorzeichenbehaftete Längen

Darüber hinaus ist auch klar, dass l(CD) = −l(DC) ist.
Ist C = D, so ist natürlich l(CD) = l(DC) = 0.

Mithilfe von vorzeichenbehafteten Streckenlängen können wir nun die drei Sätze 1.1, 1.2 und
1.3 wie folgt zusammenfassen.

Satz 1.4 (Sehnen-Sekanten-Satz).
Sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r, sowie P ein beliebiger Punkt.

4



1 SEHNEN, SEKANTEN UND TANGENTEN

Weiterhin sei g eine Gerade, die k in den beiden (nicht notwendig verschiedenen) Punkten
A und B schneidet.
Dann ist l(PA) · l(PB) = const., unabhängig von der Wahl der Geraden g (Abbildung 6).

Abbildung 6:
Sehnen-Sekanten-
Satz

Da wir jetzt vorzeichenbehaftete Abstände verwenden ist klar, dass
l(PA) · l(PB) > 0 genau dann, wenn P außerhalb von k,
l(PA) · l(PB) = 0 genau dann, wenn P auf k und
l(PA) · l(PB) < 0 genau dann, wenn P innerhalb von k liegt.

Den Wert l(PA) · l(PB) bezeichnet Steiner als die Potenz des Punk-
tes P bezüglich eines Kreises k (vgl. [13]). Damit befassen wir uns im
nächsten Abschnitt.

Vorher werden wir noch einen Satz beweisen, den wir später benötigen.

Satz 1.5 (Südpol-Satz).
In jedem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechte einer Seite und die Halbierende des ge-
genüberliegenden Winkels in einem Punkt auf dem Umkreis des Dreiecks. Auch der Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten mit der zugehörigen Außenwinkelhalbierenden liegt auf diesem
Umkreis (Abbildung 7).

Abbildung 7: Südpol-Satz

Beweis. Zum Beweis nehmen wir ein Dreieck ABC
mit seinem Umkreis k und dem Umkreismittelpunkt
Mu. Wir betrachten eine beliebige Dreiecksseite, z.
B. AB, und die zugehörige Mittelsenkrechte mc, die
AB in L schneidet. Diese Mittelsenkrechte schnei-
det k in S und N , wobei S auf dem Kreisbogen über
AB liegt, der C nicht enthält.
wγ ist die Winkelhalbierende des Winkels ∠ACB
und wγ′ die Halbierende des zugehörigen Nebenwin-
kels.

Ist |AC| = |BC|, dann fallen mc und wγ zusammen (Abbildung 7a). Daher haben sie auch
den Punkt S gemeinsam.
Da weiterhin die Winkelhalbierende wγ′ des Außenwinkels in C senkrecht zur Winkelhalbie-
renden wγ ist und SC ein Durchmesser des Kreises k ist, ist wγ′ Tangente an k in C. Folglich
geht wγ′ durch den Punkt N , der in diesem Fall mit C zusammenfällt.
Damit ist der Satz aber in diesem Fall bewiesen.

Ist |AC| ̸= |BC|, dann sind mc und wγ verschieden voneinander (Abbildung 7b). Da ∠ACS
ein Peripheriewinkel über AS ist, ist dieser halb so groß wie der zugehörige Zentriwinkel
∠AMuS, d.h., |∠ACS| = 1

2
|∠AMuS|.

Nun sind aber auch ∠SCB und ∠SMuB Peripherie- und Zentriwinkel über SB, d.h., |∠SCB| =
1
2
|∠SMuB|.

Weil die beiden Dreiecke ALMu und BLMu kongruent zueinander sind (Ssw), ist auch
|∠AMuS| = |∠SMuB| und damit |∠ACS| = |∠SCB|. Folglich liegt S auf der Winkel-
halbierenden wγ.
Weil SN ein Durchmesser von k ist, ist ∠SCN ein rechter Winkel (Satz des Thales). Folg-
lich muss N auf wγ′ liegen, da die Halbierenden eines Dreieckswinkels und des zugehörigen
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2 POTENZ EINES PUNKTES BEZÜGLICH EINES KREISES

Außenwinkels senkrecht zueinander sind.
Folglich ist der Satz auch in diesem Fall, und damit insgesamt bewiesen.

2 Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises

Nach diesen Vorbereitungen im 1. Kapitel können wir nun die Potenz eines Punktes bezüglich
eines Kreises nach Steiner definieren.

Definition 2.1 (Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises). GeoGebra
005Seien P ein Punkt, k ein Kreis mit dem Radius r um den Mittelpunkt M und g eine Gerade

durch P , die mit k die Punkte A und B gemeinsam hat, so heißt pot(P, k) = l(PA) · l(PB)
die Potenz von P bezüglich k.

Hier können wir auch gleich den Grenzfall betrachten, in dem der Kreis k um M den Radius
r = 0 hat. Dann fallen die Punkte A, B und M zusammen und es ist pot(P,M) = |PM |2.
In diesem Fall können wir von der Potenz eines Punktes bezüglich eines Punktes sprechen.

Auch können wir gleich eine Folgerung, die sich direkt aus Satz 1.2 ergibt, angeben.

Folgerung 2.1.
Seien k ein Kreis, P ein Punkt außerhalb dieses Kreises und T der Berührpunkt einer Tan-
gente von P an k, so gilt pot(P, k) = |PT |2.

Abbildung 8: P liegt im Innern von k

Auch für Punkte innerhalb eines Kreises gibt es ei-
ne ähnliche, spezielle Bestimmung der Potenz des
Punktes bezüglich des Kreises.

Nehmen wir zuerst an, dass P nicht mit dem Mit-
telpunkt M von k zusammenfällt (Abbildung 8a).
Wir verbinden P mit M . Diese Verbindungsgerade
schneidet k in A und B. AB ist dann ein Durchmes-
ser von k. Weiterhin ist CD die zu AB senkrechte
Sehne von k, die durch P geht. Folglich ist wegen Satz 1.4 pot(P, k) = l(PC) · l(PD). Da aber
|PC| = |PD| ist, ergibt sich pot(P, k) = l(PC) · l(PD) = −|PD|2 = −(1

2
|CD|)2 = −1

4
|CD|2.

Nehmen wir nun an, dass P = M ist (Abbildung 8b). Dann ist AB ein beliebiger Durchmes-
ser von k und CD ist der dazu senkrechte Durchmesser von k.
Auch hier gilt pot(P, k) = l(PC) · l(PD) = −|PD|2 = −(1

2
|CD|)2 = −1

4
|CD|2.

Damit ergibt sich die

Folgerung 2.2.
Seien k ein Kreis, P ein Punkt innerhalb dieses Kreises und CD die Sehne von k, die durch
P geht und senkrecht zu einem Kreisdurchmesser durch P ist, so gilt:
pot(P, k) = −1

4
|CD|2 = −|PD|2.

In den Abbildungen 9a und b sind noch einmal die Folgerungen 2.1 und 2.2 veranschaulicht.

Schaut man sich diese beiden Abbildungen an, so scheinen sie zusammenzugehören
Ist nämlich k ein Kreis mit der Radius r und dem Mittelpunkt M und ist P ein Punkt
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2 POTENZ EINES PUNKTES BEZÜGLICH EINES KREISES

außerhalb von k, so schneidet die Gerade g durch P und M den Kreis k in den beiden
Punkten A und B, wobei A zwischen P und M liegt. Mit T bezeichnen wir den Berührpunkt
einer Tangente von P an k und fällen von T das Lot auf g. Q bezeichnet den Schnittpunkt
dieses Lotes mit g (Abbildung 9c). Es ist klar, dass Q zwischen A und M liegt.

Abbildung 9: A, B, P und Q sind vier harmonische Punkte

Ist andererseits Q ein innerer Punkt von k, der nicht mit M zusammenfällt, dann bestimmen
Q und M eine Gerade g, die k in A und B scheidet. Wir bezeichnen die beiden Schnittpunkte
so, dass Q zwischen A und M liegt. Nun errichten wir in Q die Senkrechte auf g, die k in
einem Punkt T schneidet. Die Tangente in T an k schneidet g in einem Punkt P .
Mit diesen beiden Konstruktionen wird jedem Punkt P außerhalb eines Kreises k genau ein
Punkt Q innerhalb von k zugeordnet und umgekehrt, jedem inneren Punkt Q (Q ̸= M)
wird genau ein äußerer Punkt von k zugeordnet. Später werden wir dies als Einstieg in eine
besondere Abbildung der Ebene (vorerst ohne dem Punkt M) auf sich benutzen.
Hier wollen wir nur anmerken, dass die beiden Dreiecke PMT und QMT ähnlich zueinander
sind, da sie beide rechtwinklig sind und denWinkel ∠TMQ gemeinsam haben (Abbildung 9c).
Aus dieser Ähnlichkeit ergibt sich |PM | : r = r : |QM |. Dies bedeutet aber, dass r die mittlere
Proportionale bzw. das geometrische Mittel von |PM | und |QM | ist.
Durch Umstellen erhalten wir |PM | = r2

|QM | . (1)

Als nächstes betrachten wir P und Q als Teilpunkte der Strecke AB und werden zeigen, dass
P die Strecke AB im selben Verhältnis außen teilt wie Q innen.

Dazu berechnen wir
|QB| · |PA| = (|QM |+ r) · (|PM | − r) und mit (1) folgt
|QB| · |PA| = (|QM |+ r) · ( r2

|QM | − r) = r3

|QM | − |QM | · r (2)
und
|QA| · |PB| = (r − |QM |) · (r + |PM |) und mit (1) folgt
|QA| · |PB| = (r − |QM |) · (r + r2

|QM |) =
r3

|QM | − |QM | · r. (3)

Da in (2) und (3) die rechten Seiten übereinstimmen, müssen auch die linken Seiten gleich

sein, also |QB| · |PA| = |QA| · |PB| bzw. |PA|
|PB| =

|QA|
|QB| . Damit teilt aber P die Strecke AB

außen im selben Verhältnis wie Q innen. Das bedeutet aber auch, dass P und Q die Strecke
AB harmonisch teilt, A, B, P und Q sind also vier harmonische Punkte.

Dieses kleine Nebenergebnis fassen wir zusammen in der

Folgerung 2.3.
k ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r und g eine Gerade, die k in A und
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2 POTENZ EINES PUNKTES BEZÜGLICH EINES KREISES

B schneidet. Sind P und Q zwei Punkte die nach der obigen Konstruktion für Abbildung 9c
bestimmt sind, dann ist r die mittlere Proportionale bzw. das geometrische Mittel von |PM |
und |QM | und A, B, P und Q sind vier harmonische Punkte.

Nun wenden wir uns wieder der Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises zu und geben
noch eine Bestimmungsmöglichkeit für diese Potenz an.

Wir betrachten dazu wieder einen Punkt P und einen Kreis k mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r.

Abbildung 10: pot(P, k) = |PM |2 − r2

� Liegt P außerhalb von k (Abbildung 10a), zeichnen wir eine Tangente von P an k und
bezeichnen den Berührpunkt mit T . MT ist dann der zugehörige Berührradius. Weil
nach Folgerung 2.1 pot(P, k) = |PT |2 ist und das Dreieck PMT bei T rechtwinklig ist,
ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras pot(P, k) = |PT |2 = |PM |2 − |MT |2, also
pot(P, k) = |PM |2 − r2.

� Liegt P innerhalb von k und ist P ̸= M (Abbildung 10b), dann zeichnen wir den
Durchmesser AB von k ein, der durch P geht und betrachten die dazu senkrechte
Sehne CD durch P . Zusätzlich zeichnen wir den Radius MD ein. Wegen Folgerung 2.2
ist pot(P, k) = −|PD|2. Wegen der Rechtwinkligkeit des Dreiecks PMD bei P gilt mit
dem Satz des Pythagoras pot(P, k) = −|PD|2 = −(|MD|2−|PM |2) = −(r2−|PM |2) =
|PM |2 − r2, also auch in diesem Fall pot(P, k) = |PM |2 − r2.

� Liegt P innerhalb von k und ist P = M (Abbildung 10c), dann ist p = |PM | = 0
und es gilt pot(P, k) = −r2 = 0 − r2 = |PM |2 − r2. Damit gilt auch in diesem Fall
pot(P, k) = |PM |2 − r2.

� Liegt P auf dem Rand von k (Abbildung 10d), so ist pot(P, k) = 0. In diesem Fall ist
|PM | = |PM | = r und folglich gilt auch hier pot(P, k) = |PM |2 − r2.

Damit gilt der folgende

Satz 2.1 (pot(P, k) = |PM |2 − r2).
Seien P ein Punkt, k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r, so gilt:
pot(P, k) = |PM |2 − r2.

An dieser Stelle weisen wir auch darauf hin, dass der Satz 2.1 auch im Grenzfall r = 0 gilt,
wie das oben nach der Definition 2.1 bereits erwähnt wurde.
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3 POTENZGERADE

3 Potenzgerade

Nachdem wir die Potenz eines Punktes P bezüglich eines Kreises k mit dem Mittelpunkt
M und dem Radius r bestimmt haben, können wir z. B. danach fragen, wo alle diejenigen
Punkte liegen, die dieselbe Potenz bezüglich k haben, wie ein vorgegebener Punkt P .
Die Antwort auf diese Frage ergibt sich sofort aus dem Satz 2.1.

Abbildung 11: Punkte mit derselben Potenz bezüglich k

Sind k ein Kreis (Mittelpunkt M , Radius r) und P ein Punkt, so fragen wir nach der Lage
aller derjenigen Punkte P ∗, die bezüglich k dieselbe Potenz haben wie P . Für die Punkte P ∗

soll also pot(P ∗, k) = pot(P, k) gelten. Daher muss wegen Satz 2.1 |P ∗M |2−r2 = |PM |2−r2 =
const. gelten. Das heißt aber, dass |P ∗M |2 = |PM |2, also |P ∗M | = |PM | sein muss. Dies
bedeutet aber, dass alle Punkte P ∗ auf einem Kreis k∗ um M mit |MP | als Radius liegen.
In Abbildung 11 sind die verschiedenen Fälle für die Lage von P bezüglich k dargestellt. Im
Fall P = M (Abbildung 11c) entartet k∗ zu einem Punkt, also einen Kreis mit dem Radius
0.

Als nächstes fragen wir, ob es auch Punkte gibt, die bezüglich zweier verschiedener Kreise
dieselbe Potenz haben. Dazu betrachten wir zwei Kreise k1 (Mittelpunkt M1, Radius r1)
und k2 (Mittelpunkt M2, Radius r2) und unterscheiden vier verschieden Lagenmöglichkeiten
dieser beiden Kreise:

a) k1 und k2 haben keinen Punkt gemeinsam und sind nicht konzentrisch. Dabei kann ein
Kreis im Innern des anderen liegen oder keiner der beiden Kreise liegt im Innern des
anderen.

b) k1 und k2 haben keinen Punkt gemeinsam und sind konzentrisch.

c) k1 und k2 haben genau einen Punkt gemeinsam. Dabei kann ein Kreis im Innern des
anderen liegen oder keiner der beiden Kreise liegt im Innern des anderen.

d) k1 und k2 haben genau zwei Punkt gemeinsam.

Abbildung 12 zeigt diese vier Fälle.

In den Fällen b), c) und d) lässt sich die Frage, ob es Punkte gibt, die bezüglich der beiden
Kreise dieselbe Potenz haben, schnell beantworten.

9



3 POTENZGERADE

Abbildung 12: Lagenmöglichkeiten von zwei verschiedenen Kreisen

Im Fall b), wenn k1 und k2 konzentrisch sind, gibt es wegen Satz 2.1 keinen Punkt P , für
den pot(P, k1) = pot(P, k2) gilt.
Im Fall c), wenn k1 und k2 genau einen Punkt O gemeinsam haben, gilt pot(O, k1) =
pot(O, k2) = 0. Folglich ist O ein Punkt der bezüglich der beiden Kreise dieselbe Potenz
hat.

Abbildung 13: k1 und k2 haben genau
zwei gemeinsame Punkte

Im Fall d), wenn k1 und k2 genau zwei Punkte A und
B gemeinsam haben, gilt pot(A, k1) = pot(A, k2) =
0 und pot(B, k1) = pot(B, k2) = 0. Damit sind A
und B zwei Punkte, die bezüglich der beiden Kreise
dieselbe Potenz haben.
In diesem Fall finden wir aber sofort einen weiteren
Punkt, der bezüglich k1 und k2 dieselbe Potenz hat
(Abbildung 13). Ist nämlich O der Schnittpunkt von
AB mit g = g(M1M2), so gilt wegen Folgerung 2.2
(AB ⊥ g) pot(O, k1) = pot(O, k2) = −|OB|2.
Der Fall a), wenn k1 und k2 keine Punkte gemeinsam
haben und nicht konzentrisch sind, benötigt eine ei-
gene, zusätzliche Betrachtung.

Wir betrachten zuerst zwei Kreise, von denen keiner im Innern des anderen liegt. Dann suchen
wir nach einem Punkt O auf g = g(M1M2), der zu beiden Kreisen dieselbe Potenz hat. Ein
solcher Punkt O kann nur außerhalb der beiden Kreise liegen, denn läge er im Innern oder
auf dem Rand eines Kreises, so wäre seine Potenz bezüglich dieses Kreises kleiner oder gleich
0 und die Potenz zum anderen Kreis größer als 0.

Abbildung 14: O liegt zwischen M1 und
M2.

Weiterhin muss ein solcher Punkt O zwischen M1

und M2 liegen (Abbildung 14). In den anderen bei-
den Fällen, wenn M1 zwischen O und M2 oder M2

zwischen O und M1 liegt, sind die Tangentenab-
schnitte von O an k1 und k2 nie gleichlang (Ab-
bildung 15).
Das bedeutet aber pot(O, k1) ̸= pot(O, k2) und
O kann nur zwischen M1 und M2 liegen (Abbil-
dung 14).

10



3 POTENZGERADE

Also fragen wir, ob es einen Punkt O zwischenM1 undM2, der weder zu k1 noch zu k2 gehört,
so gibt, dass die Tangentenabschnitte von O an k1 und k2 gleichlang sind (Abbildung 14).

Abbildung 15: O liegt nicht zwischen M1 und M2.

Wenn es einen solchen Punkt O gibt, dann muss t1 = t2, d.h., t
2
1 = t22, also

|M1O|2 − r21 = |M2O|2 − r22 gelten. Aufgrund der Lage der Punkte gilt dann auch
|M1O|2 − r21 = (|M1M2| − |M1O|)2 − r22, und damit
|M1O|2 − r21 = |M1M2|2 − 2|M1M2||M1O|+ |M1O|2 − r22. Daraus erhalten wir
2|M1M2||M1O| = |M1M2|2 + r21 − r22, bzw.

|M1O| = |M1M2|2+r21−r22
2|M1M2| . (1)

Damit gibt es genau einen solchen Punkt O, so dass die zugehörigen Tangentenabschnitte
von O an k1 und k2 die selbe Länge haben. Der Vollständigkeit halber zeigen wir noch, dass
r1 < |M1O| < |M1M2| − r2 ist, womit O tatsächlich zwischen M1 und M2 außerhalb von k1
und k2 liegt.

Weil im betrachteten Fall (Abbildung 14) sowohl |M1M2| − r1 + r2 > 0 als auch |M1M2| −
r1 − r2 > 0 ist, gilt
(|M1M2| − r1 + r2) · (|M1M2| − r1 − r2) > 0, bzw.
|M1M2|2 − 2|M1M2|r1 + r21 − r22 > 0. Daraus ergibt sich
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| > r1, d.h., r1 < |M1O|.

Andererseits ist 0 < r1 < |M1M2| − r2, woraus
r21 < (|M1M2| − r2)

2 folgt. Daraus erhalten wir
r21 − r22 < |M1M2|2 − 2|M1M2|r2, und damit
|M1M2|2 + r21 − r22 < 2|M1M2|2 − 2|M1M2|r2, woraus sich
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| < |M1M2| − r2 ergibt und folglich |M1O| < |M1M2| − r2 gilt.

Damit gibt es im Fall a), wenn keiner der beiden betrachteten Kreise im Innern des anderen
liegt, genau einen Punkt O auf g(M1M2), der dieselbe Potenz zu den beiden Kreisen hat.
Dieser Punkt liegt zwischen M1 und M2 und ist durch (1) eindeutig bestimmt.

Nun betrachten wir den Fall a), wenn einer der beiden Kreise im Innern des anderen liegt.
Gibt es auch in dieser Situation einen Punkt O auf g(M1M2), der dieselbe Potenz zu den
beiden Kreisen hat.

Für die folgenden Betrachtungen ist k1, der Kreis, der im Innern von k2 liegt. Die beiden
Mittelpunkte fallen nicht zusammen, da die beiden Kreise, im betrachteten Fall a), nicht
konzentrisch sind (Abbildung 16a). Ein Punkt O auf g(M1M2), der zu beiden Kreisen dieselbe
Potenz hat, kann nicht

� auf dem Rand eines der beiden Kreise liegen, da O dann bezüglich des einen Kreises

11



3 POTENZGERADE

die Potenz 0 und bezüglich des anderen Kreises eine Potenz verschieden von 0 hätte,

� im Innern von k2, aber außerhalb von k1 liegen, da dann die Potenz von O bezüglich
k2 negativ und bezüglich k1 positiv wäre,

� im Innern von k1 (und damit auch im Innern von k2) liegen, da dann wegen Folge-
rung 2.2 pot(O, k1) ̸= pot(O, k2) gelten würde.

Abbildung 16: k1 liegt im Innern von k2.

Also kann der gesuchte Punkt O von g(M1M2) nur außerhalb von k2 liegen.
Dann gilt entweder, dass M2 zwischen M1 und O (Abbildung 16b) oder M1 zwischen M2 und
O (Abbildung 16c) liegt.

Liegt M2 zwischen M1 und O, so gilt
t21 = |M1O|2 − r21. Ersetzen wir |M1O| durch |M2O|, so erhalten wir
t21 = |M1O|2 − r21 > |M2O|2 − r21. Nun ersetzen wir noch r1 durch r2 und erhalten
t21 = |M1O|2 − r21 > |M2O|2 − r21 > |M2O|2 − r22 = t22. Also ist t21 > t22 und damit gilt
pot(O, k1) > pot(O, k2). Folglich kann der gesuchte Punkt nur so liegen, dass M1 zwischen
M2 und O liegt (Abbildung 16c).

Nehmen wir in dieser Situation an, dass pot(O, k1) = pot(O, k2) ist, d.h., es gilt t
2
1 = t22, also

|M1O|2 − r21 = |M2O|2 − r22. Da |M2O| = |M1O|+ |M1M2| ist, ergibt sich
|M1O|2 − r21 = (|M1O|+ |M1M2|)2 − r22,
|M1O|2 − r21 = |M1O|2 + 2|M1O||M1M2|+ |M1M2|2 − r22, und damit

|M1O| = − |M1M2|2+r21−r22
2|M1M2| . (2)

Damit gibt es genau einen solchen Punkt O, so dass O dieselbe Potenz bezüglich k1 und k2
hat. Auch hier zeigen wir der Vollständigkeit halber noch, dass |M1O| + |M1M2| > r2 ist,
womit O tatsächlich zwischen M1 und M2 außerhalb von k2 liegt (Abbildung 16c).
Dazu beginnen wir mit r2 − |M1M2| > r1 und erhalten durch Quadrieren
r22 − 2|M1M2|r2 + |M1M2|2 > r21 und daraus
|M1M2|2−r21+r22 > 2|M1M2|r2. Nun subtrahieren wir auf beiden Seiten 2|M1M2| und erhalten
−|M1M2|2 − r21 + r22 > 2|M1M2|r2 − 2|M1M2|2, bzw.
−|M1M2|2 − r21 + r22 > 2|M1M2|(r2 − |M1M2|), woraus sich
− |M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| > r2 − |M1M2|, bzw.
|M1O|+ |M1M2| > r2 ergibt.

Damit gibt es im Fall a), wenn einer der beiden Kreise (k1) im Innern des anderen liegt,
genau einen Punkt O auf g(M1M2), der dieselbe Potenz zu den beiden Kreisen hat. Dieser

12



3 POTENZGERADE

Punkt O liegt so, dass M1 zwischen O und M2 und ist durch (2) eindeutig bestimmt.
Damit ist auch der Fall a) abgeschlossen.

Es fällt natürlich auf, dass sich die beiden Bestimmungsgleichungen (1) und (2) für den Punkt
O nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Durch Verwendung von vorzeichenbehafteten
Längen können wir diese beiden Gleichungen zu einer zusammenfassen. Dabei setzen wir
l(M1M2) > 0 voraus und erhalten damit

l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| (3)

zur Bestimmung der Lage des Punktes O im Fall a).

Diese Gleichung funktioniert auch in den Fällen c) und d) zur Beschreibung der Lage des
Punktes O.

Abbildung 17: k1 und k2 haben genau einen gemeinsamen Punkt.

Im Fall c), wenn k1 und k2 genau einen Punkt gemeinsam haben (Abbildung 17), unterschei-
den wir zwei Lagemöglichkeiten: Beide Kreise haben keine inneren Punkte gemeinsam oder
der eine Kreis liegt im Innern des anderen. In beiden Lagemöglichkeiten ist der gemeinsame
Punkt O der beiden Kreise ein Punkt der Geraden g durch M1 und M2 und er hat bezüglich
der beiden Kreise dieselbe Potenz, nämlich 0.

Unter Verwendung von vorzeichenbehafteten Längen kann die Lage von O auf g wie folgt
beschrieben werden: l(M1O) = ±r1, je nach dem, ob die beiden Kreise keine inneren Punkte
gemeinsam haben oder ein Kreis im Innern des anderen liegt.

Wir zeigen nun, dass wir dieses Ergebnis auch durch Verwendung der Gleichung (3) erhalten.
Dabei bedenken wir, dass |M1M2| = r1 + r2 genau dann gilt, wenn die beiden Kreise keinen
inneren Punkt gemeinsam haben, und |M1M2| = r2 − r1 (größerer Radius minus kleinerer
Radius) genau dann gilt, wenn ein Kreis im Innern des anderen liegt.

Wenn die beiden Kreise keinen inneren Punkt gemeinsam haben, dann wird (3) zu

l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| =
(r1+r2)2+r21−r22

2(r1+r2)
=

2r21+2r1r2
2(r1+r2)

= 2r1(r1+r2)
2(r1+r2)

= +r1.

Wenn einer der beiden Kreise im Inneren des anderen liegt, dann wird (3) zu

l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| =
(r2−r1)2+r21−r22

2(r2−r1)
=

2r21−2r1r1
2(r2−r2)

= 2r1(r1−r2)
2(r2−r1)

= −r1.

Da dies aber den oben bestimmten Werten entspricht, können wir feststellen, dass die Glei-
chung (3) auch im Fall c), wenn die beiden Kreise genau einen Punkt gemeinsam haben,
gilt.

Nun überprüfen wir die Gleichung (3) noch für den den Fall d), wenn die beiden Kreise genau
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3 POTENZGERADE

zwei Punkte gemeinsam haben (Abbildung 18).

Abbildung 18: k1 und k2 haben genau zwei gemeinsame Punkte.

Der Punkt O auf der Geraden g durch M1 und M2 ist der Schnittpunkt von g mit der
Verbindungsgeraden der beiden Schnittpunkte A und B der beiden Kreise. Wir zeigen nun,
dass sich die Lage von O auf g ebenfalls mit der Gleichung (3) beschreiben lässt.
Dazu setzen wir wieder l(M1M2) > 0, also l(M1M2) = |M1M2| voaraus.
Es gilt |M1O|2 = r21 + |OA|2 und |M2O|2 = r22 + |OA|2, woraus
|M1O|2.|M2O|2 = r21 − r22 bzw.
(l(M1O) + l(M2O)) · (l(M1O)− l(M2O)) = r21 − r22 folgt.
Da l(M1O)− l(M2O) = |M1M2| und l(M2O) = −|M1M2|+ l(M1O) ist, ergibt sich weiter
(2l(M1O)− |M1M2|)|M1M2| = r21 − r22, also

l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| .

Damit ist auch klar, dass die Gleichung (3) die Lage von O im Fall d) beschreibt, und es gilt
der folgende

Satz 3.1 (Potenzpunkt zweier Kreise).
Sind k1 (Mittelpunkt M1, Radius r1) und k2 (Mittelpunkt M2, Radius r2) zwei nicht konzentri-
sche Kreise, dann gibt es auf der Verbindungsgeraden g von M1 und M2 genau einen Punkt

O mit pot(O, k1) = pot(O, k2). Die Lage von O auf g wird durch l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2|
(wobei l(M1M2) > 0 ist) eindeutig bestimmt.

Diesen, auf g(M1M2) eindeutig bestimmten Punkt O, der zu den beiden Kreisen k1 und k2
dieselbe Potenz hat, nennen wir Potenzpunkt der beiden Kreise. GeoGebra

006
An dieser Stelle wollen wir auch darauf hinweisen, dass der Satz 3.1 auch dann gilt, wenn
r1 = 0 oder r2 = 0 ist.

Abbildung 19: Potenzpunkt zweier Kreise mit r1 = 0 und r2 > 0.

14



3 POTENZGERADE

In Abbildung 19 ist diese Situation für r1 = 0 und r2 > 0 für verschiedene Lagemöglichkeiten
von M1 bezüglich k2 dargestellt. Ist r1 = 0 und r2 = 0, dann ist O der Mittelpunkt der
Strecke M1M2.

Nun erinnern wir uns daran, dass im Fall d), wenn die beiden Kreise genau zwei Punkte
gemeinsam haben, auch jeder dieser beiden Punkte dieselbe Potenz bezüglich der beiden
Kreise hat. Die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte geht durch O und ist senkrecht auf
g = g(M1M2). Das motiviert uns zur Frage, ob es in den anderen Fällen auf der Senkrechten
zu g durch O ebenfalls weitere Punkte gibt, die zu den beiden Kreisen dieselbe Potenz haben.

Abbildung 20

Also, wir betrachten zwei Kreise k1 und k2, die nicht konzentrisch sind und den Punkt O von
g, der zu beiden Kreisen dieselbe Potenz hat. Ferner sei s die Senkrechte zu g, die durch O
geht und P (̸= O) ein beliebiger Punkt von s. Abbildung 20 zeigt verschiedene Situationen.

Wegen Satz 2.1 gilt pot(P, k1) = |PM1|2 − r21. Da im rechtwinkligen Dreieck POM1 mit dem
Satz des Pythagoras |PM1|2 = |PO|2 + l(M1O)2 folgt, erhalten wir
pot(P, k1) = |PO|2 + l(M1O)2 − r21. Nun gilt im Dreieck POM2 ebenfalls mit dem Satz des
Pythagoras |PO|2 = |PM2|2 − l(M2O)2, woraus sich
pot(P, k1) = |PM2|2 − l(M2O)2 + l(M1O)2 − r21 ergibt.
Mit l(M2O) = −|M1M2|+ l(M1O) erhalten wir
pot(P, k1) = |PM2|2 − (−|M1M2|+ l(M1O))2 + l(M1O)2 − r21, bzw.
pot(P, k1) = |PM2|2 − |M1M2|2 + 2|M1M2|l(M1O)− r21.

Wegen Satz 3.1 ist l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| , womit

pot(P, k1) = |PM2|2 − r22, also pot(P, k1) = pot(P, k2) folgt.

Abbildung 21: TEXT

Damit hat jeder Punkt P von s bezüglich der beiden
Kreise k1 und k2 dieselbe Potenz.

Nun zeigen wir noch, dass es keinen Punkt P ∗ au-
ßerhalb von s gibt, der zu beiden Kreisen dieselbe
Potenz hat.

Dazu nehmen wir an, dass es einen solchen Punkt
P ∗ außerhalb von s gibt. Dieser Punkt kann nicht
auf g liegen, da auf g der Punkt O der einzige Punkt
ist, der zu den beiden Kreisen dieselbe Potenz hat.
Also muss P ∗ auch außerhalb von g liegen.
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Nun fällen wir von P ∗ das Lot auf g = g(M1M2) und erhalten dort den Lotfußpunkt O∗

(Abbildung 21). Es gilt O∗ ̸= O, da P ∗ nicht auf s liegt.

Da wir annehmen, dass P ∗ dieslbe Potenz zu k1 und k2 hat, muss
|P ∗M1|2 − r21 = |P ∗M2|2 − r22, bzw.
|M1O

∗|2 + |P ∗O∗|2 − r21 = |M2O
∗|2 + |P ∗O∗|2 − r22 gelten. Daraus erhalten wir

|M1O
∗|2 = |M2O

∗|2 + r21 − r22. Da l(M2O
∗) = −|M1M2|+ l(M1O

∗) ist, folgt
|M1O

∗|2 = (−|M1M2|+ l(M1O
∗))2 + r21 − r22, bzw.

|M1O
∗|2 = |M1M2|2 − 2|M1M2|l(M1O

∗) + l(M1O
∗)2 + r21 − r22, woraus sich

2|M1M2|l(M1O
∗) = |M1M2|2 + r21 − r22 und damit l(M1O

∗) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| ergibt.

Da aber auch l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| gilt, folgt sofort l(M1O
∗) = l(M1O), woraus O∗ = O

folgt. Dies widerspricht aber unserer obiger Annahme, und es gibt außerhalb von s keinen
Punkt P ∗, der zu beiden Kreisen dieselbe Potenz hat.
Damit gilt der

Satz 3.2.
Sind k1 (Mittelpunkt M1, Radius r1) und k2 (Mittelpunkt M2, Radius r2) zwei nicht konzen-

trische Kreise und ist O derjenige Punkt auf g = g(M1M2) der durch l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2|
(wobei l(M1M2) > 0 ist) eindeutig bestimmt ist, dann liegen auf der Senkrechten s zu g durch
O alle Punkte, die zu k1 und k2 dieselbe Potenz haben. Darüber hinaus hat jeder Punkt von
s dieselbe Potenz zu den beiden Kreisen.

Der Geraden s geben wir einen Namen in der folgenden

Definition 3.1 (Potenzgerade zweier Kreise).
Die nach Satz 3.2 eindeutig bestimmte Gerade s heißt Potenzgerade der beiden Kreise k1 GeoGebra

007und k2.

Nun können wir die Potenzgerade, die wir im Folgenden mit p bezeichnen, zu zwei nicht
konzentrischen Kreisen leicht konstruieren, nämlich dann, wenn die beiden Kreise genau
einen oder genau zwei Punkte gemeinsam haben (Abbildung 22).

Abbildung 22: Potenzgerade zu zwei verschiedenen Kreisen mit gemeinsamen Punkten

Wie konstruieren wir aber die Potenzgerade zu zwei nicht konzentrischen Kreisen k1 und k2,
die keinen Punkt gemeinsam haben?
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Zur Lösung dieses Problems nutzen wir einen Hilfskreis h mit dem Mittelpunkt H. Dabei
wählen wir h so, dass er sowohl k1 als auch k2 in jeweils zwei Punkten schneidet (Abbil-
dung 23).

Abbildung 23: Potenzgerade zu zwei verschiedenen Kreisen ohne gemeinsame Punkte (M1 ̸=
M2)

Die Schnittpunkte von h mit ki (i = 1, 2) bestimmen die Potenzlinie pi zu h und ki. Weil
k1 und k2 nicht konzentrisch sind, sind die beide Potenzlinien nicht parallel zueinander und
schneiden sich in einem Punkt S.

Weil S auf p1 liegt, hat S bezüglich h und k1 dieselbe Potenz.
Weil S aber auch auf p2 liegt, hat S bezüglich h und k2 dieselbe Potenz.
Folglich hat S auch bezüglich k1 und k2 dieselbe Potenz, ist also ein Punkt der Potenzgeraden
p von k1 und k2. Nun brauchen wir nur noch das Lot von S auf g(M1M2) zu fällen, um die
gesuchte Potenzgerade zu k1 und k2 zu erhalten.

Abbildung 24: Potenzgerade für zwei Kreise mit r1 = 0 und r2 > 0 bzw. r1 = 0 und r2 = 0.

Auch hier ist natürlich klar, dass wir die Grenzfälle r1 = 0 oder r2 = 0 mit berücksichtigen
können. In Abbildung 24a - c ist für r1 = 0 und r2 > 0 und verschiedene Lagen von M1

bezüglich k2 die Potenzgerade eingezeichnet. Für r1 = 0 und r2 = 0 (Abbildung 24d) ist die
zugehörige Potenzgerade einfach die Mittelsenkrechte der beiden Punkte.

Bei unseren Überlegungen zur Konstruktion der Potenzgeraden zu zwei sich nicht schneiden- GeoGebra
008den Kreisen haben wir auch festgestellt, dass S ein Punkt ist, der zu drei Kreisen (h, k1 und
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Abbildung 25: Drei Kreise und ihr Potenzpunkt.

k2) die gleiche Potenz hat. Dieser Punkt heißt Potenzpunkt der drei Kreise. Er existiert im-
mer, wenn die Mittelpunkte der drei Kreise nicht auf einer Geraden liegen. In Abbildung 25a
ist der Potenzpunkt S zu drei Kreisen (k1, k2 und k3) konstruiert. In dieser Situation ist die
Potenz von S bezüglich der drei Kreise positiv. In Abbildung 25b hat S die Potenz 0 zu den
drei Kreisen und in Abbildung 25c ist die Potenz negativ.

Abbildung 26: Potenzpunkt dreier
Kreise mit Kreis k∗.

Bei dieser Gelegenheit bemerken wir auch, dass im
Falle positiver Potenz des Punktes S bezüglich drei-
er Kreise, die Tangentenabschnitte von S an diese
drei Kreise dieselbe Länge haben (Abbildung 26).
Damit gibt es genau einen Kreis k∗ um S, der
durch die Tangentenberührpunkte geht. Da auch die
Berührradien der Kreise senkrecht auf den Tangen-
ten von S aus stehen, schneidet k∗ die drei Kreise
jeweils rechtwinklig.

In unseren bisherigen Überlegungen zum Potenz-
punkt dreier Kreise lagen die drei Kreismittelpunkte
nicht auf einer Geraden. Nun untersuchen wir den
Fall, in dem die drei Kreismittelpunkte auf einer Geraden liegen (Abbildung 27). Wir unter-
scheiden dazu verschiedene Lagemöglichkeiten: GeoGebra

009

� Mindestens zwei der drei Kreise sind konzentrisch (Abbildung 27a). Da es zu konzen-
trischen Kreisen keinen Punkt gibt, der bezüglich dieser beiden Kreise dieselbe Potenz
hat, kann es hier keinen gemeinsamen Potenzpunkt geben.

� Die drei Kreise sind in allgemeiner Lage (Abbildung 27b und c). Dann sind die drei
Potenzgeraden je zweier Kreise zueinander parallel, da sie senkrecht zur Verbindungs-
geraden der Mittelpunkte sind. Folglich gibt es auch hier keinen eindeutig bestimmten
gemeinsamen Potenzpunkt. Aber es kann möglich sein, dass die drei Potenzgeraden
zusammenfallen (Abbildung 27c). Dann gibt es unendlich viele Potenzpunkte zu diesen
drei Kreisen.

� Die drei Kreise haben genau zwei gemeinsame Punkte (Abbildung 27d). Dann fallen
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die drei Potenzgeraden je zweier Kreise zusammen und folglich gibt es unendlich viele
Potenzpunkte zu diesen drei Kreisen.

� Die drei Kreise haben genau einen gemeinsamen Punkt (Abbildung 27e). Auch hier
fallen die drei Potenzgeraden zusammen und damit gibt es unendlich viele Potenzpunkte
zu diesen drei Kreisen.

Abbildung 27: Gibt es hier einen Potenzpunkt?

Die drei Lagemöglichkeiten aus den Abbildungen 27c - e werden uns im anschließenden
Abschnitt wieder begegnen.

Zusammenfassend folgern wir

Satz 3.3 (Potenzpunkt zu drei Kreisen).
Liegen die Mittelpunkte von drei Kreisen nicht auf einer Geraden, gibt es genau einen Punkt,
der bezüglich dieser drei Kreise dieselbe Potenz hat. Die Potenzgeraden zu je zwei dieser Krei-
se gehen durch diesen Potenzpunkt.
Liegen die Mittelpunkte von drei Kreisen auf einer Geraden, dann gibt es keinen eindeu-
tig bestimmten Potenzpunkt der drei Kreise. Fallen in bestimmten Lagebeziehungen die drei
Potenzgeraden zusammen, dann gibt es unendlich viele Potenzpunkte für die drei Kreise.

Wir erwähnen auch hier, dass Satz 3.3 ebenfalls in den Grenzfällen (r1 = 0 oder r2 = 0 oder
r3 = 0) richtig ist. In Abbildung 28 sind verschiedene Situation gezeigt, in denen wenigstens
einer der Radien 0 ist.
Liegen die Mittelpunkte nicht auf einer Geraden und sind alle drei Kreisradien gleichzeitig
0, dann ist der zugehörige Potenzpunkt S der Schwerpunkt des Dreiecks M1M2M3.
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Abbildung 28: Auch hier gibt es Potenzpunkte.

Nun wollen wir uns mit einer weiteren Eigenschaft der Potenzgeraden befassen. Dazu erinnern
wir uns an Satz 2.1 der besagt, dass für die Potenz eines Punktes X bezüglich eines Kreises
k (Mittelpunkt M , Radius r) stets pot(X, k) = |MX|2 − r2 gilt.

Daraus ergibt sich sofort für die Potenzgerade die

Folgerung 3.1.
Die Potenzgerade zweier Kreise k1 (Mittelpunkt M1, Radius r1) und k2 (Mittelpunkt M2,
Radius r2) ist die Menge aller Punkte X, für die |M1X|2 − r21 = |M2X|2 − r22 gilt.

Liegt X nicht auf der Potenzgeraden der beiden Kreise k1 und k2, so so ist |M1X|2 − r21 ̸=
|M2X|2− r22. Im Folgenden wollen wir die Differenz dieser beiden Werte untersuchen. Vorher
erläutern wir jedoch noch, wie wir mit vorzeichenbehafteten Längen auf zueinander parallelen
Geraden umgehen wollen.

Abbildung 29: Vorzeichenbehaftete
Längen auf parallelen Geraden.

Dazu betrachten wir zwei zueinander parallele Ge-
raden g und g′ (Abbildung 29). Auf g sind zwei von-
einander verschiedene Punkte A und B festgelegt.
Mit

”
von A nach B“ ist die Richtung von g be-

stimmt, womit l(AB) > 0 ist.
Nun fällen wir von A und B die Lote auf g′ und
erhalten die Lotfußpunkte A′ und B′. Die Richtung
von g′ legen wir mit

”
von A′ nach B′“ fest. In die-

sem Fall sagen wir, dass die zueinander parallelen Geraden g und g′ dieselbe Richtung haben,
sie sind gleichgerichtet. Damit ist auch l(A′B′) > 0.
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3 POTENZGERADE

Abbildung 30: Zur Differenz der Poten-
zen von X bezüglich k1 und k2.

Nun zurück zu unserer Fragestellung. Sind k1 (Mit-
telpunkt M1, Radius r1) und k2 (Mittelpunkt M2,
Radius r2) zwei Kreise, p die zugehörige Potenzge-
rade und X ein beliebiger Punkt. Wir fragen jetzt
nach der Differenz pot(X, k1)− pot(X, k2).

Durch X zeichnen wir die Parallele g′ zu g =
g(M1M2) und legen fest, dass diese beiden Geraden
dieselbe Richtung haben, wobei l(M1M2) > 0 seien
soll. X ′ ist der Schnittpunkt von g′ mit p und O′ der
Fußpunkt des Lotes von X auf g (Abbildung 30).
Dann ist wegen Satz 2.1
pot(X, k1)−pot(X, k2) = |M1X|2−r21−|M2X|2+r22
= (l(M1O) + l(X ′X))2 + |O′X|2 − r21 − ((|M1M2| − (l(M1O) + l(X ′X)))2 + |O′X|2) + r22
= −r21 − |M1M2|2 + 2|M1M2| · (l(M1O) + l(X ′X)) + r22.

Ersetzen wir l(M1O) mit l(M1O) =
|M1M2|2+r21−r22

2|M1M2| nach Satz 3.2, so erhalten wir

pot(X, k1)− pot(X, k2) = 2|M1M2| · l(X ′X). GeoGebra
010Dies ist der Inhalt eines Satzes von John Casey (1820 - 1891, irischer Mathematiker), den

man z.B. in [2], S.211, findet.

Satz 3.4 (Satz von Casey).
Sind k1 (Mittelpunkt M1, Radius r1) und k2 (Mittelpunkt M2, Radius r2) zwei Kreise, p die
zugehörige Potenzgerade, X ein beliebiger Punkt und X ′ der Fußpunkt des Lotes von X auf
p. Weiterhin seien die Geraden g(M1M2) und g(X ′X) gleich gerichtet, wobei l(M1M2) > 0
gelte. Dann ist pot(X, k1)− pot(X, k2) = 2|M1M2| · l(X ′X).

Dieser Satz besagt auch, dass auf jeder Parallelen zur Potenzgerade zweier Kreise alle Punkte
liegen, für die die Differenz der Potenzen zu beiden Kreisen konstant ist. Wir wollen diese
Gerade Fastpotenzgerade mit dem Wert 2|M1M2| · l(X ′X) nennen.

Wir können uns nun, in Analogie zum Potenzpunkt dreier Kreisen fragen, ob sich auch die
Fastpotenzgeraden zu drei Kreisen, die zur jeweiligen Potenzgeraden den selben Wert haben,
in einem Punkt schneiden. Dazu betrachten wir drei Kreise k1, k2, k3 mit den Radien r1, r2,
r3 und den Mittelpunkten M1, M2, M3, die nicht auf einer Geraden liegen (Abbildung 31).
p12, p23 und p31 sind die drei zugehörigen Potenzgeraden, die sich im Potenzpunkt S der drei
Kreise schneiden. f12 und f23 sind die beiden Fastpotenzgeraden, die parallel zu p12 bzw. p23
sind und bezüglich dieser beiden Potenzgeraden den selben Wert w haben. Dann gilt für den
Schnittpunkt S∗ dieser beiden Fastpotenzgeraden
pot(S∗, k1)− pot(S∗, k2) = w und (1)
pot(S∗, k2)− pot(S∗, k3) = w. (2)

Nun zeichnen wir durch S∗ die Parallele f31 zu p31. Dies ist eine Fastpotenzgerade, für die
pot(S∗, k3)− pot(S∗, k1) = (pot(S∗, k2)− w)− (w − pot(S∗, k2)) wegen (2) und (1), also
pot(S∗, k3)− pot(S∗, k1) = −2w gilt.
Das heißt aber, dass die zu p31 parallele Fastpotenzgerade mit dem Wert w nicht durch S∗

geht. Nur im Fall w = 0 gehen die drei betrachteten Fastpotenzgeraden durch einen Punkt,
da sie mit den entsprechenden Potenzgeraden zusammenfallen. Wir erhalten also die
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3 POTENZGERADE

Abbildung 31: Zum Schnitt von drei Fastpotenzgeraden.

Folgerung 3.2.
Sind k1, k2, k3 drei Kreise mit den Radien r1, r2, r3 und den Mittelpunkten M1, M2, M3, die
nicht auf einer Geraden liegen, dann gehen die drei zugehörigen Fastpotenzgeraden mit dem
Wert w (w ̸= 0) nicht durch einen gemeinsamen Punkt.

Andererseits, bezeichnen wir den Schnittpunkt der beiden Fastpotenzgeraden f12 und f23
mit den Werten w1 bzw. w2 mit S∗, so gilt pot(S∗, k1) − pot(S∗, k2) = w1 und pot(S∗, k2) −
pot(S∗, k3) = w2. Daraus folgt, dass für die Fastpotenzgerade f31, die durch S∗ geht, nach
den obigen Überlegungen pot(S∗, k3)−pot(S∗, k1) = −(w1+w2) gilt. Damit erhalten wir den
folgenden GeoGebra

011
Satz 3.5.
Sind k1, k2, k3 drei Kreise mit den Radien r1, r2, r3 und den Mittelpunkten M1, M2, M3, die
nicht auf einer Geraden liegen, dann schneiden sich die drei zugehörigen Fastpotenzgeraden
f12, f23 und f31 mit dem Wert w1, w2 bzw. −(w1 + w2) in genau einen gemeinsamen Punkt
S∗.

Abbildung 32: Drei Kreise mit kollinearen
Mittelpunkten

Im Zusammenhang mit den Fastpotenzgera-
den betrachten wir nun drei Kreise k1, k2, k3
mit den Radien r1, r2, r3 und den Mittelpunk-
ten M1, M2, M3, wobei diese Mittelpunkte auf
einer Geraden g liegen und paarweise verschie-
den voneinander sind. Die Gerade g ist gerich-
tet und wir setzen l(M1M2) > 0.
p12, p23 und p31 bezeichnen die Potenzgeraden
je zweier Kreise und O12, O23 und O31 sind die
Schnittpunkte dieser Potenzgeraden mit g.
Weiterhin betrachten wir drei PunkteX12,X23
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3 POTENZGERADE

und X31, von denen wir die Lote auf g fällen. F12, F23 und F31 sind die zugehörigen Lotfuß-
punkte und die zugehörigen Lote bezeichnen wir mit f12, f23 und f31. Diese drei Lote fassen
wir als Fastpotenzgeraden mit den Werten w12, w23 und w31 bezüglich der zugehörigen Kreise
k1 und k2, k2 und k3, k3 und k1 auf (Abbildung 32).

Im Folgendem wollen wir die Verhältnisse l(F23F31)
l(M1M2)

, l(F31F12)
l(M2M3)

und l(F12F23)
l(M3M1)

bestimmen.

Anschließend werden wir untersuchen, unter welchen Bedingungen Gleichheit besteht.

Dazu stellen wir zuerst einige Beziehungen bereit.

Nach Satz 3.2 gilt:

l(M3O31) =
|M3M1|2+r23−r21

2l(M3M1)
(1), l(M3O23) =

|M3M2|2+r23−r22
2l(M3M2)

(2),

l(M2O23) =
|M2M3|2+r22−r23

2l(M2M3)
(3), l(M2O12) =

|M2M1|2+r22−r21
2l(M2M1)

(4),

l(M1O12) =
|M1M2|2+r21−r22

2l(M1M2)
(5), l(M1O31) =

|M1M3|2+r21−r23
2l(M1M3)

(6).

Weil X23 zu k2 und k3 gehört, gilt w23 = pot(X31, k3) − pot(X31, k1) = 2l(M2M3)l(O23F23),
woraus l(O23F23) =

w23

2l(M2M3)
folgt. (7)

Weil X31 zu k3 und k1 gehört, gilt w31 = pot(X31, k3) − pot(X31, k1) = 2l(M3M1)l(O31F31),
woraus l(O31F31) =

w31

2l(M3M1)
folgt. (8)

Weil X12 zu k1 und k2 gehört, gilt w12 = pot(X31, k3) − pot(X31, k1) = 2l(M1M2)l(O12F12),
woraus l(O12F12) =

w12

2l(M1M2)
folgt. (9)

Wir beginnen mit l(F23F31) und rechnen:

l(F23F31) =

= l(M3F31)− l(M3F23)

= (l(M3O31) + l(O31F31))− (l(M3O23) + l(O23F23))

= l(M3O31)− l(M3O23) + l(O31F31)− l(O23F23)

Nun verwenden wir (1),(2), (8) und (7) an den entsprechenden Stellen

=
|M3M1|2+r23−r21

2l(M3M1)
− |M3M2|2+r23−r22

2l(M3M2)
+ w31

2l(M3M1)
− w23

2l(M2M3)

=
l(M3M2)·(|M3M1|2+r23−r21)−l(M3M1)·(|M3M2|2+r23−r22)

2l(M3M1)l(M3M2)
+ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

2l(M3M1)l(M2M3)

=
−l(M3M2)r21+l(M3M1)r22+(l(M3M2)−l(M3M1))r23+l(M3M2)|M3M1|2−l(M3M1)|M3M2|2

2l(M3M1)l(M3M2)
+ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

2l(M3M1)l(M2M3)

Bedenken wir, dass l(M3M2)− l(M3M1) = l(M1M2) ist, dann erhalten wir

=
−l(M3M2)r21+l(M3M1)r22+l(M1M2)r23−l(M3M2)l(M3M1)(l(M3M2)−l(M3M1))

2l(M3M1)l(M3M2)
+ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

2l(M3M1)l(M2M3)

Bedenken wir wieder, dass l(M3M2)− l(M3M1) = l(M1M2) ist, dann erhalten wir

=
−l(M3M2)r21+l(M3M1)r22+l(M1M2)r23−l(M3M2)l(M3M1)l(M1M2)

2l(M3M1)l(M3M2)
+ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

2l(M3M1)l(M2M3)

= l(M1M2)
2

· [−l(M3M2)r21+l(M3M1)r22+l(M1M2)r23−l(M3M2)l(M3M1)l(M1M2)

l(M1M2)l(M3M1)l(M3M2)
+ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M3M1)l(M2M3)
]

= l(M1M2)
2

· [ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].
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Damit erhalten wir:
l(F23F31)
l(M1M2)

= 1
2
· [ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Wir führen noch die folgenden beiden Abkürzungen ein:

K3 =
l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
und K =

r21
l(M3M1)l(M1M2)

+
r22

l(M1M2)l(M2M3)
+

r23
l(M2M3)l(M3M1)

+ 1.

Damit wird dann l(F23F31)
l(M1M2)

= 1
2
· [K3 −K]. (10)

Nun setzen wir mit l(F31F12) fort und rechnen:

l(F31F12) =

= l(M1F12)− l(M1F31)

= (l(M1O12) + l(O12F12))− (l(M1O31) + l(O31F31))

= l(M1O12)− l(M1O31) + l(O12F12)− l(O31F31)

Nun verwenden wir (5),(6), (9) und (8) an den entsprechenden Stellen

=
|M1M2|2+r21−r22

2l(M1M2)
− |M1M3|2+r21−r23

2l(M1M3)
+ w12

2l(M1M2)
− w31

2l(M3M1)

=
l(M1M3)·(|M1M2|2+r21−r22)−l(M1M2)·(|M1M3|2+r21−r23)

2l(M1M2)l(M1M3)
+ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

2l(M1M2)l(M3M1)

=
(l(M1M3)−l(M1M2))r21−l(M1M3)r22+l(M1M2)r23+l(M1M3)|M1M2|2−l(M1M2)|M1M3|2

2l(M1M2)l(M1M3)
+ l(M3M1)w12−l(M1M3)w31

2l(M1M2)l(M3M1)

Bedenken wir, dass l(M1M3)− l(M1M2) = l(M2M3) ist, dann erhalten wir

=
l(M2M3)r21−l(M1M3)r22+l(M1M2)r23−l(M1M3)l(M1M2)(l(M1M3)−l(M1M2))

2l(M1M2)l(M1M3)
+ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

2l(M1M2)l(M3M1)

Bedenken wir wieder, dass l(M1M3)− l(M1M2) = l(M2M3) ist, dann erhalten wir

=
l(M2M3)r21−l(M1M3)r22+l(M1M2)r23−l(M1M3)l(M1M2)l(M2M3)

2l(M1M2)l(M1M3)
+ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

2l(M1M2)l(M3M1)

= l(M2M3)
2

· [ l(M2M3)r21−l(M1M3)r22+l(M1M2)r23−l(M1M3)l(M1M2)l(M2M3)

l(M2M3)l(M1M2)l(M1M3)
+ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M2M3)l(M1M2)l(M3M1)
]

= l(M2M3)
2

· [ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M2M3)l(M3M1)l(M1M2)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Damit erhalten wir:
l(F31F12)
l(M2M3)

= 1
2
· [ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Wir führen noch die folgenden beiden Abkürzungen ein:

K1 =
l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
und K ist wie oben.

Damit wird dann l(F31F12)
l(M2M3)

= 1
2
· [K1 −K]. (11)

Schließlich müssen wir noch l(F12F23) berechnen:

l(F12F23) =

= l(M2F23)− l(M2F12)

= (l(M2O23) + l(O23F23))− (l(M2O12) + l(O12F12))

= l(M2O23)− l(M2O12) + l(O23F23)− l(O12F12)

Nun verwenden wir (3),(4), (7) und (9) an den entsprechenden Stellen
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=
|M2M3|2+r22−r23

2l(M2M3)
− |M2M1|2+r22−r21

2l(M2M1)
+ w23

2l(M2M3)
− w12

2l(M1M2)

=
l(M2M1)·(|M2M3|2+r22−r23)−l(M2M3)·(|M2M1|2+r22−r21)

2l(M2M3)l(M2M1)
+ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

2l(M2M3)l(M1M2)

=
l(M2M3)r21+(l(M2M1)−l(M2M3))r22−l(M2M1)r23+l(M2M1)|M2M3|2−l(M2M3)|M2M1|2

2l(M2M3)l(M2M1)
+ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

2l(M2M3)l(M1M2)

Bedenken wir, dass l(M2M1)− l(M2M3) = l(M3M1) ist, dann erhalten wir

=
l(M2M3)r21+l(M3M1)r22−l(M2M1)r23−l(M2M1)l(M2M3)(l(M2M1)−l(M2M3))

2l(M2M3)l(M2M1)
+ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

2l(M2M3)l(M1M2)

Bedenken wir wieder, dass l(M2M1)− l(M2M3) = l(M3M1) ist, dann erhalten wir

=
l(M2M3)r21+l(M3M1)r22−l(M2M1)r23−l(M2M1)l(M2M3)l(M3M1)

2l(M2M3)l(M2M1)
+ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

2l(M2M3)l(M1M2)

= l(M3M1)
2

· [ l(M2M3)r21+l(M3M1)r22−l(M2M1)r23−l(M2M1)l(M2M3)l(M3M1)

l(M3M1)l(M2M3)l(M2M1)
+ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M3M1)l(M2M3)l(M1M2)
]

= l(M3M1)
2

· [ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M3M1)l(M1M2)l(M2M3)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Damit erhalten wir:
l(F12F23)
l(M3M1)

= 1
2
· [ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− r21

l(M3M1)l(M1M2)
− r22

l(M1M2)l(M2M3)
− r23

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Wir führen noch die folgenden beiden Abkürzungen ein:

K2 =
l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
und auch hier ist K wie oben.

Damit wird dann l(F12F23)
l(M3M1)

= 1
2
· [K2 −K]. (12)

Nun haben wir die drei Verhältnisse l(F23F31)
l(M1M2)

(10), l(F31F12)
l(M2M3)

(11) und l(F12F23)
l(M3M1)

(12) bestimmt.

Wir können feststellen, dass diese drei Verhältnisse im Allgemeinen nicht übereinstimmen.

Jedoch im Fall w12 = w23 = w31 = 0 ist K1 = K2 = K3 = 0 und damit gilt:
l(F23F31)
l(M1M2)

= l(F31F12)
l(M2M3)

= l(F12F23)
l(M3M1)

.

In diesem Fall fallen die Fastpotenzgeraden mit mit den zugehörigen Potenzgeraden zusam-
men (f12 = p12, f23 = p23, f31 = p31) und wir können die obige Beziehung auch wie folgt
schreiben:
l(O23O31)
l(M1M2)

= l(O31O12)
l(M2M3)

= l(O12O23)
l(M3M1)

.

Dieses Ergebnis hat bereits Darij Grinberg in [8] bewiesen.

Nehmen wir aber an, dass nicht alle Werte w12, w23, w31 gleichzeitig 0 sind und sich wie im
Satz 3.5 ein Wert (z.B. w31) als das Produkt aus der Summe der beiden anderen Werte mit
−1 ergibt, also z.B. w31 = −(w12 + w23).
Setzen wir dies in K1 und K3 ein, so erhalten wir:

K∗
1 = l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
= l(M3M1)w12+l(M1M2)(w12+w23)

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
= l(M1M2)w23+(l(M3M1)+l(M1M2))w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
.

Da l(M3M1) + l(M1M2) = −l(M2M3) ist, ergibt sich

K∗
1 = l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
.

Analog folgt

K∗
3 = l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
= −l(M2M3)(w12+w23)−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
= −(l(M2M3)+l(M3M1))w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
.
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Da l(M2M3) + l(M3M1) = −l(M1M2) ist, folgt

K∗
3 = l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
.

Damit ist aber K∗
1 = K∗

3 = K2, und folglich gilt auch für die drei Fastpotenzgeraden f12, f23,
f31 mit den Werten w12, w23, w31 in dem Fall, dass einer dieser Werte gleich dem Produkt
aus der Summe der anderen beiden Werte mit −1 ist:
l(F23F31)
l(M1M2)

= l(F31F12)
l(M2M3)

= l(F12F23)
l(M3M1)

. (13)

Gibt es noch weitere Möglichkeiten für w12, w23, w31, für die (13) gilt?
Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir w12 = x · w31 und w23 = y · w31 (x, y ∈ R).

Nehmen wir an, dass l(F12F23)
l(M3M1)

= l(F23F31)
l(M1M2)

gilt.

Folglich muss K2 = K3 sein. Da die Nenner dieser beiden Ausdrücke aber identisch und
ungleich 0 sind, muss
l(M1M2)w23 − l(M2M3)w12 = l(M2M3)w31 − l(M3M1)w23 sein.
Mit den Vorgaben von oben für w12 und w32 erhalten wir
l(M1M2)yw31 − l(M2M3)xw31 = l(M2M3)w31 − l(M3M1)yw31, also
[l(M1M2)y − l(M2M3)x− l(M2M3) + l(M3M1)y]w31 = 0.
Ist w31 = 0, dann folgt sofort, dass auch w12 = w23 = 0 ist, und wir erhalten den Fall, dass
die Fastpotenzgeraden mit den zugehörigen Potenzgeraden zusammenfallen.
Ist w31 ̸= 0, dann ergibt sich
l(M1M2)y − l(M2M3)x− l(M2M3) + l(M3M1)y = 0, woraus
[l(M1M2) + l(M3M1)]y − l(M2M3)(x+ 1) = 0 folgt.
Mit l(M1M2) + l(M3M1) = −l(M2M3) (l(M2M3) ̸= 0) ergibt sich
y + x+ 1 = 0 bzw. x+ y = −1.

Nun addieren wir w12 und w23 und erhalten
w12 + w23 = x · w31 + y · w31 = (x+ y)w31.
Da aber x+ y = −1 ist, erhalten wir w12 + w23 = −w31 bzw. w31 = −(w12 + w23). Damit ist
auch in diesem Fall einer der Werte gleich dem Produkt aus der Summe der anderen beiden
Werte mit −1. Weitere Möglichkeiten können nicht auftreten.

Unsere Überlegungen fassen wir nun im folgendem Satz zusammen.

Satz 3.6 (Parallele Fastpotenzgeraden).
k1, k2, k3 sind drei Kreise mit den Radien r1, r2, r3 und den Mittelpunkten M1, M2, M3, die
auf einer gerichteten Geraden g liegen und paarweise verschieden voneinander sind (l(M1M2) >
0).
p12, p23, p31 bezeichnen die Potenzgeraden je zweier Kreise und O12, O23 und O31 sind die
Schnittpunkte dieser Potenzgeraden mit g.
f12, f23, f31 sind drei Fastpotenzgeraden mit den Werten w12, w23, w31, wobei f12 zu p12, f23
zu p23, f31 zu p31 gehört. F12, F23, F31 sind die Schnittpunkte dieser Fastpotenzgeraden mit
g.

Dann gilt l(F23F31)
l(M1M2)

= l(F31F12)
l(M2M3)

= l(F12F23)
l(M3M1)

genau dann, wenn entweder w12 = w23 = w31 = 0
ist oder einer der Werte w12, w23, w31 ist gleich dem Produkt aus der Summe der anderen
beiden Werte mit −1.
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4 KREISBÜSCHEL

4 Kreisbüschel

Wir greifen hier unsere Überlegungen zur Abbildung 27 noch einmal auf. Dort hatten wir drei
Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden g lagen, und zu je zwei Kreisen die zugehörige
Potenzgerade betrachtet. In manchen Situationen fielen diese drei Potenzgeraden zusammen
(Abbildung 27c, d, e). Diese gemeinsame Gerade p ist die Potenzgerade von je zwei Kreisen
und bereits durch zwei der drei Kreise festgelegt. Wir können wir uns nun die folgende Frage
stellen:

Gibt es zu zwei (nicht konzentrischen) Kreisen k1 und k2 und der zugehörige Potenzgeraden
p weitere Kreise, die mit k1 bzw. k2 die Gerade p als Potenzgerade haben?

Im Fall, dass die beiden Kreise k1 und k2, genau einen Punkt O (vgl. Abbildung 27e) bzw.
genau zwei Punkte A, B (vgl. Abbildung 27d) gemeinsam haben, lässt sich unsere Frage
sofort mit

”
Ja!“ beantworten. Wählen wir nämlich auf der Verbindungsgeraden g von M1

und M2 einen weiteren beliebigen Punkt M , so ist sofort klar, dass der Kreis k um M durch
O bzw. durch A und B ein Kreis ist, der zusammen mit k1 bzw. k2 dieselbe Potenzgerade p
hat (Abbildung 33).

Abbildung 33: Ein dritter Kreis kommt hinzu.

Natürlich gibt es dann gleich unendlich viele Kreise, deren Mittelpunkte alle auf g = g(M1M2)
liegen, und die p als gemeinsame Potenzgerade haben. Abbildung 34 zeigt Ausschnitte aus
solchen Kreismengen.

Berühren sich die beiden Ausgangskreise k1 und k2 im Punkt O, dann ist es auch egal, ob die
beiden Kreise innere Punkte gemeinsam haben (Abbildung 33b) oder nicht (Abbildung 33a).
In beiden Fällen entsteht dieselbe Kreismenge (Abbildung 34a).

Definition 4.1 (Kreisbüschel).
Die Menge aller Kreise, von denen jeweils zwei die selbe Potenzgerade haben, heißt Kreisbü-
schel.

Falls sich alle Kreise in genau einem Punkt berühren, nennen wir das Kreisbüschel ein Büschel
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4 KREISBÜSCHEL

sich berührender Kreise (Abbildung 34a). Falls alle Kreise genau zwei Punkte gemeinsam
haben, dann heißt das Kreisbüschel ein Büschel sich schneidender Kreise (Abbildung 34b).

Abbildung 34: Zwei Kreisbüschel.

Erwähnt werden soll noch, dass es (bis auf Kongruenz) genau ein Büschel sich berührender
Kreise gibt. Das ist bei Büscheln sich schneidender Kreise nicht so. Bei diesen Büscheln kommt
es auf den Abstand der beiden Schnittpunkte an, da dieser Abstand bei zwei voneinander
verschiedenen solcher Büschel unterschiedlich sein kann. Zwei Büschel sich schneidender Krei-
se lassen sich aber mit einer Ähnlichkeitsabbildung aufeinander abbilden, sodass zwei solche
Büschel immer ähnlich zueinander sind.

Damit haben wir zu zwei sich berührenden oder zu zwei sich schneidenden Kreisen jeweils
weitere Kreise gefunden, sodass Kreisbüschel entstehen.

Den Fall, dass die beiden Kreise k1 und k2 keine gemeinsamen Punkte haben (Abbildung 27c)
müssen wir noch untersuchen.

Dazu betrachten wir zwei sich nicht schneidende Kreise k1 und k2, die nicht konzentrisch
sind (vgl. Abbildung 23) und damit eine gemeinsame Potenzgerade p haben. Gibt es auch
hier weitere Kreise, sodass die Menge dieser Kreise ein Kreisbüschel bildet? D.h., zu je zwei
voneinander verschiedener Kreise der Menge ist p die Potenzgerade bzw. jeder Punkt P von
p hat zu allen Kreisen der Menge dieselbe Potenz.

Wir beweisen zuerst einen

Hilfssatz 4.1.
Seien k ein Kreis (Mittelpunkt M), p eine Gerade, die mit k keinen Punkt gemeinsam hat
und O der Fußpunkt des Lotes von M auf p. (Abbildung 35).
Werden von einem beliebigen Punkt P von p die Tangenten an k gezeichnet, dann schneidet
der Kreis um P durch die Tangentenberührungspunkte die Gerade durch M und O in genau
zwei Punkten.
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4 KREISBÜSCHEL

Abbildung 35:
Ein Hilfssatz.

Beweis : Wir bezeichnen den Schnittpunkt von k mit g(MO), der zwi-
schen M und O liegt mit Q. T1 und T2 seien die Berührpunkte der
Tangenten von P an k. Da die beiden Tangenten nicht parallel zuein-
ander sind, ist T1T2 kein Durchmesser von k. Folglich teilen T1 und T2

den Kreis in zwei unterschiedlich lange Kreisbögen ein. Q liegt dann
auf dem kürzeren Bogen und damit im Inneren des gleichschenkligen
Dreiecks T1PT2. Folglich ist |PT1| = |PT2| > |PQ|.
Da POQ ein bei O rechtwinkliges Dreieck ist, ist |PQ| > |PO|.
Insgesamt ergibt sich |PT1| = |PT2| > |PO|.
Damit ist aber O ein innerer Punkt des Kreises k∗ um P durch T1, T2

und schneidet folglich g(MO) in genau zwei Punkten. Damit ist aber
der Hilfssatz bewiesen.

Nun wenden wir uns wieder den beiden sich nicht schneidenden Kreisen zu.

k1 und k2 seien zwei nicht konzentrische Kreise, die keinen Punkt gemeinsam haben und p
die dazugehörige Potenzgerade.
Wir wählen einen beliebigen Punkt P von p und zeichnen jeweils eine Tangente von P
an k1 und k2. T1 und T2 seinen die zugehörigen Berührpunkte. Weil P ein Punkt von der
Potenzgeraden p der beiden Kreise k1 und k2 ist, ist |PT1| = |PT2|. Folglich geht der Kreis k∗

um P , der durch T1 geht auch durch T2. Wegen Hilfssatz 4.1 schneidet dieser Kreis g(M1M2)
in zwei Punkten A und B (Abbildung 36a).

Abbildung 36: Büschel sich nicht schneidender Kreise

Nun sei M ein beliebiger Punkt von g(M1M2), der außerhalb der Strecke AB liegt. Wir
suchen einen Kreis k um M , sodass jeder Punkt von p zu allen drei Kreisen dieselbe Potenz
hat.
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Dazu müssen wir auf k∗ einen Punkt T so finden, dass |∠(PTM)| = 900 ist. Dann ist nämlich
der Kreis um M durch T der gesuchte Kreis k. g(PT ) ist Tangente von P an k und es gilt
|PT1| = |PT |. Damit hat aber P bezüglich k, k1 und k2 dieselbe Potenz.
Diesen Punkt T finden wir mit Hilfe des Thaleskreises über PM (Abbildung 36b). Der
Schnittpunkt des Thaleskreises mit k∗ liefert den gesuchten Punkt T . Die Existenz dieses
Schnittpunktes ist gesichert, da M auf g(M1M2) außerhalb von AB liegt und damit |PM | >
|PT1| gilt.
Wäre dagegen M ein innerer Punkt von AB, dann existiert dieser Schnittpunkt nicht, da
|PM | < |PT1| ist.
Im Grenzfall, wenn M = A oder M = B ist, ist |PM | = |PT1|. Dann entartet k zu einem
Kreis mit dem Radius 0.

Damit ist P ein Punkt, der zu den drei Kreisen k, k1 und k2 dieselbe Potenz hat.
Hat auch jeder andere Punkt von p dieselbe Potenz bezüglich dieser drei Kreise?
Dazu betrachten wir die beiden Kreise k und k1. Der Punkt P hat bezüglich dieser beiden
Kreise dieselbe Potenz. Folglich ist die Potenzgerade dieser beiden Kreise die Senkrechte von
P auf g(MM1), also p. Analog folgt, dass p die Potenzgerade der beiden Kreise k und k2 ist.
Folglich hat tatsächlich jeder Punkt von P dieselbe Potenz zu den drei Kreisen.

Auf diese Weise können wir zu jedem Punkt M von g(M1M2), der außerhalb von AB liegt,
einen Kreis konstruieren, der sich in unsere Betrachtungen einordnet. Damit entsteht aber
auch in diesem Fall ein Kreisbüschel, ein Büschel sich nicht schneidender Kreise, von dem
Abbildung 36c einen Ausschnitt zeigt. Jeder Punkt von p hat zu allen Kreisen des Büschels
dieselbe Potenz.
Auch hier können wir feststellen, dass zwei verschiedene Büschel sich nicht schneidender
Kreise ähnlich zueinander sind.

Sehen wir uns die drei Arten von Kreisbüscheln an, so können wir auch feststellen, dass die
Radien der Kreise des Büschels immer größer werden, je weiter ihre Mittelpunkte von O
entfernt sind. Dabei wird auch der Rand der Kreise immer

”
gerader“.

Je weiter sich ein Kreismittelpunkt von O entfernt, desto mehr nähert sich der Rand des
Kreises einer Geraden an. Bis er schließlich, bei unendlich großem Radius, zur Geraden wird.
Daher können wir Geraden auch als entartete Kreise mit unendlich großem Radius auffassen.
Für unsere drei Arten von Kreisbüscheln betrifft dies insbesondere die Potenzlinie p, die wir
als Kreis mit unendlich großem Radius auffassen können.

In ähnlicher Weise können wir auch Punkte als entartete Kreise mit dem Radius 0 verstehen.
In Büscheln sich nicht schneidender Kreise sind zwei solche Kreise (A und B) enthalten, in
Büscheln sich berührender Kreise genau einer (O). Büschel sich schneidender Kreise enthalten
keinen solchen entarteten Kreis.

Damit können wir auch zusammenfassend sagen, dass unsere Kreisbüschel nur Kreise enthal-
ten.

Nun wenden wir uns wieder unseren Überlegungen zu den Büscheln sich nicht schneidender
Kreise zu. Wir können feststellten, dass k∗ die drei Kreise k, k1 und k2 senkrecht schneidet
(vgl. Abbildung 36b). Damit schneidet aber k∗ jeden Kreis des Büschels sich nicht schnei-
dender Kreise senkrecht (Abbildung 37a). Speziell gilt das auch für die entarteten Kreise um
A und B, die jeweils den Radius 0 haben.
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Abbildung 37: Zwei zueinander senkrechte Kreisbüschel

Abbildung 38: Zwei zueinander senk-
rechte Büschel sich berührender Kreise

Da jeder Punkt von p zu jedem Kreis des Büschels
sich nicht schneidender Kreise dieselbe Potenz hat,
muss jeder dieser Kreise auch durch A und B gehen.
Damit entsteht aber ein Büschel sich schneidender
Kreise, das g(M1M2) = g(AB) als Potenzgerade
hat (Abbildung 37b). Dabei schneidet jeder Kreis
des einen Büschels alle Kreise des anderen Büschels
senkrecht.

Damit gehört zu jedem Büschel sich nicht schnei-
dender Kreise ein senkrechtes Büschel sich schnei-
dender Kreise und umgekehrt.

Gibt es auch zu einem Büschel sich berührender
Kreise ein dazugehöriges senkrechtes Kreisbüschel?

Ja, auch das gibt es, nämlich ein Büschel sich
berührender Kreise (Abbildung 38). Auch hier
schneidet jeder Kreis des einen Büschels alle Krei-
se des anderen Büschels senkrecht. Damit gehört zu
jedem Büschel sich berührender Kreise ein senkrech-
tes Büschel sich ebenfalls berührender Kreise.
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Damit können wir folgern:

Folgerung 4.1.
Sind k1 und k2 zwei nicht konzentrische Kreise, dann bildet die Menge aller Kreise, die die
gegebenen beiden Kreise senkrecht schneiden, ein Kreisbüschel.
Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte von k1 und k2 ist dann die Potenzgerade des Kreis-
büschels. Andererseits liegen die Mittelpunkte der Kreise des Kreisbüschels auf der Potenz-
geraden von k1 und k2.

Berühren sich die beiden Kreise, so entsteht ein Büschel sich berührender Kreise.
Schneiden sich die beiden Kreise, so entsteht ein Büschel sich nicht schneidender Kreise.
Haben die beiden Kreise keine Punkte gemeinsam, so entsteht ein Büschel sich schneidender
Kreise.

Was passiert, wenn k1 und k2 konzentrisch sind?

Abbildung 39: uneigentliche Büschel

In diesem Fall schneiden alle Geraden durch den gemeinsamen Mittelpunkt der beiden Krei-
se k1 und k2 senkrecht (Abbildung 39a). Es entsteht ein uneigentliches Kreisbüschel sich
schneidender Geraden, die wir als Kreise mit unendlichem Radius auffassen können.

Wenn nun k1 und k2 selbst Kreise mit unendlichem Radius, also Geraden sind?
Dann können sich die beiden Geraden k1 und k2 in einem Punkt M schneiden und alle Kreise
um M schneiden k1 und k2 senkrecht (Abbildung 39b). Diese Kreise bilden ein uneigentliches
Kreisbüschel konzentrischer Kreise.
Oder die beiden Geraden k1 und k2 sind parallel zueinander, dann schneiden alle zu k1 bzw.
k2 senkrechten Geraden k1 und k2 senkrecht (Abbildung 39c). Es entsteht ein uneigentliches
Kreisbüschel paralleler Geraden.

Damit gibt es neben den drei eigentlichen auch noch drei uneigentliche Kreisbüschel.

Es sei noch erwähnt, dass es zu jedem Büschel sich schneidender Geraden genau ein Büschel
konzentrischer Kreise gibt, das senkrecht zum Geradenbüschel ist. Und umgekehrt gibt es zu
jedem Büschel konzentrischer Kreise genau ein Büschel sich schneidender Geraden, das zum
Kreisbüschel senkrecht ist.
Zu einem Büschel paralleler Geraden ist wieder ein Büschel paralleler Geraden senkrecht.

Betrachten wir noch einmal zwei nicht konzentrische Kreise k1 und k2. Diese beiden Kreise
bestimmen immer eine Potenzgerade p, wobei p senkrecht zur Verbindungsgeraden m der
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Mittelpunkte M1 und M2 der beiden Kreise ist. Mit O bezeichnen wir den Schnittpunkt der
beiden Geraden m und p.
Wir unterscheiden drei Fälle:

k1 und k2 schneiden sich k1 und k2 berühren sich k1 und k2 haben keinen
in genau zwei Punkten in genau einem Punkt Punkt gemeinsam

pot(O, k1) = pot(O, k2) < 0 pot(O, k1) = pot(O, k2) = 0 pot(O, k1) = pot(O, k2) > 0

Darüber hinaus bestimmen diese beiden Kreise auch immer ein Kreisbüschel.

Im 1. Fall bestimmen die beiden Kreise ein Büschel sich schneidender Kreise. Solche Kreis-
büschel werden in der Fachliteratur auch als elliptische Kreisbüschel bezeichnet. Der Punkt
O hat zu jedem Kreis des Büschels dieselbe Potenz, die in diesem Fall kleiner als Null ist.
Das passt zu dem (alt)griechische Wort ἔλλειψις (élleipsis), das nach [10], S. 137, Ausbleiben
bzw. Mangel bedeutet.

Im 2. Fall bestimmen die beiden Kreise ein Büschel sich berührender Kreise. Solche Kreisbü-
schel werden in der Fachliteratur auch als parabolische Kreisbüschel bezeichnet. Der Punkt
O hat zu jedem Kreis des Büschels dieselbe Potenz, die in diesem Fall gleich Null ist. Das
passt zu dem (alt)griechischen Wort παραβολή (parabol´ē), welches nach [10], S. 322, Neben- Der Strich

muss über
das e.

einanderstellung, Vergleichung oder auch Gleichnis bedeutet.

Im 3. Fall bestimmen die beiden Kreise ein Büschel sich nicht schneidender Kreise. Solche
Kreisbüschel werden in der Fachliteratur auch als hyperbolische Kreisbüschel bezeichnet. Der
Punkt O hat zu jedem Kreis des Büschels dieselbe Potenz, die in diesem Fall größer als Null
ist. Das passt zu dem (alt)griechischem Wort ὑπερβάλλειν (hyperbállein), das nach [10], S.
445, übertreffen oder auch übertreiben bedeutet.

In Analogie dazu gibt es in der Sprachwissenschaft Ellipsen, Parabeln bzw. Hyperbeln, die
als rhetorische Stilmittel Untertreibung, ein Gleichnis bzw. Übertreibung beschreiben. Auch
die Namen der Kegelschnitte haben ihren Ursprung in der obigen Charakterisierung.
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5 Sätze mit Bezug zur Potenz eines Punktes

5.1 Der Satz von Bodenmiller

Der Satz, um den es hier geht, stammt von Bodenmiller, von dem man nicht viel weiß. In
[3], S.55, erwähnt Aumann, dass noch nicht einmal der Vorname von Bodenmiller bekannt
ist. Weitere historische Anmerkungen zu Bodenmiller und seinem Umfeld findet man in [7].
Dort wird auch erwähnt, dass der deutsche Mathematiker Christoph Gudermann (1798 -
1851) während seiner Lehrertätigkeit in Kleve 1830 ein Lehrbuch

”
Grundriß der analytischen

Sphärik“ [9] herausbrachte. Auf S. 138 finden wir die folgende

”
Anmerkung: Der planimetrische Satz, daß sich die
drei Kreise zweimal in einem Punkte schneiden, wel-
che über den drei Diagonalen eines ebenen Vierecks,
als Durchmessern, beschrieben werden, ist schon
sehr bemerkenswerth und mir von Herrn Bodenmil-
ler hier selbst, der ihn gefunden hat, mündlich mit-
getheilt worden. Es findet sich in den mir bekannten,
vom Kreise handelnden, Werken nicht. (Fig. 1)“

Der hier genannte Inhalt wird auch Satz von Boden-
miller genannt.

Bevor wir uns aber diesem Satz zuwenden, beweisen
wir eine interessante Eigenschaft des Höhenschnittpunktes eines Dreiecks.

Satz 5.1.
ABC sei ein beliebiges Dreieck und H der Schnittpunkt seiner Höhen. P sei ein Punkt von
g(AB), Q ein Punkt von g(BC) und R ein Punkt von g(CA). Dann hat H dieselbe Potenz
bezüglich der drei Kreise mit den Durchmessern AQ, BR und CP (Abbildung 40).

GeoGebra
020-1

Abbildung 40: H als Potenzpunkt.

Beweis. ABC sei ein beliebiges Dreieck, in dem HA,
HB und HC die Fußpunkte der Höhen von A, B
und C auf die gegenüberliegenden Dreiecksseiten
bezeichnen. Ferner sei H der Schnittpunkt dieser
drei Höhen.

Wir betrachten zuerst einen Punkt P auf g(AB).

Dann betrachten wir den Kreis kP über dem Durch-
messer PC. MP ist der Mittelpunkt dieses Krei-
ses (Abbildung 41). Dieser Kreis geht außer durch
P und C auch durch HC , da das Dreieck PCHC

bei HC rechtwinklig ist (Umkehrung des Satzes des
Thales). Auch für jeden anderen Punkt von g(AB)
geht der zugehörige Kreis durch C und HC . In der
Abbildung 41 sind mehrere solche Kreise eingezeich-
net. Bei dieser Gelegenheit heben wir auch die bei-
den Kreise hervor, die entstehen, wenn P = B bzw. P = A ist und die damit BC bzw. CA als
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Durchmesser haben. Alle diese Kreise gehen durch C und HC . Damit bilden alle diese Kreise GeoGebra
020-2ein Kreisbüschel sich schneidender Kreise, wir nennen es das zu kP gehörende Kreisbüschel.

C und HC sind die gemeinsamen Punkte der Kreise dieses Büschels. Folglich ist die Gerade
pP = g(CHC) die Potenzgerade dieses Kreisbüschels. Das heißt, dass jeder Punkt von pP zu
allen Kreisen des Büschels dieselbe Potenz hat. Da H ein Punkt dieser Potenzgeraden ist,
hat H zu allen Kreisen dieses Büschels dieselbe Potenz. Insbesondere gilt dies bezüglich des
Kreises kP und der Kreise mit den Durchmessern BC und CA.

Abbildung 41: Ein Punkt P auf g(AB).

Nun betrachten wir einen Punkt Q auf g(BC) und
den zugehörigen Kreis kQ über dem Durchmesser
QA. In Analogie zu kP geht kQ durch Q, A und
HA. Für jeden anderen Punkt von g(BC) geht der
zugehörige Kreis ebenfalls durch A und HA. Damit
entsteht ein Büschel sich in A und HA schneidender
Kreise, das zum Kreis kQ gehört. Dann ist pQ =
g(AHA) die Potenzgerade dieses Büschels, auf der
auch H liegt. Daher hat H bezüglich aller Kreise
des zu kQ gehörenden Büschels dieselbe Potenz. Da
der Kreis mit dem Durchmesser AC (Q = C) auch
zu diesem Büschel gehört, hat H bezüglich dieses
Kreises und bezüglich kQ dieselbe Potenz. Nun ist
aber der Kreis mit dem Durchmesser CA ein Kreis des zu kP gehörenden Büschels, womit H
bezüglich kP und kQ dieselbe Potenz hat.

Abschließend betrachten wir einen Punkt R auf CA. Dieser bestimmt den Kreis kR über dem
Durchmesser RB. Dieser Kreis, sowie alle anderen Kreise, die durch Punkte von g(CA) be-
stimmt werden, gehen durch B und HB, bestimmen also ein drittes Büschel sich schneidender
Kreise, das zu kR gehört. Dieses Kreisbüschel hat pR = g(BHB) als Potenzgerade und enthält
den Kreis mit dem Durchmesser BC (R = C). Auch hier liegt H auf pR und damit hat H
bezüglich dieses Kreises dieselbe Potenz wie zu kR. Da der Kreis mit dem Durchmesser BC
aber auch ein Kreis des zu kP gehörenden Büschels ist, hat H bezüglich kR und kP dieselbe
Potenz.

Nun können wir schlussfolgern, dass H bezüglich der drei Kreise kP , kQ und kR dieselbe
Potenz hat, und der Satz ist bewiesen.

Betrachten wir einen Spezialfall für die Lage der Punkte P , Q und R, und zwar, wenn diese
Punkte mit den Eckpunkten des Dreiecks ABC zusammenfallen (Abbildung 42).

Dann sind die Seiten des Dreiecks ABC die Durchmesser der Kreise kP , kQ und kR. Natürlich
hat H auch in diesem Spezialfall dieselbe Potenz bezüglich der drei Kreise. Damit gilt |HA| ·
|HHA| = |HB| · |HHB| = |HC| · |HHC | und wir erhalten die

Folgerung 5.1. In jedem Dreieck ABC mit dem Höhenschnittpunkt H und den Höhenfußpunkten
HA, HB und HC gilt |HA| · |HHA| = |HB| · |HHB| = |HC| · |HHC |.

Wir betrachten noch einmal den Satz 5.1. Im zugehörigen Beweis haben wir gesehen, dass
jeder der Kreise kP , kQ und kR zu jeweils einem Büschel sich schneidender Kreise gehört,
deren Potenzgraden durch die drei Höhen des Ausgangsdreiecks bestimmt werden. Daher
sind die drei Kreisbüschel im Allgemeinen verschieden voneinander.
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Abbildung 42: Ein Spezialfall.

Wir fragen uns nun, ob wir die drei Punkte P , Q und R auch so wählen können, dass
zusätzlich die drei Kreise kP , kQ und kR zu einem gemeinsamen Kreisbüschel gehören.

Die Antwort gibt der folgende

Satz 5.2.
Werden von einem Dreieck ABC die Seiten bzw. deren Trägergeraden von einer Geraden
g in den Punkten P , Q und R geschnitten, wobei P der Schnittpunkt mit g(AB), Q der
Schnittpunkt mit g(BC) und R der Schnittpunkt mit g(CA) ist, dann gehören die drei Kreise
mit den Durchmessern AQ, BR und CP zu einem Kreisbüschel (Abbildung 43).

Abbildung 43: P , Q und R liegen auf
einer Geraden g.

Beweis. Wir betrachten ein Dreieck ABC, dessen
Seiten bzw. deren Trägergeraden von einer Gera-
den g geschnitten werden. P sei der Schnittpunkt
mit g(AB), Q der Schnittpunkt mit g(BC) und R
der Schnittpunkt mit g(CA). Weiterhin bezeichnen
MP ,MQ undMR die Mittelpunkte der Strecken PC,
QA und RB. Diese Strecken sind auch gleichzeitig
Durchmesser der Kreise kP , kQ und kR. Ferner sei
H der Höhenschnittpunkt dieses Dreiecks.

Wir betrachten zuerst zwei Spezialfälle:

- Die Gerade g geht durch zwei Dreieckseckpunkte,
z. B. A und B (Abbildung 44). Dann muss Q = B
und R = A sein, da Q und R auf g liegen und zusätzlich Q auf g(BC) und R auf g(CA)
liegen. Da g und g(AB) alle Punkte gemeinsam haben, ist P ein beliebiger Punkt von g.

Da RB = QA = AB ist, fallen die Kreise kQ und kR zusammen. Das gilt auch für die zu-
gehörigen KreismittelpunkteMR undMQ, die mit dem Mittelpunkt von AB zusammenfallen.
Der Kreis kP ist dann der Kreis um den Mittelpunkt MP von PC durch C und P . Der Mittel-
punktMP dieses Kreises liegt auf einer Parallelen zu g(AB) im Abstand 1

2
|CHC | (Umkehrung

des Strahlensatzes, Zentrum C). Damit ist kP verschieden von kQ bzw. kR.
Folglich entstehen in diesem Spezialfall zwei Kreise, die natürlich zu dem Kreisbüschel gehören,
welches durch die beiden Kreise kQ = kR und kP eindeutig festgelegt ist.
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Wir erwähnen hier noch, dass die Punkte P , Q und R die Voraussetzungen von Satz 5.1
erfüllen, womit H zu den beiden Kreisen dieselbe Potenz hat. Die Potenzlinie p der beiden
Kreise ist das Lot von H auf die Verbindung gm der Kreismittelpunkte.

Abbildung 44: g geht durch A und B.

Wie die Abbildungen 44a-c zeigen, können alle drei Arten von Kreisbüscheln auftreten, je
nachdem, wie das Dreieck ABC und der Punkt P auf g(AB) gewählt werden.

Abbildung 45: g geht durch A.

- Die Gerade g geht durch genau einen Dreieckseck-
punkt z. B. A (Abbildung 45). Dann muss P = R =
A sein, undQ ist der Schnittpunkt von g mit g(BC).
Folglich darf g nicht parallel zu g(BC) sein.
Die drei Kreise kP , kQ und kR sind die Kreise mit
den Durchmessern AC, AQ bzw. AB, MP , MQ

bzw. MR sind die zugehörigen Mittelpunkte. Die-
se drei Kreise gehen durch A und durch HC (Satz
des Thales) und gehören damit zu einem Büschel
sich schneidender Kreise. Damit gilt der Satz auch
in diesem Spezialfall.
Auch hier liegen die drei Kreismittelpunkte auf ei-
ner Geraden gm, die parallel zu g(BC) ist und die
Höhe HHC halbiert.
Wir erwähnen auch hier noch, dass die Punkte P ,
Q und R die Voraussetzungen von Satz 5.1 erfüllen,
womit H zu den drei Kreisen dieselbe Potenz hat. Die Potenzlinie p der drei Kreise ist das
Lot von H auf die Verbindung gm der Kreismittelpunkte. p geht natürlich durch A und HC .

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu und setzen voraus, dass g durch keinen Drei-
eckseckpunkt geht. Da die drei Punkte P , Q und R existieren sollen, darf g auch zu keiner
Dreiecksseite parallel sein (Abbildung 46a).
Da die Punkte P , Q und R die Voraussetzungen für Satz 5.1 erfüllen, hat H dieselbe Potenz
bezüglich der drei Kreise kP , kQ und kR .

Da in diesem Fall keine zwei der betrachteten drei Kreise denselben Mittelpunkt haben
können, gehört zu je zwei Kreisen genau ein Potenzgerade. Diese drei Potenzgeraden gehen
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durch H, da H bezüglich der drei Kreise dieselbe Potenz hat. Außerdem sind diese drei
Potenzgeraden jeweils senkrecht zur Verbindung der zugehörigen Kreismittelpunkte.

Abbildung 46: P , Q und R liegen auf einer Geraden g.

Als nächstes betrachten wir das Dreieck PBQ mit dem Höhenschnittpunkt H∗ (Abbil-
dung 46b). Der Punkt A liegt auf g(PB), C auf g(BQ) und R auf g(QP ). Damit erfüllen aber
die Punkte A, C und R in Bezug auf das Dreieck PBQ die Voraussetzungen für Satz 5.1.
Folglich hat H∗ dieselbe Potenz bezüglich der drei Kreise kP , kQ und kR, da diese auch die
Kreise über den entsprechenden Durchmessern sind. Das bedeutet aber, dass H∗ auf jeder
der drei Potenzgeraden durch H liegen muss. Dies ist aber nur dann möglich, wenn diese drei
Potenzgeraden zusammenfallen. Damit ist g(HH∗) die Potenzgerade zu den drei betrachteten
Kreisen, die damit einem Kreisbüschel angehören. Auch in diesem Fall sind alle drei Arten
von Kreisbüscheln möglich.
Nebenbei ergibt sich, dass die Mittelpunkte MP , MQ und MR auf einer Geraden liegen, die
senkrecht zu g(HH∗) ist. Damit ist aber der Satz bewiesen.

Zu diesem Satz können wir auch die Umkehrung formulieren, d.h., wenn die drei Kreise kP ,
kQ und kR zu einem Kreisbüschel gehören, dann liegen auch die zugehörigen Punkte P , Q
und R auf einer Geraden.
Bevor wir allerdings diese Umkehrung beweisen, beweisen wir den folgenden

Hilfssatz 5.1.
ABC ist ein Dreieck und P ist ein Punkt auf g(AB), Q ein Punkt auf g(BC) und R ein
Punkt auf g(CA). Die Seiten des Dreiecks PQR sind dann zu den Seiten des Dreiecks ABC
genau dann parallel, wenn P , Q und R die Seitenmittelpunkte des Dreiecks ABC sind.

Abbildung 47: Parallele Seiten.

Beweis. Mit Ma, Mb und Mc bezeichnen wir die
Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks ABC (Abbil-
dung 47a). Ist P = Mc, Q = Ma und R = Mb, dann
sind die Seiten von PQR parallel zu den Seiten von
ABC, was man nach dreimaliger Anwendung des
Strahlensatzes erhält. Damit ist die eine Richtung
unseres Hilfssatzes bewiesen.

Für die andere Beweisrichtung wählen wir einen be-
liebigen Punkt P auf g(AB)mit P ̸= Mc (Abbildung 47b). Die Parallele durch P zu g(AC)
schneidet g(BC) in Q. Die Parallele durch Q zu g(AB) schneidet g(AC) in R.
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Weil PQ||AC ist, folgt mit dem Strahlensatz (Zentrum B): |BP |
|AP | =

|BQ|
|CQ| .

Weil QR||AB ist, folgt mit dem Strahlensatz (Zentrum C): |AR|
|CR| =

|BQ|
|CQ| .

Aus beiden zusammen ergibt sich |AR|
|CR| =

|BP |
|AP | .

Damit QR||BC ist, muss |AR|
|CR| =

|AP |
|BP | gelten.

Da aber |BP |
|AP | =

|AP |
|BP | genau dann gilt, wenn |AP | = |BP | ist, d.h., P = Mc.

Weil wir aber P ̸= Mc vorausgesetzt hatten, folgt
|AR|
|CR| ̸=

|AP |
|BP | und damit sind RQ und BC

nicht parallel zueinander.
Damit ist auch die zweite Richtung des Hilfssatzes bewiesen.

Sind also die drei Punkte P , Q und R so auf den Trägergeraden der Seiten des Dreiecks
ABC gelegen, dass wenigstens einer der Punkte nicht im zugehörigen Seitenmittelpunkt des
Dreiecks liegt, dann gibt es eine Dreiecksseite des Dreiecks PQR, die nicht zu einer Seite des
Dreiecks ABC parallel ist.

Nun zur angekündigten Umkehrung von Satz 5.2.

Satz 5.3 (Umkehrung von Satz 5.2).
ABC ist ein beliebiges Dreieck, P ist ein Punkt von g(AB), Q ein Punkt von g(BC) und R
ein Punkt von g(CA). Weiter sind kP , kQ, kR die Kreise mit den Durchmessern PC, QA,
RB und MP , MQ, MR die zugehörigen Mittelpunkte.
Gehören die Kreise kP , kQ, kR zu einem Kreisbüschel, dann liegen die Punkte P , Q, R auf
einer Geraden.

Beweis. Wir beweisen die Kontraposition des Satzes: Liegen die Punkte P , Q, R nicht auf
einer Geraden, dann gehören kP , kQ, kR zu keinem Kreisbüschel.

Aufgrund der Lage der Punkte P , Q, R auf den Trägergeraden der Seiten des Dreiecks ABC
können die drei Punkte nicht zusammenfallen.
Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, können auch keine zwei der Punkte zusam-
menfallen. Folglich können wir voraussetzen, dass P , Q, R paarweise verschieden voneinander
sind.

Abbildung 48: Zur Umkehrung von Satz 5.2.

Wir untersuchen vier Lagemöglichkeiten.

1. Die drei Punkte liegen in den Dreiecksecken, z.B., P = A, Q = B, R = C (Abbildung 48a).
Dann sind die Mittelpunkte MP , MQ, MR der Kreise gleich den Seitenmittelpunkten des
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Dreiecks. Folglich können MP , MQ und MR nicht auf einer Geraden liegen und damit können
die Kreise kP , kQ und kR auch zu keinem Kreisbüschel gehören.

2. Genau zwei Punkte liegen in Dreieckseckpunkten, z.B. P = A, Q = B und R ̸= C, aber
R ∈ g(CA) (Abbildung 48b). MR liegt auf der Parallelen zu AC durch MQ (Umkehrung
des Strahlensatzes, Zentrum B). Da MPMQ||BC (Umkehrung des Strahlensatzes, Zentrum
A) ist, haben g(MPMQ) und g(MRMQ) nur den Punkt MQ gemeinsam. Weil R ̸= Q ist, ist
auch MR ̸= MQ und damit liegen die drei Punkte MP , MQ und MR nicht auf einer Geraden.
Folglich können die Kreise kP , kQ und kR zu keinem Kreisbüschel gehören.

3. Genau ein Punkt liegt in einem Dreieckseckpunkt, z. B., P = A (Abbildung 48c). MR liegt
auf der Parallelen zu AC durch den Mittelpunkt Mc von AB und MR auf der Parallelen zu
BC durch Mc. Da diese beiden Parallelen nur den Punkt Mc gemeinsam haben, liegen die
drei Punkte MP , MQ und MR nicht auf einer Geraden. Folglich können die Kreise kP , kQ
und kR zu keinem Kreisbüschel gehören.

4. Keiner der drei Punkte P , Q, R liegt in einem Eckpunkt des Dreiecks ABC. Außerdem
liegen diese drei Punkte auch nicht auf einer Geraden (Abbildung 49). Dann erfüllen P , Q
und R die Voraussetzungen unseres Hilfssatzes 5.1. Folglich gibt es im Dreieck PQR eine
Seite, die zu einer Seite des Dreiecks ABC nicht parallel ist. In Abbildung 49 ist RQ nicht
parallel zu AB. Dann betrachten wir den Schnittpunkt P ∗ von g(AB) und g(QR). MP ∗ ist
der Mittelpunkt von CP ∗.

Abbildung 49: Kein Punkt liegt in einer
Dreiecksecke.

Weil P ∗,Q und R auf einer Geraden liegen, folgt mit
Satz 5.2, dass die zugehörigen Kreise kP ∗ , kQ und kR
zu einem Kreisbüschel gehören. Damit liegen aber
die zugehörigen Mittelpunkte MP ∗ , MQ und MR auf
einer Geraden.
Weil einerseits P ̸= P ∗ und damit MP ̸= MP ∗ und
andererseits MP und MP ∗ auf der Parallelen zu AB
durch den Mittelpunkt von hc liegen, kannMP nicht
auf der Geraden durch MQ und MR liegen. Damit
liegen aber die drei Punkte MP , MQ und MR nicht
auf einer Geraden und folglich gehören die Kreise
kP , kQ und kR zu keinem Kreisbüschel.

Damit haben wir alle Lagemöglichkeiten der Punkte
P , Q und R untersucht und folglich den Satz insgesamt bewiesen.

Abbildung 50: Voll-
ständiges Vierseit.

Wir können damit die beiden Sätze 5.2 und 5.3 zu einem Satz zusam-
menfassen: Unter den bekannten Bedingungen gehören die Kreise kP ,
kQ und kR zu keinem Kreisbüsche genau dann, wenn P , Q und R auf
einer Geraden liegen.

Um den Satz von Bodenmiller kurz formulieren zu können, führen
wir den Begriff des vollständigen Vierseits ein, der im gewissen Sinne
eine Verallgemeinerung des bisherigen Vierecksbegriffes darstellt.

Definition 5.1 (Vollständiges Vierseit). Gegeben sind vier Geraden,
von denen keine drei durch den selben Punkt gehen und von denen
keine zwei parallel zueinander sind. Diese vier Geraden bestimmen
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das vollständige Vierseit mit insgesamt sechs Eckpunkten und drei Diagonalen (vgl. Ab-
bildung 50). Die Diagonalen sind die Verbindungen von Eckpunkten, die nicht auf ein und
derselben Geraden liegen.

In Abbildung 50 sind a, b, c und d die vier Geraden, A, B, C,D, E und F die sechs Eckpunkte
und EF , BD und AC die drei Diagonalen des vollständigen Vierseits.

Satz 5.4 (Satz von Bodenmiller).
In einem vollständigen Vierseit gehören die drei Kreise, deren Durchmesser die Diagonalen
des Vierseits sind, zu einem Kreisbüschel (Abbildung 51a).

Beweis. Zum Beweis betrachten wir ein vollständiges Vierseit mit den Bezeichnungen aus
Abbildung 51b. In dieser Figur betrachten wir das Dreieck BCF und die drei Punkte E,
D und A, die auf einer Geraden liegen. Damit erfüllen diese drei Punkte in Bezug auf das
betrachtete Dreieck die Voraussetzungen von Satz 5.2, womit der Satz von Bodenmiller
schon bewiesen ist.

Abbildung 51: Satz von Bodenmiller und Gauß-Gerade
.

Aus dem Satz von Bodenmiller können wir sofort folgern, dass die Mittelpunkte der drei
Kreise, also die Mittelpunkte der Diagonalen, auf einer Geraden liegen (Abbildung 51c). Diese
Eigenschaft hat Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855) bereits 1810 gefunden (vgl. [?], S.
68) und wir formulieren sie hier als

Satz 5.5 (Satz von Gauß über vollständige Vierseits).
In einem vollständigen Vierseit liegen die Mittelpunkte der Diagonalen auf einer Geraden,
der sogenannten Gauß-Geraden.

5.2 Satz von Euler

Wir geben hier einen schönen Satz aus der Dreiecksgeometrie an, der einen interessanten
Zusammenhang zwischen In- und Umkreisradius eines Dreiecks herstellt. Er passt gut in
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dieses Kapitel, da wir im Beweis Eigenschaften der Potenz eines Punktes bezüglich eines
Kreises nutzen können.

Dieser Satz wurde nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707 - 1783)
benannt, der ihn 1767 publizierte. Wie Aumann in [3], S. 138, schreibt hat der englische
Landvermesser William Chapple (1718 - 1781) diesen Satz bereits 1746 in einer englischen
Zeitschrift [4] veröffentlicht.

Satz 5.6 (Satz von Euler).
Sind Mu und Mi die Mittelpunkte des Umkreises (Radius ru) bzw. des Inkreises (Radius ri)
eines Dreiecks, so gilt |MuMi|2 = r2u − 2riru.

Beweis. Wir betrachten zwei Fälle.
Im 1. Fall ist das Dreieck ABC gleichseitig und im 2. Fall nicht gleichseitig.

Abbildung 52: Satz von Euler

1. Fall: Ist ABC ein gleichseitiges Dreieck (Abbildung 52a), dann sind die Winkelhalbierenden
auch Mittelsenkrechte und folglich fallen die Mittelpunkte Mu und Mi des Umkreises bzw.
des Inkreises zusammen. Dann ist |MuMi| = 0.
Weil sich die Mittelsenkrechten eines Dreiecks sich im Verhältnis 1 : 2 teilen, gilt hier |MuC| =
2|MuM |, wobei M der Schnittpunkt von mc mit AB ist. Da |MuC| = ru und |MuM | = ri
ist, folgt ru = 2ri. Damit ist r2u − 2riru = 0, d.h., es gilt |MuMi|2 = r2u − 2riru und der Satz
ist im 1. Fall bewiesen.

2. Fall: ABC ist ein nicht gleichseitiges Dreieck und wir setzen o.E.d.A. voraus, dass |CA| ̸=
|CB| ist. Dann fallen die Winkelhalbierende wγ von ∠ACB und die Mittelsenkrechte mc

der Seite AB nicht zusammen. Nach dem Südpolsatz (Satz 1.5) schneiden sich diese beiden
Geraden in einem Punkt S auf dem Umkreis ku. S liegt dabei auf dem Kreisbogen über AB,
der C nicht enthält. N ist der zweite Schnittpunkt von mc mit ku. Außerdem ist SN ein
Durchmesser von ku.

Weil ∠ACS und ∠ANS bzw. ∠SAB und ∠SCB Peripheriewinkel über AS bzw. SB sind,
gilt |∠ACS| = |∠ANS| = 1

2
γ bzw. |∠SAB| = |∠SCB| = 1

2
γ.
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Bedenken wir nun, dass AMi die Winkelhalbierende von ∠BAC ist, dann ist |∠BAMi| = 1
2
α

und damit |∠SAMi| = 1
2
α + 1

2
γ.

Als nächstes betrachten wir den Außenwinkel ∠AMiS zum Dreieck AMiC. Für diesen Au-
ßenwinkel gilt |∠AMiS| = 1

2
α + 1

2
γ. Da ∠SAMi dieselbe Größe wie ∠AMiS hat, ist das

Dreieck ASMi gleichschenklig. Daraus folgt |SA| = |SMi|.
Nun bestimmen wir die Potenz von Mi bezüglich ku: pot(Mi, ku) = l(MiS) · l(MiC) =
|MiMu|2 − r2u (vgl. Satz 1.4 und Satz 2.1). Damit ist r2u − |MiMu|2 = −l(MiS) · l(MiC).
Da Mi ein innerer Punkt von ku ist, ist l(MiS) · l(MiC) < 0, und folglich können wir auch
r2u − |MiMu|2 = |MiS| · |MiC| schreiben. Weil |MiS| = |SMi| = |SA| ist, gilt r2u − |MiMu|2 =
|SA| · |MiC|.

Die rechte Seite der letzte Gleichung multiplizieren wir mit |SN |
|SN | = 1 und |MiL|

|MiL| = 1, also mit
1, wodurch sich nichts an der Gültigkeit der Gleichung ändert. L ist dabei der Fußpunkt des
Lotes von Mi auf BC. Es gilt als

r2u − |MiMu|2 = |SN | |SA|
|SN |

· |MiC|
|MiL|

|MiL|. (1)

Da SN ein Durchmesser von ku ist, ist nach dem Thalessatz das Dreieck SNA bei A recht-
winklig. Auch das Dreieck MiLC ist bei L rechtwinklig. Außerdem haben in beiden Dreiecken
die Innenwinkel bei C bzw. N dieselbe Größe 1

2
γ. Daher sind diese beiden Dreiecke ähnlich

zueinander und es gilt |SA|
|SN | =

|MiL|
|MiC| , woraus sofort

|SA|
|SN | ·

|MiC|
|MiL| = 1 folgt.

Damit wird aber die Gleichung (1) zu r2u − |MiMu|2 = |SN | · |MiL| = 2ruri und es folgt
|MiMu|2 = r2u − 2ruri.
Damit ist aber unser Satz auch im 2. Fall und damit insgesamt bewiesen.

Aus dem Satz von Euler können wir eine direkte Folgerung ziehen. Dazu schreiben wir
|MuMi|2 = r2u − 2riru in der Form r2u = |MuMi|2 + 2riru und bedenken, dass |MuMi| ≥ 0
ist. Die Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn das Ausgangsdreieck ABC gleichseitig ist.
Folglich ist r2u ≥ 2riru bzw. ru ≥ 2ri.

Folgerung 5.2.
Für den Umkreisradius ru und den Inkreisradius ri eines beliebigen Dreiecks ABC gilt ru ≥
2ri, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ABC gleichseitig ist.

5.3 Der Schmetterlingssatz

Die Namensgebung dieses Satzes erschließt sich sofort aus der zugehörigen Abbildung (Ab-
bildung 53a). Wie Coxeter (1907–2003) und Greizer (1905–1988) in

”
Zeitlose Geometrie“

[5], S.51, schreiben, gibt es zu diesem Satz eine Vielzahl von Beweisen. Einer soll von W. G.
Horner (1786–1837) aus dem Jahr 1815 stammen. Der erste Beweis wurde jedoch um 1805
von William Wallace (1768–1843) veröffentlicht, wie in [14], S. 118, zu lesen ist.
Der hier angegebene Beweis richtet sich nach [5] und nutzt Eigenschaften der Potenz eines
Punktes bezüglich eines Kreises.

Satz 5.7 (Schmetterlingssatz).
Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M . PQ sei eine beliebige Sehne von k und N
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der Mittelpunkt PQ. AB und CD sind zwei weitere Sehnen, die durch N gehen. X und Y
sind die Schnittpunkte von AD und BC mit PQ. Dann ist N auch der Mittelpunkt von XY .

Abbildung 53: Der Schmetterlingssatz.

Beweis. Zum Beweis, fällen wir die Lote von X und Y auf AB und CD und erhalten die
Fußpunkte X1, Y1 und X2, Y2 (vgl. Abbildung 53b).

Bedenken wir nun, dass die Winkel bei A und C (Peripheriewinkel über DB) und bei B und
D (Peripheriewinkel über AC) jeweils gleich sind, dann erkennen wir vier Paare zueinander
ähnlicher Dreiecke:

XNX1 ∼ Y NY2, folglich gilt |XN |
|Y N | =

|XX1|
|Y Y2| , (1)

XNX2 ∼ Y NY1, folglich gilt |XN |
|Y N | =

|XX2|
|Y Y1| , (2)

XX1A ∼ Y Y2C, folglich gilt |XX1|
|Y Y2| =

|XA|
|Y C| und (3)

XX2D ∼ Y Y1B, folglich gilt |XX2|
|Y Y1| =

|XD|
|Y B| . (4)

Außerdem gilt für die Potenz von X bzw. Y bezüglich k:
pot(X, k) = −|XA| · |XD| = −|XP | · |XQ| und (5)
pot(Y, k) = −|Y C| · |Y B| = −|Y P | · |Y Q|. (6)

Damit erhalten wir im ersten Schritt mit (1) und (2), im zweiten mit (3) und (4) und im
dritten mit (5) und (6):

|XN |2
|Y N |2 = |XX1|

|Y Y2| ·
|XX2|
|Y Y1| =

|XA|
|Y C| ·

|XD|
|Y B| =

|XP |·|XQ|
|Y P |·|Y Q| .

Dann ist
|XN |2
|Y N |2 = |XP |·|XQ|

|Y P |·|Y Q| =
(|PN |−|XN |)·(|QN |+|XN |)
(|PN |+|Y N |)·(|QN |−|Y N |) . Und wegen |PN | = |QN | folgt weiter

|XN |2
|Y N |2 = (|PN |−|XN |)·(|PN |+|XN |)

(|PN |+|Y N |)·(|PN |−|Y N |) .

Daraus ergibt sich sofort

|XN |2
|Y N |2 = |PN |2−|XN |2

|PN |2−|Y N |2 , woraus
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|XN |2 · |PN |2 − |XN |2 · |Y N |2 = |Y N |2 · |PN |2 − |Y N |2 · |XN |2 folgt und damit
|XN |2 · |PN |2 = |Y N |2 · |PN |2 bzw. |XN |2 = |Y N |2 und folglich |XN | = |Y N | ist. Dies
bedeutet aber, dass N der Mittelpunkt von XY ist, wie der Schmetterlingssatz behauptet.

6 Kreisbündel

Wir greifen die Überlegungen zum Potenzpunkt für drei Kreise (vgl. Ende von Kapitel 3)
noch einmal auf. Sind k1, k2 und k3 drei Kreise, deren Mittelpunkte nicht auf einer Geraden
liegen, dann gibt es genau einen Punkt O, der zu jedem dieser drei Kreise dieselbe Potenz
hat (vgl. Satz 3.3). Damit definieren wir nach [1], S. 476, den Begriff des Kreisbündels.

Definition 6.1 (Kreisbündel).
Ein (eigentliches) Kreisbündel ist die Menge aller Kreise (mit endlichem Radius), von denen
je drei denselben Punkt O als Potenzpunkt haben, sowie aller Geraden (Kreise mit unendli-
chem Radius), die durch O gehen. Der Punkt O heißt Potenzpunkt oder auch Zentrum des
Kreisbündels.

Nach dieser Definition erhalten wir sofort die

Folgerung 6.1. Der Potenzpunkt O eines eigentlichen Kreisbündels hat bezüglich jedes Krei-
ses des Bündels dieselbe Potenz.

Abbildung 54: Potenzpunkt für drei Kreise.

Aufgrund dieser Folgerung können wir die eigentlichen Kreisbündel nach der Potenz p1 des
Punktes O in Klassen einteilen: p > 0, p = 0 oder p < 0 (Abbildung 54). In Analogie
zu den Kreisbüscheln (vgl. Ende von Kapitel 4) bezeichnen wir diese Kreisbündel auch als
hyperbolisch, parabolisch bzw. elliptisch.

Bisher ist noch nicht klar, ob Kreisbündel neben den drei Kreisen und dem zugehörigen
Potenzpunkt O sowie aller Geraden durch O noch weitere Kreise enthalten. Dieser Frage
werden wir jetzt nachgehen und die drei Klassen von Bündeln getrennt untersuchen.

1Bisher haben wir mit p die Potenzgerade zweier Kreise bezeichnet. Nun verwenden wir auch p für die
Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises. Dabei sollten keine Verwechslungen entstehen, da die Potenz-
gerade ein geometrisches Objekt und die Potenz eine Zahl ist.
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6.1 Kreisbündel mit p > 0

Im Fall, dass die Potenz von O bezüglich der drei Kreise k1, k2 und k3 positiv ist, lässt sich
diese Frage nach weiteren Kreisen schnell mit

”
Ja!“ beantworten.

Abbildung 55: Weitere Kreise, zu denen O dieselbe Potenz hat.

Dazu bedenken wir, dass p = pot(O, ki) = |OMi|2 − r2i = const. für i = 1, 2, 3 gilt (vgl.
Satz 2.1). Folglich hat O zu allen Kreisen, deren Mittelpunkte auf Kreisen mit dem Mittel-
punkt O und den Radien OMi liegen, und die den zugehörigen Radius ri haben, dieselbe
Potenz p. In der Abbildung 55b sind zwei Kreise, die zu k1 kongruent sind, und deren Mit-
telpunkte von O genau so weit entfernt sind wie M1, zu sehen. In Abbildung 55c sind weitere
solche Kreise zu sehen. Zu all diesen Kreisen hat O dieselbe Potenz.

Abbildung 56: Noch mehr Kreise, zu denen O dieselbe Potenz hat.

Gibt es noch weitere Kreise, zu denen O dieselbe Potenz hat?
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Auch diese Frage lässt sich mit
”
Ja!“ beantworten. Dazu zeichnen wir von O die Tangenten

an k1, k2 und k3. Die zugehörigen Tangentenabschnitte sind gleich lang, da O bezüglich
dieser drei Kreise dieselbe Potenz hat. Folglich gibt es einen Kreis k∗ um O, der durch
alle Tangentenberührpunkte geht (Abbildung 56a). Ist r∗ der Radius diese Kreises, so gilt
p = pot(O, ki) = |OMi|2 − r2i = const. = r∗2.
Auf k∗ wählen wir nun einen beliebigen Punkt T und verbinden diesen mit O. Durch T
zeichnen wir die Senkrechte t zu OT , also die Tangente an k∗ durch T . Auf t wählen wir einen
beliebigen Punkt M und zeichnen um M einen Kreis k durch T . Da OT Tangentenabschnitt
an k ist und dieser Tangentenabschnitt genau so lang ist wie die Tangentenabschnitte von O
an k1, k2 und k3, hat O dieselbe Potenz zu k wie zu den anderen betrachteten Kreisen.

Da M auf t beliebig gewählt war, hat natürlich auch O zu jedem anderen Kreis um einen
Punkt von t durch T dieselbe Potenz (Abbildung 56b). Dadurch einsteht aber ein Büschel
sich berührender Kreise. g(OT ) ist die zugehörige Potenzgerade.

Bei dieser Gelegenheit bemerken wir auch gleich, dass alle bisher betrachteten Kreise, zu
denen O dieselbe Potenz hat, den Kreis k∗ senkrecht schneiden, denn die Berührpunkte der
Tangentenabschnitte von O an diese Kreise liegen alle auf k∗.

Abbildung 57: Und noch mehr Kreise, zu denen O dieselbe Potenz hat.

Natürlich lassen sich auch Büschel sich schneidender Kreise (Abbildung 57a) und sich nicht
schneidender Kreise (Abbildung 57b) finden, sodass O dieselbe Potenz zu all diesen Kreisen
hat. Die Potenzgeraden dieser Büschel gehen natürlich auch durch O.

Unsere Erkenntnisse fassen wir zusammen im

Satz 6.1.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p > 0.
Dann gibt es Teilmengen von Kreisen des Bündels, die ein Büschel sich schneidender, sich
berührender bzw. sich nicht schneidender Kreise bilden. Die Potenzgeraden dieser Büschel
gehen durch O.

Da zum betrachteten Kreisbündel (Potenzpunkt O, Potenz p > 0) auch alle Geraden durch O
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gehören, ergibt sich aus Satz 6.1 gleich die nächste Frage: Gibt es zu jeder Geraden g durch
O eine Teilmenge von Kreisen des Bündels, die ein Kreisbüschel mit der Potenzgeraden g
bilden? Diese Frage werden wir etwas später beantworten.

Zunächst fragen wir uns, ob wir um jeden Punkt M der Ebene einen Kreis k so finden, dass
pot(O, k) = r∗2 ist.

Abbildung 58: Ein Kreis um M (außer-
halb von k∗), der zum Bündel gehört.

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zu-
erst einen Punkt M , der außerhalb von k∗ liegt
(Abbildung 58). Wir zeichnen die Tangenten von
M an k∗ und einen Kreis k um M durch die ent-
standenen Tangentenberührpunkte. Da die einge-
zeichneten Tangenten senkrecht zu den zugehörigen
Berührradien liegen und diese damit die Tangenten-
abschnitte der Länge r∗ von O an k sind, ergibt sich,
dass O bezüglich k die gewünschte Potenz p = r∗2

hat. Damit gibt es um M genau einen solchen Kreis.

Liegt nun M auf k∗, dann gibt es um M auch genau
einen Kreis k mit der gewünschten Eigenschaft. Al-
lerdings hat dieser Kreis den Radius 0, ist also ein,
zum Punkt entarteter Kreis.

Liegt nun M im Innern von k∗, dann gibt es keinen
Kreis k um M mit der gewünschten Eigenschaft.
Denn ein Kreis k um M kann O nicht in seinem Innern enthalten (Abbildung 59a), da in
diesem Fall pot(O, k) < 0 ist.
Auch darf dieser Kreis nicht durch O gehen (Abbildung 59b), da in diesem Fall pot(O, k) = 0
ist.
Liegt nun O außerhalb dieses Kreises um M (Abbildung 59c), dann ist die Länge der Tangen-
tenabschnitte von O an k kleiner als |OM |. Da aber M im Innern von k∗ liegt ist |OM | < r∗.
Folglich ist pot(O, k) < r∗2 und es gibt keinen Kreis um M mit der gewünschten Eigenschaft,
wenn M im Innern von k∗ liegt.

Abbildung 59: M liegt innerhalb von k∗.
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Unsere Überlegungen fassen wir zusammen im

Satz 6.2.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p > 0. Außerdem sei
k∗ der Kreis um O mit dem Radius r∗ =

√
p.

Dann gibt es zu jedem Punkt M , der nicht innerhalb von k∗ liegt, genau einen Kreis um M ,
der zum gegebenen Kreisbündel gehört. Liegt M auf k∗, so hat dieser Kreis den Radius 0.
Zu keinem Punkt M im Innern von k∗ gibt es einen Kreis um M , der zum gegebenen
Kreisbündel gehört.

Nun fragen wir uns, ob wir zu einem beliebigen Punkt P einen Kreis finden können, der
durch P geht und zum betrachteten Kreisbündel gehört (Abbildung 60a).

Diese Frage können wir für jeden Punkt P ̸= O mit
”
Ja!“ beantworten. Um dies einzusehen,

unterscheiden wir drei Lagemöglichkeiten von P : P liegt außerhalb von k∗, P liegt auf k∗

und P liegt innerhalb von k∗ (P ̸= O).

Abbildung 60: Ein Kreis durch P (außerhalb von k∗).

Im 1. Fall liegt P außerhalb von k∗. Hier zeichnen wir die Tangenten von P an k∗, wobei T1

und T2 die Tangentenberührpunkte sind (Abbildung 60b).

Nun zeichnen wir zwei Kreise n1 und n2 mit den Durchmessern PT1 bzw. PT2. N1 und N2

sind die zugehörigen Mittelpunkte. Aufgrund der Symmetrie bezüglich n = g(OP ) schneiden
sich die beiden Kreise außer in P auch noch in einem weiteren Punkt P ′, der auf n und im
Innern von k∗ liegt.

Da auch OT1 und OT2 Tangentenabschnitte der Länge r
∗ an n1 bzw. n2 sind, hat O bezüglich

der beiden Kreise n1 bzw. n2 die gewünschte Potenz P und wir haben zwei Kreise durch P
mit der geforderten Eigenschaft gefunden.
Aber die beiden Kreise n1 bzw. n2 bestimmen auch ein Büschel sich in P und P ′ schneidender
Kreise mit der Potenzgeraden n. Da O auf n liegt, hat O zu jedem Kreis des Büschels dieselbe
Potenz p (Abbildung 61). Folglich gibt es durch P unendlich viele Kreise, sodass O bezüglich
dieser Kreise dieselbe Potenz p hat.
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Abbildung 61: Es gibt unendliech viele
Kreise durch P .

Außer diesen Kreisen kann es keinen weiteren
Kreis durch P geben, der die geforderte Eigen-
schaft hat. Jeder Kreis durch P , der nicht zum be-
trachteten Kreisbüschel gehört, bestimmt z.B. mit
n1 ein neues Kreisbüschel sich schneidender oder
sich berührender Kreise, dessen Potenzgerade nicht
durch O gehen kann. Folglich hat O bezüglich eines
solchen Kreises nicht die Potenz p.

Betrachten wir noch einmal die Punkte P und P ′

(Abbildung 60b). Weil P ′ sowohl auf n1 und n2 liegt
und PT1 und PT2 Durchmesser der beiden Kreise
sind, ist |∠PP ′T1| = |∠T2P

′P | = 900 (Satz von
Thales). Damit ist aber P ′ der Schnittpunkt von
T1T2 mit OP . P ′ ist folglich auch der Fußpunkt der
Lote von T1 bzw. T2 auf OP .
Da p die Potenz von O bezüglich n1 und n2 ist, gilt
auch |OP ′| · |OP | = p = r∗2.

Im 2. Fall liegt P auf k∗. Jetzt verbinden wir O mit P und zeichnen in P die Senkrechte m auf
n = g(OP ), also die Tangente an k∗ in P . Auf m wählen wir einen beliebigen Punkt N1 ̸= P
und zeichnen um N1 den Kreis n1 durch P (Abbildung 62a). O hat natürlich bezüglich n1

die Potenz p. n1 ist damit ein Kreis durch P mit der geforderten Eigenschaft.

Abbildung 62: Ein Kreis durch P ∈ k∗.

Da n1 zusammen mit P ein Büschel sich in P berührender Kreise bestimmt (Abbildung 62b),
für das n die Potenzgerade ist, hat O zu jedem dieser Kreise dieselbe Potenz p.
Damit gibt es auch in diesem Fall wieder unendlich viele Kreise durch P mit der gewünschten
Eigenschaft. Weitere Kreise durch P , die nicht zum betrachteten Büschel gehören und zu
denen O dieselbe Potenz p hat gibt es nicht, wie wir uns analog zum 1. Fall überlegen
können.
Setzen wir P ′ = P , so gilt auch hier |OP ′| · |OP | = p = r∗2.
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Im 3. Fall liegt P im Innern von k∗, wobei P ̸= O gelten soll. Nun zeichnen wir die Gerade
n = g(OP ), die wegen P ̸= O eindeutig bestimmt ist. Dann zeichnen wir das Lot in P auf n,
das k∗ in T1 und T2 schneidet. In diesen beiden Punkten werden die Tangenten an k∗ gelegt,
die sich in einem Punkt P ′ auf n schneiden (Abbildung 63a).

Abbildung 63: Ein Kreis durch P (innerhalb von k∗, P ̸= O.

n1 und n2 sind die Kreise um die Mittelpunkte N1 und N2 von P ′T1 und P ′T2. Diese beiden
Kreise gehen nicht nur durch P ′ sondern auch durch P (Umkehrung des Satzes von Thales).
Damit hat aber O bezüglich dieser beiden Kreise die gewünschte Potenz p.
n1 und n2 bestimmen wieder ein Büschel sich in P und P ′ schneidender Kreise (Abbil-
dung 63b) mit der Potenzgeraden n. Da O auf dieser Potenzgeraden liegt, hat O auch zu
jedem Kreis dieses Büschels die Potenz p. Weitere Kreise durch P , die nicht zu diesem Büschel
gehören und die gewünschte Eigenschaft haben, gibt es nicht.
Aber auch in diesem Fall gilt |OP ′| · |OP | = p = r∗2.

Unsere Überlegungen fassen wir zusammen im

Satz 6.3.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p > 0. Außerdem sei
k∗ der Kreis um O mit dem Radius r∗ =

√
p.

Dann gibt es durch jeden Punkt P (P ̸= O) unendlich viele Kreise, die zum gegebenen
Kreisbündel gehören.
Alle diese Kreise bilden für P ∈ k∗ ein Büschel sich in P berührender Kreise und für P /∈ k∗

ein Büschel sich schneidender Kreise, wobei P einer der beiden Schnittpunkte ist.
Dadurch wird auch zu jedem Punkt P genau ein Punkt P ′, der zu allen Kreisen des Büschels
gehört, bestimmt. P ′ liegt auf OP+, und es gilt |OP ′| · |OP | = p = r∗2.
Die Potenzgerade des Kreisbüschels geht dabei immer durch O.

Nun wenden wir uns wieder unserer Fragestellung nach Satz 6.1 zu. Gibt es zu jeder Geraden g
durch den Potenzpunkt O des Kreisbündels (p > 0) eine Teilmenge von Kreisen des Bündels,
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die ein Büschel mit der Geraden g als Potenzgeraden bilden? Zur Beantwortung dieser Frage
betrachten wir um O den Kreis k∗ mit dem Radius r∗ =

√
p. k∗ schneidet jeden Kreis des

betrachteten Kreisbündels senkrecht. Weiter sei nun g eine beliebige Gerade durch O und S
ein Schnittpunkt von von g mit k∗. Wir zeigen zuerst, dass es zu jedem Punkt P von g, der
von O verschieden ist, ein Kreisbüschel gibt, dessen Kreise alle zum betrachteten Kreisbündel
gehören und für das g die Potenzgerade ist.

Wir beginnen mit dem Punkt P = S (Abbildung 64a). Durch diesen Punkt zeichnen wir die
Senkrechte m. M ist ein beliebiger Punkt von m um den wir den Kreis k durch P zeichnen.
Dieser Kreis schneidet k∗ senkrecht und ist damit ein Kreis, der zum Kreisbündel gehört.
Die Menge aller Kreise, deren Mittelpunkte auf m liegen und die durch P gehen, bildet ein
Büschel sich in P berührender Kreise, für das g die Potenzgerade ist. Damit ist klar, dass
jede beliebige Gerade g durch O eine Potenzgerade von einem Kreisbüschel ist, dessen Kreise
alle zum Kreisbündel gehören.

Abbildung 64: g als Potenzgerade.

Wir zeigen aber, wie oben schon angekündigt, noch etwas mehr.
Jetzt betrachten wir einen beliebigen Punkt P auf SO− (Abbildung 64b). Nach einer Kon-
struktion die wir bereits in Abbildung 9 gezeigt haben, zeichnen wir eine Tangente von P
an k∗, wobei T den Berührungspunkt bezeichnet. Von T aus fällen wir das Lot auf g. Den
Lotfußpunkt bezeichnen wir mit P ′. Zu PP ′ konstruieren wir die Mittelsenkrechte m. M sei
nun ein beliebiger Punkt von m und k sei der Kreis um M , der durch P und damit auch
durch P ′ geht. Da die beiden rechtwinkligen Dreiecke OP ′T und OPT ähnlich zueinander
sind, gilt |OP ′| : r∗ = r∗ : |OP |, also |OP ′| · |OP | = r∗2 = p = pot(O, k). Damit ist k ein
Kreis des betrachteten Kreisbündels. k ist wegen Satz 6.2 auch der einzigste Kreis um M ,
der zum Kreisbündel gehört.
Da M beliebig auf SO− gewählt war, bildet die Menge aller Kreise um Punkte von m durch
P und P ′ ein Büschel sich schneidender Kreise, wobei jeder Kreis des Büschels auch zum
betrachteten Kreisbündel gehört und g die Potenzgerade des Büschels ist.
Als nächstes betrachten wir einen beliebigen inneren Punkt P von OS (Abbildung 64c).
Ebenfalls nach der Konstruktion aus Abbildung 9 errichten wir in P die Senkrechte auf g,
die k∗ in einem Punkt T schneidet. Die Tangente in T an k∗ schneidet g in P ′. m bezeich-
net wieder die Mittelsenkrechte von PP ′. M ist wieder einen beliebiger Punkt von m um
den wir den Kreis k durch P und damit auch durch P ′ zeichnen. Dann folgt aufgrund der
Ähnlichkeit der beiden rechtwinkligen Dreiecke OPT und OP ′T , dass |OP | : r∗ = r∗ : |OP ′|,
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also |OP | · |OP ′| = r∗2 = p = pot(O, k). Damit ist auch hier k ein Kreis des betrachteten
Kreisbündels, der wegen Satz 6.2 der einzige Kreis um M ist, der zum Kreisbündel gehört.
Da M beliebig im Innern von OS gewählt war, bildet die Menge aller Kreise um Punkte von
m durch P und P ′ ein Büschel sich schneidender Kreise, wobei jeder Kreis des Büschels auch
zum betrachteten Kreisbündel gehört und g die Potenzgerade des Büschels ist.
Analoge Betrachtungen für Punkte auf OS− zeigen, dass es tatsächlich zu jedem Punkt P
(P ̸= O) ein Kreisbüschel gibt, das aus Kreisen des Kreisbündels besteht und g als Potenz-
gerade hat. Ist P = S, dann handelt es sich um ein Büschel sich in S berührender Kreise, ist
P ̸= S (P ̸= O), dann erhalten wir ein Büschel sich schneidender Kreise, die alle durch P
gehen.
Bezeichnen wir jetzt den Schnittpunkt von m mit g mit L, dann ist klar, dass L nicht im
Innern von k∗ liegen kann. Ist P = S, dann liegt L auf k∗. Ist P ̸= S,O, dann muss L
außerhalb von k∗ liegen. Denn um L gibt es genau einen Kreis, der durch P und P ′ geht und
zum betrachteten Kreisbündel gehört. Da aber kein Kreis des betrachteten Kreisbündels mit
p > 0 seinen Mittelpunkt innerhalb von k∗ hat, muss L außerhalb von k∗ liegen.
Damit gehört aber zu jedem Punkt L von g, der nicht innerhalb von k∗ liegt, genau ein
Kreisbüschel aus Kreisen der Kreisbündels, wobei g die Potenzgerade des Kreisbüschels ist.

Abschließend betrachten wir jetzt noch einen Punkt L ∈ g, der im Innern von k∗ liegt. m ist
die Senkrechte zu g durch L, die k∗ in S1 und S2 schneidet (Abbildung 64d). M ist nun ein
beliebiger Punkt, der nicht innerhalb von k∗ liegt. Dann gibt es nach Satz 6.2 um M genau
einen Kreis k, der zum betrachteten Kreisbündel gehört. r sei der zugehörige Radius. Da k
ein Kreis des betrachteten Kreisbündels ist, schneiden sich k und k∗ senkrecht. T ist einer
der beiden Schnittpunkte.
Dann gilt im rechtwinkligen Dreieck OMT mit dem Satz des Pythagoras |OM |2 = r∗2 + r2.
Im rechtwinkligen Dreieck OLM erhalten wir |OM |2 = |OL|2 + |LM |2.
Aus beiden Beziehungen folgt r∗2 + r2 = |OL|2 + |LM |2. Da aber 0 < |OL| < r∗ ist, ist auch
|OL|2 < r∗2. Damit wird r∗2 + r2 = |OL|2+ < r∗2 + |LM |2, also r∗2 + r2 < r∗2 + |LM |2, bzw.
r2 < |LM |2. Also ist r < |LM | und damit hat k mit g keinen Punkt gemeinsam.
Da dies für jeden Punkt M vom m, der außerhalb von k∗ liegt, gilt, und O zu jedem
der zugehörigen Kreise die Potenz p hat, bildet diese Menge von Kreisen des betrachte-
ten Kreisbündels ein sich nicht schneidendes Kreisbüschel, für das g die Potenzgerade ist.
Unsere Überlegungen fassen wir nun zusammen im

Satz 6.4.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p > 0. Außerdem sei
k∗ der Kreis um O mit dem Radius r∗ =

√
p.

Dann ist jede Gerade g durch O eine Potenzgerade zu unendlich vielen Kreisbüscheln, deren
Kreise zum Kreisbündel gehören.

Abschließend stellt sich noch die Frage, ob zwei beliebige, voneinander verschiedene Krei-
se des betrachteten Kreisbündels auch ein Kreisbüschel bestimmen, dessen Kreis alle zum
Kreisbündel gehören.

Auch diese Frage lässt sich mit
”
Ja!“ beantworten. Seien nämlich k1 und k2 zwei voneinan-

der verschiedene Kreise des betrachteten Kreisbündels, so können sich diese beiden Kreise
entweder in einem Punkt berühren (Abbildung 65a), sich in zwei Punkten schneiden (Ab-
bildung 65b) oder keinen gemeinsamen Punkt haben (Abbildung 65c). Da die beiden Kreis
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verschieden voneinander sind und es wegen Satz 6.2 um jeden Punkt genau einen Kreis gibt,
der zum betrachteten Kreisbündel gehört, müssen die beiden Kreismittelpunkte M1 und M2

auch verschieden voneinander sein. Folglich ist die Gerade m durch diese beiden Kreismit-
telpunkte eindeutig bestimmt und wir können auf m die Senkrechte g durch O bestimmen.
Mit L bezeichnen wir den Schnittpunkt dieser beiden Geraden.
Da k1 und k2 Kreise des Kreisbündels sind, hat O zu beiden Kreisen dieselbe Potenz und
folglich ist g die Potenzgerade zu diesen beiden Kreisen.

Abbildung 65: Zwei Kreise des Bündels bestimmen ein Büschel.

Da es nach Satz 6.2 um jedem Punkt von m, der nicht im Innern von k∗ liegt genau einen
Kreis gibt, der zum Kreisbündel gehört, bestimmen die beiden Kreise k1 und k2 genau ein
Kreisbüschel aus Kreisen des betrachteten Kreisbündels. Damit gilt

Satz 6.5.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p > 0. Außerdem sei
k∗ der Kreis um O mit dem Radius r∗ =

√
p.

Dann bestimmen zwei beliebige, voneinander verschiedene Kreise des Bündels genau ein
Kreisbüschel, das aus Kreisen des Bündels besteht.

6.2 Kreisbündel mit p = 0

Diesen Fall können wir sehr schnell behandeln. Damit der Potenzpunkt O zu drei Kreisen
die Potenz 0 hat, müssen die drei Kreise jeweils durch O gehen (Abbildung 66a).

Damit ist auch sofort klar, dass alle Kreise, die durchO gehen, zu dem betrachteten Kreisbündel
gehören. Alle weiteren Kreise, die nicht durch O gehen, gehören natürlich nicht zu diesem
Bündel (Abbildung 66b).

Auch hier fragen wir uns wieder, ob es zu jedem Punkt M der Ebene einen Kreis gibt, der
zum gegebenen Kreisbündel gehört. Dies lässt sich bejahen, denn wir brauchen nur um M
den Kreis zu zeichnen, der durch O geht (Abbildung 67a). Falls M = O ist, dann hat dieser
Kreis den Radius 0.

Und finden wir durch jeden Punkt P auch einen Kreis der zum gegebenen Kreisbündel gehört?
Auch diese Frage lässt sich bejahen, wir müssen aber P ̸= O fordern. Dann können wir
nämlich die Gerade n = g(OP ) zeichnen und zu OP die Mittelsenkrechtem (Abbildung 67b).
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Abbildung 66: Ein Kreisbündel mit p = 0.

Abbildung 67: Ein Kreis um M und Kreise durch P .

Jeder Kreis, dessen Mittelpunkt auf m liegt und der durch P geht, geht auch durch O. Damit
bilden alle diese Kreise ein Büschel sich in P und O schneidender Kreise. Da O zu jedem
dieser Kreise die Potenz 0 hat, gehören alle diese Kreise zum betrachteten Kreisbündel. Alle
anderen Kreis durch P , deren Mittelpunkte nicht auf m liegen, gehen nicht durch O und
haben somit nicht die gewünschte Eigenschaft.
Ist P = O, so ist natürlich jeder Kreis des Bündels ein Kreis durch P mit der gewünschten
Eigenschaft.

Unsere Überlegungen fassen wir in den folgenden Sätzen zusammen.

Satz 6.6.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p = 0.
Dann gibt es Teilmengen von Kreisen des Bündels, die Büschel sich schneidender oder sich
berührender Kreise bilden. Die Potenzgeraden dieser Büschel gehen durch O. Darüber hinaus
gehen auch alle Kreise des Bündels durch O.

Satz 6.7.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p = 0.
Dann gibt es zu jedem Punkt M genau einen Kreis um M , der zum gegebenen Kreisbündel
gehört. Ist M = O, so hat dieser Kreis den Radius 0.
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Satz 6.8.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p = 0.
Dann gibt es durch jeden Punkt P (P ̸= O) unendlich viele Kreise, die zum gegebenen
Kreisbündel gehören.
Alle diese Kreise bilden ein Büschel sich schneidender Kreise, wobei P und O die beiden
Schnittpunkte sind.

Natürlich ist auch jede Gerade durch O eine Potenzgerade zu unendlich vielen Büscheln
aus Kreisen des Bündels (Abbildung 68a-c) und zwei beliebige, voneinander verschiedene
Kreise des Bündels bestimmen jeweils genau ein Kreisbüschel aus Kreisen des Bündels (Ab-
bildung 68d, e).

Abbildung 68: g als Potenzgerade.

Satz 6.9.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p = 0.
Dann ist jede Gerade g durch O eine Potenzgerade zu unendlich vielen Kreisbüscheln, deren
Kreise zum Kreisbündel gehören.

Satz 6.10.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p = 0.
Dann bestimmen zwei beliebige, voneinander verschiedene Kreise des Bündels genau ein
Kreisbüschel, das aus Kreisen des Bündels besteht.

6.3 Kreisbündel mit p < 0

Im Fall, dass die Potenz von O bezüglich der drei Kreise k1, k2 und k3 negativ ist, lässt
sich diese Frage nach weiteren Kreisen ebenfalls mit

”
Ja!“ beantworten. Dazu bedenken wir,

dass O im Innern der drei Kreise liegt und kein Kreis vollständig im Innern eines anderen
liegen kann (Abbildung 69a). Also haben je zwei Kreise genau zwei gemeinsame Punkte. Wir
betrachten z.B. k2 und k3, die sich in S1 und S2 schneiden (Abbildung 69b). Die Gerade n =
g(S1S2) ist die Potenzgerade dieser beiden Kreise und geht damit auch durch O. Bezeichnen
wir mit m die Mittelsenkrechte von S1S2. Sei M ein beliebiger Punkt von m, so geht der
Kreis k um M , der durch S1 geht auch durch S2. Damit gehört k aber zu dem Kreisbüschel
sich schneidender Kreise, das durch k2 und k3 bestimmt ist. Folglich hat O dieselbe Potenz
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bezüglich k wie zu k1, k2 und k3. Damit gibt es wieder unendlich viele Kreise, und O hat
bezüglich dieser Kreise die geforderte Eigenschaft.

Abbildung 69: Kreisbündel mit p < 0.

Da alle Kreise des Bündels O als inneren Punkt enthalten ist klar, dass die Kreise des be-
trachteten Bündels keine Büschel sich berührender oder nicht schneidender Kreise enthält.

Damit gilt der

Satz 6.11.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p < 0.
Dann gibt es Teilmengen von Kreisen des Bündels, die Büschel sich schneidender Kreise
bilden. Die Potenzgeraden dieser Büschel gehen durch O. Büschel sich berührender oder sich
nicht schneidender Kreise treten nicht auf.

Abbildung 70: Ein Kreis um
M .

Fragen wir nun wieder danach, ob es zu jedem Punkt M einen
Kreis um M gibt, der zum betrachteten Bündel gehört. Um
dies zu untersuchen, verbinden wir M mit M2, falls M ̸= M2

ist (Abbildung 70).

Diese Verbindungsgerade bezeichnen wir mit m. Dann fällen
wir von O das Lot n aufm. n schneidet k2 in S1 und S2. Folglich
geht der Kreis k um M gleichzeitig durch S1 und S2 und n ist
die Potenzgerade von k und k2. Da O auf dieser Potenzgeraden
liegt, hat O auch die Potenz p bezüglich k. Damit gibt es um
jeden Punkt M (M ̸= M2) genau einen Kreis bezüglich dem O
die geforderte Eigenschaft hat.
Falls M = M2 ist, verbinden wir M mit M1 oder mit M3 und
verfahren wie eben. k fällt dann mit k1 oder mit k3 zusammen.

Wir erhalten damit den

Satz 6.12.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p < 0.
Dann gibt es zu jedem Punkt M genau einen Kreis um M , der zum gegebenen Kreisbündel
gehört.
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Und auch hier die Frage: Gibt es zu jedem Punkt P einen Kreis, der zum betrachteten Bündel
gehört?
Nehmen wir zuerst an, dass P = O ist. Da O zu jedem Kreis, der durch O geht die Potenz 0
hat, gibt es in diesem Fall keinen Kreis durch P , sodass O bezüglich dieses Kreises die Potenz
p < 0 hat.

Abbildung 71: Kreise durch P .

Setzen wir also P ̸= O voraus und betrachten die Schnittpunkte der Kreise k1, k2 und k3. Zwei
dieser Kreise schneiden sich immer in zwei Punkten (Abbildung 71a). Da P nicht gleichzeitig
auf allen drei Verbindungsgeraden der Schnittpunkte von je zwei Kreisen liegen kann, gibt es
mindestens eine Verbindungsgerade, auf der P nicht liegt. O.E.d.A. nehmen wir an, dass dies
die Verbindungsgerade der Schnittpunkte von k2 und k3 ist (Abbildung 71b). Mit S1 und S2

bezeichnen wir die beiden Kreisschnittpunkte und mit n die Verbindungsgerade dieser beiden
Punkte. m ist die Mittelsenkrechte von S1S2. Wie oben bereits festgestellt, hat O bezüglich
eines Kreises durch S1 und S2 um einen beliebigen Punkt von m die Potenz p. Demzufolge
müssen wir jetzt auf m einen Punkt M∗ so finden, dass der Kreis um diesen Punkt nicht nur
durch S1 und S2 geht, sondern auch durch P . Dazu verbinden wir P mit S2 und zeichnen die
Mittelsenkrechte m′ zu PS2. Diese Mittelsenkrechte schneidet m im gesuchten Punkt M∗.
Da P nicht auf n liegt, existiert dieser Punkt M∗ immer. Der Kreis k∗ um M∗ geht dann
durch S1, S2 und P . Damit ist k∗ ein Kreis durch P , zu dem O die Potenz p hat.
Um weitere Kreise mit der geforderten Eigenschaft durch P zu finden, betrachten wir den
Schnittpunkt Q von n∗ = g(PO) mit k∗ (Abbildung 71c). Die Mittelsenkrechte m∗ von PQ
geht natürlich durch M∗.
Die Mittelpunkte aller Kreis durch P und Q liegen natürlich auf m∗. Alle diese Kreise bilden
ein sich in P undQ schneidendes Kreisbüschel. DaO bezüglich k∗, einen Kreis dieses Büschels,
die Potenz p hat, hat O auch bezüglich jedes Kreises dieses Büschels die Potenz p. Damit
gibt es durch P auch in diesem Fall unendlich viele Kreise, bezüglich derer O die Potenz p
hat. Alle diese Kreise bilden ein Büschel sich schneidender Kreise.

Jeder andere Kreis k, der durch P geht und dessen Mittelpunkt M nicht auf m∗ und n∗

liegt, geht auch nicht durch Q und schneidet damit k∗ in einem von Q verschiedenen Punkt
Q (Q ̸= P ). Die Verbindung dieses Punktes mit P geht folglich nicht durch O. Da diese
Verbindungsgerade aber die Potenzgerade bezüglich der Kreise k und k∗ ist, hat O bezüglich
des Kreises k nicht die Potenz p.

58



6 KREISBÜNDEL

Liegt M auf n∗, aber nicht auf m∗, so geht k auch nicht durch Q. k berührt jetzt k∗ in P . Die
gemeinsame Tangente dieser beiden Kreise in P geht nicht durch O, ist aber die Potenzgerade
dieser beiden Kreise. Folglich hat O bezüglich des Kreises k ebenfalls nicht die Potenz p.

Es gilt damit der

Satz 6.13.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p < 0.
Dann gibt es durch jeden Punkt P (P ̸= O) unendlich viele Kreise, die zum gegebenen
Kreisbündel gehören.
Alle diese Kreise bilden ein Büschel sich in P und Q schneidender Kreise. Dabei liegt O
zwischen P und Q, und es gilt |OQ| = |p|

|OP | .

Abbildung 72: g als
Potenzgerade.

Auch in diesem Fall fragen wir, ob jede Gerade durch O eine Potenzge-
rade eines Kreisbüschels aus Kreisen des betrachteten Kreisbündels ist.
Wir betrachten also durch O eine beliebige Gerade g sowie einen Kreis
k des Kreisbündels. M sei der Mittelpunkt dieses Kreises k. Da p < 0
ist, liegt O im Innern von k. Folglich schneidet g den Kreis k in zwei
Punkten, die wir mit S1 und S2 bezeichnen (Abbildung 72). m ist nun
das Lot von M auf g und L der zugehörige Lotfußpunkt.

Ist nun M ′ ein beliebiger Punkt von m und k′ der Kreis um M ′ durch
S1, der dann auch durch S2 geht, so gilt pot(O, k′) = −|OS1|·|OS2|. Da-
mit gehört aber k′ zum Kreisbündel. Folglich bilden alle Kreise, deren
Mittelpunkte auf m liegen und die durch S1 und S2 gehen, ein Kreisbüschel sich schnei-
dender Kreise, für das g die Potenzgerade ist. Damit gibt es auch hier zu g unendlich viele
Kreisbüschel sich schneidender Kreise, für die g die Potenzgerade ist. Damit gilt der

Satz 6.14.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p < 0.
Dann ist jede Gerade g durch O eine Potenzgerade zu unendlich vielen Kreisbüscheln sich
schneidender Kreise, deren Kreise zum Kreisbündel gehören.

Abbildung 73: Zwei
Kreise bestimmen
ein Büschel.

Bestimmen auch hier zwei beliebigen, voneinander verschiedenen Krei-
sen des Bündels ein Kreisbüschel aus Kreisen des Bündels?
Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zwei Kreise k1 und k2 des
betrachteten Kreisbündels. Da p < 0 ist, ist O innerer Punkt von beiden
Kreisen, die sich daher in zwei Punkten S1 und S2 schneiden (Abbil-
dung 73). Mit m bezeichnen wir die Gerade, die durch die Mittelpunkte
M1 und M2 der beiden Kreise k1 und k2 geht. g ist die Verbindungsge-
rade von S1 und S2, die durch O gehen muss und senkrecht auf m steht.
L ist der Schnittpunkt dieser beiden Geraden. Dann ist auch hier jeder
Kreis, der durch S1 und S2 geht, um einen beliebigen Punkt von m ein
Kreis des betrachteten Kreisbündels. Alle diese Kreise bestimmen ein
Büschel sich schneidender Kreise. Also gilt

Satz 6.15.
Gegeben sei ein Kreisbündel mit dem Potenzpunkt O und der Potenz p < 0.
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Dann bestimmen zwei beliebige, voneinander verschiedene Kreise des Bündels genau ein
Kreisbüschel sich schneidender Kreise, das aus Kreisen des Bündels besteht.

Damit haben wir einen Überblick über alle (eigentlichen) Kreisbündeln. Wir sehen, dass diese
Kreisbündel zwar eine unübersehbare Menge von Kreisen enthalten, sich aber Teilmengen
diese Kreise zu Kreisbüscheln zusammenfassen lassen. Damit entsteht etwas Ordnung in den
Kreisbündeln. Die Potenzgeraden dieser Kreisbüschel gehen alle durch den Punkt O, das
Zentrum des Kreisbündels.

6.4 Uneigentliche Kreisbündel

In Analogie zu den Kreisbüscheln können wir auch hier nach uneigentlichen Kreisbündeln
fragen. Diese sind in der Definition 6.1 nämlich nicht enthalten. Dazu stellen wir uns vor,
dass das Zentrum O des Kreisbündels immer weiter

”
nach außen“ geht, bis O schließlich im

Unendlichen liegt. Diesen Punkt bezeichnen wir dann mit O∞. Da es diesen Punkt in der
euklidischen Ebene nicht gibt, arbeiten wir jetzt in einer Ebene, die nicht mehr euklidiscxh
ist und aus allen Punkten der euklidischen Ebene und dem Punkt O∞ besteht.

Wir untersuchen drei verschiedene Fälle:

1. Wir beginnen mit einem Kreis k und einem Punkt O, der außerhalb von k liegt. Dann ist
die Potenz p von O bezüglich k positiv und ergibt sich aus dem Abschnitt der Tangente von O
an k. Damit ist ein Kreisbündel mit p > 0 festgelegt. Entsprechend Abschnitt 6.1 betrachten
wir auch den Kreis k∗ um O mit dem Radius

√
p, der dann durch die Berührpunkte der

Tangenten von O an k geht und der k senkrecht schneidet (Abbildung 74a). Zu diesem
Kreisbündel gehören alle Kreise, die k∗ senkrecht schneiden und alle Geraden durch O.

Abbildung 74:
”
Wegschieben“ des Punktes O.

Nun halten wir den Kreis k mit dem Mittelpunkt M fest und
”
schieben“ O immer weiter weg

von M . Dieser Prozess ist in Abbildung 74b, c, d veranschaulicht. Bei diesem
”
Wegschieben“

vergrößert sich natürlich die Potenz p von O bezüglich k. Auch der Radius des Kreises k∗

wird immer größer und k∗ nähert sich dabei immer mehr einer Geraden und dem Punkt M
an. Natürlich gehört zu jeder neuen Lage von O auch ein zugehöriges Kreisbündel.
Schließlich ist O unendlich weit entfernt und geht in den Punkt O∞ über, also O = O∞.
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Dann hat k∗ einen unendlich großen Radius und k∗ entartet zur Geraden, die durch M geht.
Die Potenz p ist in dieser Situation ebenfalls unendlich groß.

Abbildung 75: Ein erstes uneigentliches
Kreisbündel.

Die Senkrechten in den Schnittpunkten von k∗ mit
k auf k∗ gehen auch durch O∞, sind quasi die Tan-
genten von O∞ an k∗.
Auch zu dieser Situation gehört ein Kreisbündel,
welches aus allen Kreisen, die k∗ senkrecht schnei-
den, und alle Geraden durch O∞ besteht. Die Mit-
telpunkte dieser Kreise liegen auf k∗ und die Gera-
den durch O∞ sind die Senkrechten zu k∗ (Abbil-
dung 75). Damit haben wir das erste uneigentliche
Kreisbündel bestimmt. Es besteht aus allen Kreisen,
deren Mittelpunkte auf einer Geraden k∗ liegen, so-
wie allen Geraden, die senkrecht zu dieser Geraden
sind.
Auch dieses uneigentliche Kreisbündel enthält eine
Vielzahl von Kreisbüscheln als Teilmengen. Es sind alle Arten von eigentlichen Kreisbüscheln
dabei. Auch uneigentliche Kreisbüschel kommen vor, nämlich zu jedem Punkt P von k∗ das
Büschel aller Kreise mit dem Mittelpunkt P und das Büschel aller Geraden, die zu k∗ senk-
recht sind. Nur das uneigentliche Kreisbüschel aller Geraden durch einen Punkt (̸= O∞) ist
nicht möglich.

Abbildung 76:
”
Wegschieben“ von O.

2. Setzen wir unsere Betrachtungen mit einem Kreis k und einem Punkt O, der auf k liegt,
fort (Abbildung 76a). In diesem Fall wird dadurch das Kreisbündel mit p = 0, bei dem alle
Kreise durch O gehen, festgelegt. Natürlich gehören auch alle Geraden durch O dazu.
Als nächstes markieren wir auf k zwei Punkte A und B und beginnen O immer weiter von A
und B

”
wegzuschieben“, wodurch der Kreis k immer größer wird. Dieser Prozess ist in den

Bildern 76b, c, d veranschaulicht.
Schließlich geht O in den Punkt O∞ über (O = O∞). Dabei entartet k zur Geraden durch
A und B. Da dieser Prozess alle Kreise des Bündels in Geraden überführt, entsteht auf
diesem Weg ein weiteres uneigentliches Kreisbündel, das aus allen Geraden der Ebene besteht
(Abbildung 77). An dieser Stelle bemerken wir auch, dass alle Geraden der Ebene durch O∞
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gehen, da diese Geraden aus den Kreisen durch O, beim Übergang von O nach O∞ entstanden
sind.

Abbildung 77: Ein
zweites uneigentliches
Kreisbündel.

Dieses uneigentliche Kreisbündel enthält keine eigentlichen Kreis-
bündel, aber alle Sorten von uneigentlichen Kreisbündeln.

3. Nun liegt der Punkt O innerhalb des Kreises k, womit O bezüglich
k eine negative Potenz hat (Abbildung 78). Damit ist jetzt ein
Kreisbündel mit p < 0 festgelegt und O ist innerer Punkt aller Kreise
des Bündels. In diesem Fall lässt sich kein uneigentliches Kreisbündel
erzeugen.

Markieren wir nämlich wieder zwei voneinander verschiedene Punkte
A und B auf k und schieben O von A und B immer weiter weg, so
muss der Radius von k auch größer werden, da O ein innerer Punkt
von k ist. Bei diesem Prozess kann O nie in den Punkt O∞ übergehen,
denn O ist immer ein innerer Punkt von k. Würde O = O∞ gelten, dann wäre auch O∞ ein
innerer Punkt k und hätte zu A und B einen endlichen Abstand, was nicht möglich ist.

Abbildung 78: O kann
nicht in O∞ geschoben
werden.

Zusammenfassend können wir nun feststellen, dass es zwei uneigent-
liche Kreisbündel gibt:
Das erste enthält alle Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden
k∗ liegen, und alle Geraden, die zu k∗ senkrecht sind (Abbildung 75),
das zweite enthält alle Geraden der Ebene (Abbildung 77).

Auch die uneigentlichen Kreisbündel enthalten Kreisbüschel als Teil-
mengen.
So enthält das erste uneigentliche Kreisbündel das uneigentliche
Kreisbündel aller parallelen Geraden, sowie alle drei Sorten von ei-
gentlichen Kreisbüscheln, wobei die Mittelpunkte der Kreise nur auf
k∗ liegen.
Das zweite uneigentliche Kreisbündel enthält die beiden uneigentlichen Kreisbüschel, die aus
allen Geraden bestehen, die sich in einem Punkt schneiden, sowie das Büschel von zueinander
parallelen Geraden.

Mit den obigen Betrachtungen zum PunktO∞ lassen sich auch die uneigentlichen Kreisbüschel
(am Ende von Kapitel 4) besser verstehen.

Abbildung 79: Uneigentliche Kreisbüschel.
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Da alle Geraden der Ebene durch O∞ gehen, können wir das uneigentliche Kreisbündel
paralleler Geraden als ein sich in O∞ berührendes Kreisbüschel auffassen (Abbildung 79a).
Das uneigentliche Kreisbüschel, das aus allen Geraden durch einen Punkt M besteht, können
wir dann als ein sich in M und O∞ schneidendes Kreisbüschel auffassen (Abbildung 79b).
Das uneigentliche Kreisbüschel aller konzentrischen Kreise ist dann ein Kreisbüschel sich
nicht schneidender Kreise (Abbildung 79c).

6.5 Schnitt zweier Kreisbündel

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei voneinander verschiedene (eigentliche oder unei-
gentliche) Kreisbündel und fragen, ob Kreise des einen Kreisbündels auch Kreise des anderen
Bündels sind. Damit suchen wir nach dem Durchschnitt dieser beiden Kreisbündel.

In der Übersicht (vgl. Abbildung 80) sind alle möglichen Paarungen von zwei Kreisbündeln
dargestellt.

Jede dieser Paarungen wird durch ihre Koordinaten (Zeilennummer, Spaltennummer) in der
Tabelle gekennzeichnet. Auch müssen die Paarungen oberhalb der Hauptdiagonalen nicht
untersucht werden, da sie symmetrisch zu den entsprechenden Paarungen unter der Haupt-
diagonalen sind.
In der Tabelle sind auch schon die offensichtlichen Durchschnitte zwischen zwei Kreisbündeln
dargestellt, andere fehlen noch. Die fehlenden Schnitte werden einzeln betrachtet.

Beginnen wir mit dem Fall (1,1), in dem wir den Schnitt zweier Kreisbündel mit den Po-
tenzpunkten O1 und O2 und den Potenzen p1 > 0 und p2 > 0 bestimmen werden. Dazu
unterscheiden wir zwei Fälle:
(1,1)a: O1 = O2 und p1 ̸= p2 (Wäre p1 = p2, so würden die beiden Kreisbündel identisch
sein.) und
(1,1)b: O1 ̸= O2.

Beginnen wir mit:
� (1,1)a: In diesem Fall ist es offensichtlich, dass der Durchschnitt der beiden Kreisbündel das
uneigentliches Kreisbüschel ist, das aus allen Geraden besteht, die durch den gemeinsamen
Potenzpunkt gehen.
� (1,1)b: Diesen Fall werden später ausführlich betrachtet.

Wie im Fall (1,1)a tritt das uneigentliche Kreisbüschel, das aus allen Geraden besteht, die
durch einen Punkt gehen, auch als Schnitt in den Fällen (2,1)a, (3,1)a, (3,2)a, (3,3)a,
(5,1), (5,2) und (5,3) auf.
Im Fall (5,4) ergibt sich als Schnitt das uneigentliche Kreisbüschel, dass aus allen Geraden
besteht, die senkrecht zur Geraden k∗

2 sind.
Der Fall (5,5) ist wie der Fall (2,2)a nicht interessant, da in beiden Fällen die betrachteten
Kreisbündel identisch sind.
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Abbildung 80: Übersicht zum Schnitt zweier Kreisbündel

Weitere offensichtliche Schnitte liefern die folgenden Fälle:
� (4,1)a: Hier ergibt sich als Schnitt das Kreisbüschel mit dem Potenzpunkt O2 und der

64



6 KREISBÜNDEL

Potenz p2, bei dem die Mittelpunkte der Kreise auf k∗
1 liegen.

� (4,2)a: Hier ergibt sich als Schnitt das Kreisbüschel mit dem Potenzpunkt O2 und der
Potenz p2 = 0, bei dem alle Kreise durch O2 gehen und die Mittelpunkte dieser Kreise auf
k∗
1 liegen.

� (4,3)a: Hier ergibt sich als Schnitt das Kreisbüschel mit dem Potenzpunkt O2 und der
Potenz p2, bei dem die Mittelpunkte der Kreise auf k∗

1 liegen.
� (4,4)a: Hier ergibt sich als Schnitt das uneigentliche Kreisbüschel, dass aus allen Gera-
den besteht, die senkrecht zu k∗

1 bzw. k∗
2 sind. (Wäre k∗

1 = k∗
2, so wären die betrachteten

Kreisbündel identisch.)
� (4,4)b: Hier ergibt sich als Schnitt das uneigentliche Kreisbüschel, dass aus allen Kreisen
besteht, die konzentrisch zum Schnittpunkt von k∗

1 und k∗
2 sind.

Nun untersuchen wir die anderen Fälle, bei denen der Schnitt der zugehörigen Kreisbündel
nicht so offensichtlich ist.

� (1,1)b: Wir untersuchen zwei Kreisbündel mit den Potenzpunkten O1 und O2 (O1 ̸= O2)
und den Potenzen p1 > 0 und p2 > 0. Wir verbinden O1 und O2 durch die Gerade g und
betrachten die Kreise k∗

1 und k∗
2 mit den Radien r∗1 =

√
p1 und r∗2 =

√
p2 um O1 bzw. O2.

Da die beiden Kreise k∗
1 und k∗

2 nicht konzentrisch sein können (O1 ̸= O2), gibt es zu bei-
den Kreisen genau eine Potenzgerade p (Abbildung 81). Diese Potenzgerade hat mit beiden
Kreisen entweder zwei Punkte, genau einen Punkt oder keinen Punkt gemeinsam.

Abbildung 81: Zum Schnitt zweier Kreisbündel zum Fall (1,1)b

Jeder Punkt dieser Potenzgeraden hat zu den beiden Kreisen dieselbe Potenz. Speziell sind
die Tangentenabschnitte von einem Punkt der Potenzgeraden, der außerhalb der beiden Kreis
liegt, gleichlang. Damit geht der Kreis um den betrachteten Punkt der Potenzgeraden durch
alle Berührpunkte der Tangenten von dem betrachteten Punkt an die beiden Kreise. Folglich
schneidet dieser Kreis sowohl k∗

1 als auch k∗
2 senkrecht. Damit gehört dieser Kreis aber gleich-

zeitig zu den beiden betrachteten Kreisbündeln, gehört also zum Durchschnitt der beiden
Kreisbündel.
Für einen Punkt, der nicht auf p liegt, sind die Tangentabschnitte von diesem Punkt an
k∗
1 und k∗

2 unterschiedlich lang. Folglich geht um diesen Punkt kein Kreis, der k∗
1 und k∗

2

gleichzeitig senkrecht schneidet. Damit gehört kein Kreis um einen Punkt außerhalb von p
gleichzeitig zu beiden Kreisbündeln.
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Folglich ergibt sich als Durchschnitt der beiden Kreisbündel genau ein Kreisbüschel sich nicht
schneidender, sich berührender oder sich schneidender Kreise, je nach dem wie k∗

1 und k∗
2 zu-

einander liegen.
Im Fall (1,1)b entsteht also immer ein eigentliches Kreisbüschel als Durchschnitt der beiden
Kreisbündel.

� (2,1)b: Wir suchen die gemeinsamen Elemente, die zu einem Kreisbündel mit der Potenz
0 (p1 = 0) und zu einem Kreisbündel mit der Potenz p2 > 0 gehören, wobei die Zentren
O1 und O2 der beiden Kreisbündel verschieden voneinander sind. Zum ersten Kreisbündel
(Zentrum O1 und p1 = 0) gehören alle Kreise und alle Geraden, die durch O1 gehen. Zum
zweiten Kreisbündel (Zentrum O2 und p2 > 0) betrachten wir zuerst den Kreis k∗

2 um O2 mit
r∗2 =

√
p2. Dann gehören alle Kreise, die k∗

2 senkrecht schneiden, zu diesem Kreisbündel und
ebenfalls alle Geraden durch O2.
Es ist sofort klar, dass die Gerade g(O1, O2) zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel gehört,
und dies die einzige gemeinsame Gerade ist.
Ist O1 innerer oder äußerer Punkt von k∗

2, so finden wir Kreise, die zu beiden Kreisbündeln
gehören, indem wir zuerst einen Hilfskreis h, der so gewählt ist, dass er durch O1 geht und k∗

2

in zwei Punkten P und Q schneidet, zeichnen. Dann schneidet die Gerade durch P und Q die
Tangente im Punkt O1 an h in R. Das Lot p von R auf g(O1, O2) ist dann die Potenzgerade
zu O1 und k∗

2 (vgl. Abbildung 82a, c).

Abbildung 82: Zum Schnitt zweier Kreisbündel zum Fall (2,1)b

Dann hat jeder Punkt M der Geraden s von O1 einen Abstand der gleich der Länge der
Tangentenabschnitte von M an k∗

2 ist. Damit schneidet der Kreis k um M , der durch O1 geht
den Kreis k∗

2 senkrecht. Folglich ist k ein Kreis der zu beiden Kreisbündeln gehört. Jeder
andere Kreis, dessen Mittelpunkt nicht auf p liegt, gehört nicht dazu.

Als Durchschnitt der beiden Kreisbündel ergibt sich damit ein Kreisbüschel sich schneidender
Kreise, da alle Kreise durch O1 gehen.

Liegt O1 auf k
∗
2, so ist die Tangente in O1 an k∗

2 die Potenzgerade p zu O1 und k∗
2 (vgl. Abbil-

dung 82b). Damit ergibt sich hier als Durchschnitt der beiden Kreisbündel ein Kreisbüschel
sich in O1 berührender Kreise.

� (2,2)b: Hier suchen wir den Durchschnitt zweier Kreisbündel, die jeweils die Potenz 0
haben, aber deren Zentren O1 und O2 nicht zusammenfallen. Auch hier ist wieder g(O1, O2)
die einzige Gerade, die zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel gehört. Die Mittelsenkrechte
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p von O1O2 hat die Eigenschaft, dass jeder Punkt dieser Geraden von O1 und O2 gleich weit
entfernt ist. Daher geht jeder Kreis k um einen Punkt M von p, der durch O1 geht auch
durch O2 und gehört damit zu beiden Kreisbündeln (vgl. Abbildung 83).

Abbildung 83: Zum
Schnitt zweier Kreis-
bündel zum Fall (2,2)b

Folglich ist in diesem Fall der Durchschnitt der beiden Kreisbündel
ein Kreisbüschel sich in O1 und O2 schneidender Kreise.

� (3,1)b: Wir betrachten zwei Kreisbündel, das erste hat das Zen-
trum O1 und die Potenz p1 < 0 und das zweite hat das Zentrum
O2 und die Potenz p2 > 0. Außerdem setzen wir voraus, dass die
beiden Zentren nicht zusammenfallen (O1 ̸= O2). g = g(O1, O2) ist
die Verbindungsgerade der beiden Zentren.

Nun zeichnen wir um O1 den Kreis k1 mit dem Radius r1 =
√

|p1|
und den zu g senkrechten Durchmesser AB. Es ist klar, dass k1 zum
ersten Kreisbündel gehört, da pot(O1, k1) = −|O1A| · |O1B| = −r21 =
p1 ist (Abbildung 84a). Weiter gehören zu diesem Kreisbündel alle Kreise, die k1 so in zwei
Punkten schneiden, dass die dadurch bestimmten gemeinsamen Sehnen durch O1 gehen.
Natürlich gehören zu diesem Kreisbündel auch alle Geraden durch O1.
Speziell gehören alle Kreise, deren Mittelpunkte auf g liegen und die durch A (und B) gehen
zum betrachteten ersten Kreisbündel.

Abbildung 84: Zum Schnitt zweier Kreisbündel zum Fall (3,1)b

Um O2 zeichnen wir den Kreis k∗
2 mit dem Radius r2 =

√
p2. Dieser Kreis gehört nicht zum

zweiten Kreisbündel. Zum zweiten Kreisbündel gehören aber alle Kreise, die k∗
2 senkrecht

schneiden, sowie alle Geraden durch O2. Damit ist klar, dass g die einzige Gerade ist, die
zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel gehört.

Um einen ersten Kreis zu finden, der zu beiden Kreisbündeln gehört, betrachten wir alle
Kreise, deren Mittelpunkte auf g liegen und die durch A und B gehen. Alle diese Kreise
gehören zum ersten Kreisbündel. Aber unter all diesen Kreisen gibt es genau einen, der auch
k∗
2 senkrecht schneidet und damit gehört dieser Kreis auch zum zweiten Kreisbündel. Diesen

Kreis bezeichnen wir mit k und seinen Mittelpunkt mit O (Abbildung 84b). Im Folgendem
werden wir diesen Punkt O konstruieren, wobei wir drei Fälle für die Lage von A und B
bezüglich k∗

2 unterscheiden werden: (i) A und B liegen außerhalb von k∗
2, (ii) A und B liegen

auf k∗
2 und (iii) A und B liegen innerhalb von k∗

2.

Im Fall (i) (Abbildung 85a, b, c) liegen A und B außerhalb von k∗
2 und wir konstruieren den

Punkt O wie folgt: Wir verbinden Amit O2 und zeichnen eine Tangente von A an k∗
2, T ist der
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zugehörige Berührpunkt. Von T fällen wir das Lot auf AO2 und bezeichnen den Lotfußpunkt
mit L. Den gesuchten Punkt O erhalten wir als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der
Strecke AL mit g.

Abbildung 85: Zum Schnitt zweier Kreisbündel zum Fall (3,1)b, A, B außerhalb k∗
2

Dabei kann O innerhalb oder außerhalb von O1O2 liegen (Abbildung 85a,c) oder mit O1

zusammenfallen (Abbildung 85b).

Wir zeigen nun, dass der so konstruierte Punkt O tatsächlich der gesuchte Punkt ist, für den
der Kreis k um O durch A und B den Kreis k∗

2 senkrecht schneidet.
Dazu bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von m mit AT mit N . Da M der Mittelpunkt
von AL ist, ist auch N der Mittelpunkt von AT (Umkehrung des Strahlensatzes).
Zur besseren Übersicht, führen wir die folgenden Abkürzungen ein: |O2L| = x, |AM | =
|ML| = y und |AN | = |NT | = z.
Aufgrund unserer Konstruktion sind die beiden Dreiecke O2MO und O2O1A ähnlich zuein-
ander (ww). Daher gilt
|OO2|
x+y

= x+2y
|O1O2| bzw. |OO2| = (x+2y)·(x+y)

|O1O2| . (1)

Ebenfalls sind die beiden Dreiecke ANM und AO2T ähnlich zueinander (ww) und damit gilt
z
y
= x+2y

2z
bzw. 2z2 = y · (2x+ y) = 2y2 + xy. (2)

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken ATO2 und O1AO2 gilt |AT |2 = (2z)2 = (x+2y)2−r∗22
bzw. (x+ 2y)2 = r21 + |O1O2|2. Beides zusammen ergibt 4z2 = r21 + |O1O2|2 − r∗22 bzw.

2z2 =
r21+|O1O2|2−r∗22

2
. (3)

Nehmen wir nun die beiden Gleichungen (2) und (3) zusammen, so erhalten wir
r21+|O1O2|2−r∗22

2
= 2y2 + xy. (4)

Nun arbeiten wir mit der Gleichung (1) weiter:

|OO2| = (x+2y)·(x+y)
|O1O2| = 2y2+2xy+xy+x2

|O1O2| = (2y2+xy)+(x2+xy)
|O1O2| (5)

In Gleichung (5) können wir den Ausdruck 2y2+xy durch den entsprechenden Ausdruck aus
Gleichung (4) ersetzen. Weiter kann der Ausdruck x2 + xy durch r∗22 ersetzt werden, denn es
ist x2 + xy = x · (x+ 2y) und aufgrund des Kathetensatzes im rechtwinkligen Dreieck ATO2

gilt r∗22 = x · (x+ 2y). Damit erhalten wir

|OO2| =
r21+|O1O2|

2−r∗22
2

+r∗22
|O1O2| , also

|OO2| = |O1O2|2+r21+r∗22
2|O1O2| .

Nun bestimmen wir noch |O1S|. Wir erhalten
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|O1O| = |O1O2| − |OO2| = |O1O2| − |O1O2|2+r21+r∗22
2|O1O2| =

|O1O2|2−(r21+r∗22 )

2|O1O2| . Also

|O1O| = |O1O2|2−(r21+r∗22 )

2|O1O2| . (6)

Hier bemerken wir, dass |O1O| auch kleiner oder gleich Null werden kann, nämlich genau
dann wenn |O1O2|2 − (r21 + r∗22 ) kleiner oder gleich Null ist.

Aus diesem Grund wechseln wir für spätere Betrachtungen noch von der Länge |O1O| der
Strecke O1O zur vorzeichenbehafteten Länge l(O1O) dieser Strecke. Dann erhalten wir

l(O1O) =
|O1O2|2−(r21+r∗22 )

2|O1O2| =
|O1O2|2−r21−r∗22

2|O1O2| . Bedenken wir nun noch, dass r∗2 =
√
p2 mit p2 > 0

und r1 =
√

|p1| mit p1 < 0 ist, so erhalten wir l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| . (7)

Ist in (6) |O1O2|2 − (r21 + r∗22 ) = 0, dann fällt O mit O1 zusammen und k∗
2 und k1 schneiden

sich auf dem Thaleskreis über O1O2 (Abbildung 85b). Folglich schneidet der Kreis k1 den
Kreis k∗

2 senkrecht und gehört damit zu beiden Kreisbündeln.

Ist |O1O2|2 − (r21 + r∗22 ) ̸= 0 (Abbildung 85a, c), dann formen wir die Gleichung (6) weiter
um. Wir erhalten
2|O1O2||O1O| = |O1O2|2 − (r21 + r∗22 ) oder
r21 = |O1O2|2 − 2|O1O2||O1O| − r∗22 .
Addieren wir auf beiden Seiten dieser Gleichung |O1O|2 so folgt
|O1O|2 + r21 = |O1O2|2 − 2|O1O2||O1O|+ |O1O|2 − r∗22 bzw.
|O1O|2 + r21 = (|O1O2| − |O1S|)2 − r∗22 bzw.
|O1O|2 + r21 = |O2O|2 − r∗22 . (8)

Nun verbinden wir O mit B und zeichnen die Tangenten von O an k∗
2. C und D sind die

zugehörigen Berührpunkte (vgl. Abbildung 85a, c). In den beiden rechtwinkligen Dreiecken
O1OB und DOO2 gilt mit dem Satz des Pythagoras |OB|2 = |O1O|2 + r21 bzw. |OD|2 =
|OO2|2 − r∗22 . Damit wird aber die Gleichung (8) zu |OB|2 = |OD|2. Weil |OB| und |OD|
nicht negativ sind, gilt auch |OB| = |OD|. Das heißt aber, dass der Kreis um O durch B den
Kreis k∗

2 senkrecht schneidet und unsere Konstruktion ist auch in dieser Situation bewiesen.
Insgesamt haben wir damit im Fall (i) einen ersten Kreis k gefunden, der zu beiden Kreis-
bündeln gehört.

Abbildung 86: Zum Schnitt zweier Kreisbündel im Fall (3,1)b, weiter Kreise
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Um weitere gemeinsame Kreise der beiden Kreisbündel im Fall (i) zu finden, zeichnen wir
durch S die Senkrechte p zu O1O2 (Abbildung 86a, b, c) und M∗ ist ein beliebiger Punkt
von p. Weiterhin bezeichnen wir die Schnittpunkte des Kreises k mit g mit S1 und S2. Damit
bestimmen diese beiden Punkte ein Büschel sich schneidender Kreise, deren Mittelpunkte
alle auf p liegen und für das g die zugehörige Potenzgerade ist. Speziell gehört der Kreis k∗

um M∗ durch S1 und S2 zu diesem Kreisbündel. Da k zum ersten Kreisbündel gehört und
k∗ und k die Sehne S1S2 , die durch O1 geht, gemeinsam haben, gehört auch k∗ zum ersten
Kreisbündel. Folglich gehören alle Kreise des betrachteten Büschels sich schneidender Kreise
zum ersten Kreisbündel.

Nun liegt aber O2 auf der Potenzgeraden dieses Kreisbüschels. Folglich hat O2 bezüglich
jedem Kreis des Kreisbüschels dieselbe Potenz. Da pot(O2, k) = p2 ist, schneiden alle Kreise
des betrachteten Kreisbündels k∗

2 senkrecht und alle diese Kreise gehören dann auch zum
zweiten Kreisbündel. Damit ist das durch S1 und S2 bestimmte Büschel sich schneidender
Kreise der Durchschnitt der beiden Kreisbündel.

Abbildung 87: Um M∗ /∈ p gibt es kei-
nen gemeinsamen Kreis.

Wir müssen nur noch zeigen, dass es keine weite-
ren Kreise gibt, die zu beiden Kreisbündeln gehören.
Dazu betrachten wir einen Punkt M∗, der nicht auf
p liegt und fällen von diesem Punkt das Lot auf g.
O∗ ist der zugehörige Lotfußpunkt.
Um O∗ zeichnen wir den Kreis k∗

1, der durch A
und folglich auch durch B geht. S∗

1 und S∗
2 sind die

Schnittpunkte von k∗
1 mit g. Es ist klar, dass k∗

1 zum
ersten Kreisbündel gehört, da k∗

1 mit k1 die Sehne
AB, die durch O1 geht, gemeinsam hat. S∗

1 und S∗
2

bestimmen nun wieder ein Büschel sich schneiden-
der Kreis, zu dem auch der Kreis k∗ um M∗ durch
S∗
1 und S∗

2gehört. g ist die zugehörige Potenzgerade dieses Kreisbüschels. Da O2 auf dieser
Potenzgeraden liegt, hat O2 zu jedem Kreis dieses Kreisbüschels dieselbe Potenz. Da aber
O∗ ̸= O ist, sind auch die beiden Kreise k∗

1 und k verschieden voneinander. Da pot(O2, k) = p2
ist, ist pot(O2, k

∗) = pot(O2, k
∗
1) ̸= p2. Folglich gehört k∗ nicht zum zweiten Kreisbündel.

Damit ist klar, dass der Durchschnitt der beiden Kreisbündel das Kreisbüschel sich in S1 und
S2 schneidender Kreise ist.

Im Fall (ii) geht k∗
2 durch A und B (Abbildung 88a). In diesem Fall konstruieren wir den

Punkt O auf g = g(O1O2) sehr einfach: Wir verbinden O2 mit A und zeichnen in A die
Senkrechte auf AO2. Diese Senkrechte ist auch die Tangente in A an k2 und schneidet g in
O. Um O zeichnen wir nun einen Kreis k, der durch A und damit auch durch B geht und
der g in S1 und S2 schneidet.

Da k mit k1 die Sehne AB gemeinsam hat, gehört k zum ersten Kreisbündel mit dem Zentrum
O1 und der Potenz p1 < 0. Da k aber auch k∗

2 aufgrund der Konstruktion in A und B
senkrecht schneidet, gehört k auch zum zweiten Kreisbündel mit dem Zentrum O2 und der
Potenz p2 > 0. K ist damit ein Kreis, der zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel gehört.

Um weitere Kreise dieses Durchschnittes zu finden, errichten wir auf g durch O die Senkrechte
p (Abbildung 88b). Ist M∗ ein beliebiger Punkt von p, dann zeichnen wir um diesen Punkt
den Kreis durch S1 und S2. Dieser Kreis gehört zum ersten Kreisbündel, da er mit k die
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Abbildung 88: Zum Schnitt zweier Kreisbündel im Fall (3,1)b, A, B auf k∗
2.

Sehne S1S2, die durch O1 geht, gemeinsam hat. Damit bilden alle die Kreise durch S1 und
S2 (Die Mittelpunkte liegen alle auf p) ein Büschel sich schneidender Kreise, für das g die
Potenzgerade ist. Außerdem gehört jeder Kreis dieses Kreisbüschels zum ersten Kreisbündel.

Abbildung 89: m M∗ /∈ p gibt es keinen ge-
meinsamen Kreis.

Bedenken wir nun, dass O2 auf der Potenzge-
raden g dieses Kreisbüschels liegt, dann hat O2

zu jedem Kreis dieses Kreisbüschels dieselbe
Potenz. Daher gehört auch jeder Kreis dieses
Kreisbüschels zum zweiten Kreisbündel.

Wir zeigen nun, dass es keine weiteren Kreise
des ersten Kreisbündels gibt, die zum zweiten
Kreisbündel gehören. Dazu betrachten wir,
wie im Fall (i), einen Punkt M∗, der nicht auf
p liegt (Abbildung 89). Von M∗ fällen wir das
Lot auf g und erhalten den Lotfußpunkt O∗.
Um O∗ zeichnen wir den Kreis k∗

1, der durch
A und folglich auch durch B geht. S∗

1 und S∗
2

sind die Schnittpunkte von k∗
1 mit g. Analog

zum Fall (i) folgt auch hier, dass k∗ nicht zum
zweiten Kreisbündel gehört.

Damit ist klar, dass auch im Fall (ii) der Durchschnitt der beiden Kreisbündel ein Büschel
sich schneidender Kreise ist.

Auch in diesem Fall berechnen wir noch l(O1O). Dazu betrachten wir Abbildung 88a. Dort gilt
|O1|2 = |AO|2+r21. Weiterhin ist |O2O|2 = r∗22 +|AO|2, woraus sofort |O1O|2 = |O2O|2−r∗21 −r21
folgt. Bedenken wir nun, dass |O2| = |O1O2| − l(O1O) ist, so erhalten wir
|O1|2 = (|O1O2| − l(O1O))2 − r∗22 − r21 = |O1O2|2 − 2|O1O2|l(O1O) + |O1O|2 − r∗22 − r21, also
2|O1O2|l(O1O) = |O1O2|2 − r21 − r∗22 . Daraus ergibt sich

l(O1O) =
|O1O2|2−r21−r∗22

2|O1O2| . Mit r1 =
√

|p1|, p1 < 0 und r∗2 =
√
p2, p2 > 0 erhalten wir

l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| .
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Abbildung 90: Zum Schnitt zweier
Kreisbündel im Fall (3,1)b, A, B inner-
halb k∗

2.

Im Fall (iii) enthält k∗
2 die Punkte A und B (Abbil-

dung 90). Zur Bestimmung des Punktes O verbin-
den wir zuerst O2 mit A. Die Senkrechte zu g(O2A)
durch A schneidet k∗

2 in T . Die Tangente am k∗
2 in

T schneidet g(O2A) in L. Nun schneidet die Mittel-
senkrechte m der Strecke AL die Gerade g(O1O2)
im gesuchten Punkt O. Mit M bezeichnen wir noch
den Mittelpunkt von AL und mit N den Schnitt-
punkt von m mit TL. Dann ist auch |LM | = |MA|
und |LN | = |NT |.
Nun müssen wir wieder zeigen, dass der Kreis k um
O durch A und B den Kreis k∗

2 senkrecht schneidet.

Um dies zu zeigen, führen wir analog zum Fall (i) die folgenden Abkürzungen ein: x = |O2A|,
y = |LM | = |MA| und z = |LN | = |NT |.
Weil die beiden Dreiecke OMO2 und O1O2A ähnlich zueinander sind, folgt |O2O|

x+y
= x

|O1O2| ,

woraus sich |O2O| = x(x+y)
|O1O2| =

x2+xy
|O1O2| ergibt. Damit gilt

xy = |O1O2| · |O2O| − x2. (1)
Auch die Dreiecke LNM und LTO2 sind ähnlich zueinander, woraus sich z

y
= x+2y

2z
und damit

2z2 = y(x+ 2y) ergibt. (2)
Im rechtwinkligen Dreieck AO2O1 gilt x2 = |O1O2|2 + r21. (3)
Und im rechtwinkligen Dreieck LTO2 gilt (x+ 2y)2 = (2z)2 + r∗22 , woraus
4z2 = (x+ 2y)2 − r∗22 folgt. Unter Verwendung von Gleichung (2) erhalten wir
2y(x+2y) = (x+2y)2− r∗22 , also 2xy+4y2 = x2+4xy+4y2− r∗22 . Aus der letzten Gleichung
ergibt sich
0 = x2 + 2xy − r∗22 . Und unter Verwendung der Gleichung (1) erhalten wir
0 = x2 + 2|O1O2| · |O2O| − 2x2 − r∗22 bzw. 0 = +2|O1O2| · |O2O| − x2 − r∗22 . x2 können wir
nun mit Hilfe von Gleichung (3) ersetzen und erhalten
0 = 2|O1O2| · |O2O| − |O1O2|2 − r21 − r∗22 . Daraus erhalten wir
2|O1O2| · |O2O| = |O1O2|2 + r21 + r∗22 oder

|O2O| = |O1O2|2+r21+r∗22
2|O1O2| . (4)

Nun bestimmen wir noch |O1O| = |O2O| − |O1O2| = |O1O2|2+r21+r∗22 −2|O1O2|2
2|O1O2| =

−|O1O2|2+r21+r∗22
2|O1O2| ,

also
|O1O| = −|O1O2|2+r21+r∗22

2|O1O2| . (5)

Auch hier gehen wir wieder zur vorzeichenbehafteten Länge l(O1O) über und bedenken gleich-
zeitig, dass r1 =

√
|p1|, p1 < 0 und r∗2 =

√
p2, p2 > 0 ist, so erhalten wir

l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| . (6)

Jetzt weisen wir nach, dass k den Kreis k∗
2 senkrecht schneidet. Dazu betrachten wir zuerst das

rechtwinklige Dreieck OO1B, in dem r2 = |OO1|2 + r21 gilt. Nun betrachten wir das Dreieck
OO1D, wobei D ein Schnittpunkt der beiden Kreise k und k∗

2 ist. Wenn r2 + r∗22 = |SO2|2
ist, dann ist dieses Dreieck bei D rechtwinklig (Umkehrung des Satzes des Pythagoras) und
k schneidet k∗

2 rechtwinklig. Damit gehört k nicht nur zum ersten, sondern auch gleichzeitig
zum zweiten Kreisbündel.
Wir rechnen r2 + r∗22 = |OO1|2 + r21 + r∗2 und mit Verwendung von (5) folgt
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r2 + r∗22 =
(

−|O1O2|2+r21+r∗22
2|O1O2|

)2

+ r21 + r∗22 .

r2 + r∗22 =
(−|O1O2|2+r21+r∗22 )2+4|O1O2|2(r21+r∗22 )

4|O1O2|2 =
|O1O2|4−2|O1O2|2(r21+r∗22 )+(r21+r∗22 )2+4|O1O2|2(r21+r∗22 )

4|O1O2|2 .

r2 + r∗22 =
|O1O2|4+2|O1O2|2(r21+r∗22 )+(r21+r∗22 )2

4|O1O2|2 =
(

|O1O2|2+(r21+r∗22 )

2|O1O2|

)2

= |O2O|2 (vgl. (4)).

Damit ist nun klar, dass k den Kreis k∗
2 tatsächlich senkrecht schneidet.

Abbildung 91: Weitere gemeinsame
Kreise.

Alle weiteren Kreise, die gleichzeitig zum ersten und
zweiten Kreisbündel gehören, finden wir wieder ana-
log zum Fall (i), indem wir die Senkrechte p auf
g(O1O2) durch O zeichnen und die Schnittpunkte
von k mit g(O1O2) mit S1 und S2 bezeichnen (Ab-
bildung 91).
Dann ist wieder das durch S1 und S2 bestimmte
Büschel sich schneidender Kreise der Durchschnitt
der beiden betrachteten Kreisbündel.

Insgesamt erhalten wir für den Fall (3,1)b als Durch-
schnitt eines Kreisbündels mit dem Zentrum O1 und
der Potenz p1 < 0 und einem Kreisbündel mit dem
Zentrum O2 ̸= O1 und der Potenz p2 > 0 immer ein
Büschel sich schneidender Kreise. Damit ist dieser Fall abgeschlossen.

Abbildung 92: Zum Schnitt zweier
Kreisbündel im Fall (3,2)b.

� (3,2)b: Wir betrachten zwei Kreisbündel: Das ers-
te hat das Zentrum O1 und die Potenz p1 < 0 und
das zweite hat das Zentrum O2 ̸= O1 und die Potenz
p2 = 0. Zur Bestimmung des Durchschnittes der bei-
den Kreisbündel zeichnen wir wieder um O1 einen
Kreis k1 mit dem Radius r1 =

√
|q1| und dann die

Senkrechte auf g(O1O2), die durch O1 geht. Diese
Senkrechte schneidet k1 in A und B.

Nun suchen wir wieder einen Kreis k mit dem Mit-
telpunktO auf g(O1O2), der zu beiden Kreisbündeln
gehört. Dieser Kreis muss durch A und B gehen, da-
mit er ein Kreis des ersten Kreisbündels ist. Damit
dieser Kreis auch zum zweiten Kreisbündel gehört,
muss er auch durch O2 gehen, da p2 = 0 ist. Folglich ist der gesuchte Kreis der Umkreis des
Dreiecks AO2B. Wir finden seinen Mittelpunkt O, indem wir die Mittelsenkrechte m von
AO2 mit g(O1O2) schneiden (Abbildung 92). k gehört damit zu beiden Kreisbündeln.
Mit S1 und S2 bezeichnen wir die Schnittpunkte von k mit g(O1O2), wobei hier S2 = O2 ist.
p bezeichnet wieder die Senkrechte in O auf g(O1O2) (Abbildung 93a).
Die Punkte S1 und S2 bestimmen dann wieder ein Büschel sich schneidender Kreise, für das
g(O1O2) die Potenzgerade ist. Die Mittelpunkte all dieser Kreise liegen auf p und alle Kreise
gehen durch O2. Daher gehören alle Kreise dieses Kreisbüschels zum zweiten Kreisbündel. Sie
gehören aber auch zum ersten Kreisbündel, da O1 auf der Potenzgeraden dieses Kreisbüschels
liegt und pot(O1, k) = p1 ist. Folglich hat auch O1 zu jedem Kreis des Büschels sich in S1

und S2 schneidender Kreise die Potenz p1 (Abbildung 93b).
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Abbildung 93: Zum Schnitt zweier Kreisbündel im Fall (3,2)b.

Ist M∗ nun ein Punkt, der nicht auf p liegt, so fällen wir von ihm des Lot auf g(O1O2)
und bezeichnen den Lotfußpunkt mit O∗. k∗

1 ist der Kreis um O∗ durch O2 und S∗
1 und S∗

2

bezeichnen die Schnittpunkte dieses Kreises mit g(O1O2), wobei S
∗
2 = O2 ist. S∗

1 und S∗
2

bestimmen wieder ein Büschel sich schneidender Kreise, die alle durch O2 gehen und damit
zum zweiten Kreisbündel gehören.
Weil O∗ ̸= O ist, geht k∗

1 nicht durch A und B.
Schneidet k∗

1 die Gerade g(A,B) in den Punkten A∗ und B∗, die von A und B verschiedenen
sind, dann ist p1 = −|O1B|2 ̸= −|O1B

∗|2 = pot(O1, k
∗
1).

Berührt k∗
1 die Gerade g(A,B), dann ist pot(O1, k

∗
1) = 0 ̸= p1.

Hat k∗
1 mit der Geraden g(A,B) keinen Punkt gemeinsam, dann ist pot(O1, k

∗
1) > 0 und

stimmt folglich auch nicht mit p1 überein.
Daher gehört k∗

1 nicht zum ersten Kreisbündel und damit auch kein Kreis des durch S∗
1 und

S∗
2 bestimmten Büschels sich schneidender Kreise.

Abbildung 94: Zum Schnitt zweier
Kreisbündel im Fall (3,3)b.

Insgesamt können wir feststellen, dass im Fall (3,2)b
der Durchschnitt zwischen den beiden zugehörigen
Kreisbündeln ein Büschel sich schneidender Kreise
ist.

� (3,3)b: Wir bestimmen den Durchschnitt eines
Kreisbündels (Zentrum O1, Potenz p1 < 0) mit ei-
nem Kreisbündel (Zentrum O2 ̸= O1, Potenz p2 <
0).
Wir zeichnen um O1 den Kreis k1 mit dem Radius
r1 =

√
|p1| und um O2 den Kreis k2 mit dem Radius

r2 =
√

|p2|. k1 ist ein Kreis des ersten und k2 ein
Kreis des zweiten Kreisbündels.

g = g(O1, O2) ist die einziger Gerade, die zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel gehört.
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Wir suchen zuerst wieder einen PunktO auf g, sodass ein Kreis k umO zu beiden Kreisbündeln
gehört. Dazu zeichnen wir zuerst die Senkrechten zu g durch O1 und O2. Die Schnittpunkte
dieser beiden Senkrechten mit den beiden Kreisen k1 und k2 bezeichnen wir mit A und B
bzw. mit C und D, wobei die Bezeichnung so gewählt wird, dass B und D auf der selben
Seite von g liegen (Abbildung 94). Als nächstes verbinden wir B und D und zeichnen die
Mittelsenkrechte m von BD, die g im gesuchten Punkt O schneidet. Es ist klar, dass es um
O genau einen Kreis k gibt, der durch A, B, C und D geht. Daher ist pot(O1, k) = p1 und
pot(O2, k) = p2 und folglich gehört k tatsächlich zu beiden Kreisbündeln.
Wir bezeichnen wieder die Schnittpunkte von k mit g mit S1 und S2 (Abbildung 95a).

Abbildung 95: Zum Schnitt zweier Kreisbündel im Fall (3,3)b.

S1 und S2 bestimmen wieder ein Kreisbüschel sich schneidender Kreise, für die g die Po-
tenzgerade ist. Da O1 und O2 auf dieser Potenzgeraden liegen, hat O1 zu jedem Kreis
des Kreisbündels dieselbe Potenz p1 und O2 hat zu jedem Kreis des Kreisbüschels die Po-
tenz p2. Damit gehört dieses Bündel sich schneidender Kreise zum Durchschnitt der beiden
Kreisbündel.
Nun zeigen wir, dass es keine weiteren Kreise gibt, die zu diesem Durchschnitt gehören.
Dazu betrachten wir einen Punkt M∗, der nicht auf p liegt. O∗ ist der Fußpunkt des Lotes
p∗ von M∗ auf g. Dann zeichnen wir einen Kreis k∗ um O∗, der durch A und B geht. Damit
ist pot(O1, k

∗) = p1.
Da O∗ ̸= O ist, geht der Kreis k∗ nicht durch C und D. Folglich ist pot(O2, k

∗) ̸= p2. k
∗

gehört damit zum ersten , aber nicht zum zweiten Kreisbündel.
S∗
1 und S∗

2 sind die Schnittpunkte von k∗ mit g. Dann bestimmen diese beiden Punkte
ein Büschel sich schneidender Kreise, zu dem auch der Kreis k∗

1 um M∗ durch S∗
1 und S∗

2

gehört. Weil g auch die Potenzgerade dieses Kreisbüschels ist, gilt pot(O1, k
∗
1) = p1 und

pot(O2, k − 1∗) ̸= p2.
Damit gehört k∗

1 zum ersten, aber nicht zum zweiten Kreisbündel.

Insgesamt können wir schlussfolgern, dass der Durchschnitt der beiden betrachteten Kreisbündel
im Fall (3,3)b ein Büschel sich schneidender Kreise ist.

� (4,1)b: Nun untersuchen wir den Schnitt eines uneigentlichen Kreisbündels, das alle Kreis
enthält, deren Mittelpunkte auf einer Geraden k∗

1 liegen und einem eigentlichen Kreisbündel
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mit dem Zentrum O2 /∈ k∗
1 und der Potenz p2 > 0 (Abbildung 96). Wir fällen von O2 das Lot

g auf k∗
1 und bezeichnen den Lotfußpunkt mit O. Um O2 zeichnen wir den Kreis k∗

2 mit dem
Radius r∗2 =

√
p2.

Abbildung 96: Zum Schnitt zweier Kreisbündel im Fall (4,1)b.

Wir unterscheiden drei Fälle für die Lage von O bezüglich k∗
2: (i) O liegt außerhalb von

k∗
2 (Abbildung 96a), (ii) O liegt auf k∗

2 (Abbildung 96b) und (iii) O liegt innerhalb von k∗
2

(Abbildung 96c).

Zum Fall (i): Wir zeichnen von O eine Tangente an k∗
2 und nennen den Tangentenberührpunkt

T . Dann zeichnen wir um O den Kreis k durch T , der g in S1 und S2 schneidet. Es ist klar,
dass k ein Kreis des ersten (uneigentlichen) Kreisbündels ist. Da k den Kreis k∗

2 senkrecht
schneidet, gehört k auch zum zweiten Kreisbündel. Damit ist k ein Kreis aus dem Durch-
schnitt der beiden Kreisbündel.
Nun bestimmen S1 und S2 ein Büschel sich schneidender Kreise, für das g die Potenzgerade
ist. Da O2 auf dieser Potenzgeraden liegt und zu k die Potenz p2 hat, hat O2 auch zu jedem
Kreis dieses Kreisbüschels die Potenz p2. Damit ist dieses Kreisbüschel (zusammen mit g)
der Durchschnitt der beiden betrachteten Kreisbündel.

Zum Fall (ii): Da O auf k∗
2 liegt, schneidet jeder Kreis, dessen Mittelpunkt auf k∗

1 liegt und
der durch O geht, k∗

2 senkrecht. Folglich gehört jeder dieser Kreise sowohl zum ersten, als
auch zum zweiten Kreisbündel. Jeder andere Kreis des ersten Kreisbündels, der nicht durch O
geht, schneidet k∗

2 nicht senkrecht und gehört folglich nicht zum zweiten Kreisbündel. Damit
entsteht hier als Durchschnitt der beiden Kreisbündel ein Büschel sich in O berührender
Kreise.

Zum Fall (iii): Da O im Innern von k∗
2 liegt, schneidet k

∗
2 die Gerade k∗

1 in A und B. Fassen wir
A und B als Kreise mit dem Radius 0 auf, so ist klar, dass O2 zu A und B jeweils die Potenz
p2 hat. Diese beiden Kreise gehören folglich zum Durchschnitt der beiden Kreisbündel.
Alle weiteren Kreise dieses Durchschnittes erhalten wir, indem wir von jedem Punkt M∗ von
k∗
1, der außerhalb von AB liegt, eine Tangente an k∗

2 zeichnen (Berührpunkt T ) und den Kreis
k∗ um M∗ zeichnen, der durch den Tangentenberührpunkt geht. Dadurch entsteht insgesamt
ein Büschel sich nicht schneidender Kreise mit g als Potenzgeraden.
Wir weisen noch darauf hin, dass jeder andere Kreis um M∗, der nicht durch T geht, den
Kreis k∗

2 nicht senkrecht schneidet und damit nicht zum zweiten Kreisbündel gehört.

Insgesamt können wir feststellen, dass der Durchschnitt eines uneigentlichen Kreisbündels,
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das alle Kreise enthält, deren Mittelpunkte auf einer Geraden k∗
1 liegen, und einem eigent-

lichen Kreisbündel mit dem Zentrum O2 /∈ k∗
1 und der Potenz p2 > 0 immer ein Büschel

sich schneidender, sich berührender oder sich nicht schneidender Kreise ist, je nachdem ob S
außerhalb, auf oder innerhalb von k∗

2 liegt.

Abbildung 97: Zum Schnitt zweier
Kreisbündel im Fall (4,2)b.

� (4,2)b: Nun untersuchen wir den Schnitt eines
uneigentlichen Kreisbündels, das alle Kreis enthält,
deren Mittelpunkte auf einer Geraden k∗

1 liegen und
einem eigentlichen Kreisbündel mit dem Zentrum
O2 /∈ k∗

1 und der Potenz p2 = 0 (Abbildung 97).
Auch hier fällen wir das Lot g von O2 auf k∗

1 und
bezeichnen den Lotfußpunkt mit O. Dann zeichnen
wir den Kreis k um O durch O2, der g in S1 und
S2 = O2 schneidet. Klar ist sofort, dass k zu bei-
den Kreisbündeln gehört. S1 und S2 bestimmen wie-
der ein Büschel sich schneidender Kreise, die alle
natürlich zum ersten Kreisbündel gehören.

Da alle diese Kreise auch durch S2 und damit durch O2 gehen, gehören sie auch zum zweiten
Kreisbündel. Alle anderen Kreise des ersten Kreisbündels, die nicht durch S1 und S2 gehen,
gehören nicht zum zweiten Kreisbündel. Daher ist in diesem Fall der Durchschnitt der beiden
betrachteten Kreisbündel immer ein Büschel sich schneidender Kreise.

Abbildung 98: Zum Schnitt zweier
Kreisbündel im Fall (4,3)b.

� (4,3)b: Nun untersuchen wir den Schnitt eines
uneigentlichen Kreisbündels, das alle Kreise enthält,
deren Mittelpunkte auf einer Geraden k∗

1 liegen und
einem eigentlichen Kreisbündel mit dem Zentrum
O2 /∈ k∗

1 und der Potenz p2 < 0 (Abbildung 98).
Zuerst fällen wir das Lot g von O2 auf k∗

1 und be-
zeichnen den Lotfußpunkt mit O. Dann zeichnen wir
den Kreis k∗

2 um O2 mit dem Radius r∗2 =
√
|p2|. Die

Senkrechte durch O2 zu g schneidet k∗
2 in A und B.

Jetzt zeichnen wir den Kreis k um S durch A und
B. Natürlich ist k ein Kreis des ersten Kreisbündels.
k ist aber auch ein Kreis des zweiten Kreisbündels,
da pot(O2, k) = −|O2A| · |O2B| = −r∗22 = p2 gilt.

Die beiden Schnittpunkte S1 und S2 von k mit g be-
stimmen wieder ein Büschel sich schneidender Krei-
se, die alle auch zum ersten Kreisbündel gehören. g
ist die Potenzgerade dieses Kreisbüschels. Da O2 auf dieser Potenzgeraden liegt, hat O2 auch
dieselbe Potenz zu allen Kreisen dieses Kreisbüschels. Da O2 bezüglich k die Potenz p2 hat,
gehören alle Kreise des betrachteten Büschels sich schneidender Kreise auch zum zweiten
Kreisbündel. Jeder andere Kreis des ersten Kreisbündels, der nicht durch S1 und S2 geht,
gehört folglich auch nicht zum zweiten Kreisbündel.
Damit ist in diesem Fall der Durchschnitt der beiden betrachteten Kreisbündel immer ein
Büschel sich schneidender Kreise.

Damit haben wir alle fehlenden Durchschnitte zweier Kreisbündel bestimmt.
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Zusammenfassend können wir den folgenden Satz formulieren:

Satz 6.16.
Der Durchschnitt zweier, voneinander verschiedener Kreisbündel ist immer ein eindeutig
bestimmtes Kreisbüschel.

Betrachten wir speziell zwei sich schneidende eigentliche Kreisbündel, mit den voneinander
verschieden Zentren O1 und O2 und den zugehörigen Potenzen p1 und p2 (Fälle (1,1)b, (2,1)b,
(2,2)b, (3,1)b, (3,2)b und (3,3)b), so ist der Durchschnitt immer ein eigentliches Kreisbüschel.
Dabei ist die Verbindungsgerade g von O1 und O2 die Potenzgerade des Schnittbüschels und
die Mittelpunkte der Kreise des Büschels liegen auf einer, zu g senkrechten Geraden p, die g
in O schneidet.
O1 hat zu jedem Kreis des Schnittbüschels die Potenz p1 und O2 zu jedem dieser Kreise die
Potenz p2.

In den Fällen (1,1)b, (2,1)b und (2,2)b (p1, p2 ≥ 0) ist p die Potenzgerade zu den beiden
Kreisen k∗

1 (Mittelpunkt O1, Radius r
∗
1 =

√
p1) und k∗

2 (Mittelpunkt O2, Radius r
∗
2 =

√
p2).

Für die Lage von O auf g gilt l(O1O) =
|O1O2|2+r∗21 −r∗22

2|O1O2| = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| , wobei l(O1O2 > 0 ist

(Satz 3.1 bzw. Satz 3.2).

Im Fall (3,1)b (p1 < 0, p2 > 0) haben wir ebenfalls festgestellt, dass der Punkt O auf g durch

l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| eindeutig bestimmt ist.

Wir zeigen nun, dass auch in den Fällen (3,2)b (p1 < 0, p2 = 0 bzw. p1 = 0, p2 < 0) und (3,3)b
(p1 < 0, p2 < 0) die Lage des Punktes O auf g ebenfalls durch diese Gleichung eindeutig
bestimmt ist.

Im Fall (3,2)b betrachten wir zuerst zwei eigentliche Kreisbündel mit den Zentren O1 und
O2(̸= O1) und den zugehörigen Potenzen p1 < 0, p2 = 0. Zusätzlich betrachten wir um O1

den Kreis k1 mit r1 =
√
|p1|. Mit A und B bezeichnen wir die Endpunkte des zu g = g(O1O2)

senkrechten Durchmessers von k1.

Abbildung 99: Bestimmung von O im Fall (3,2)b, p1 < 0, p2 = 0.

Nun zeichnen wir den Kreis k umO, der zu beiden Kreisbündeln gehört. Nach den Überlegungen
von oben, muss k dann durch A, B und O2 gehen. Es muss also |O2O| = |OB| sein. In der
Abbildung 99 sind die drei unterschiedlichen Lagemöglichkeiten gezeigt: O2 liegt außerhalb,
auf bzw. innerhalb k1. Auch setzen wir wieder l(O1O2) > 0 voraus.
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Es ist |O1O|2 = |BO|2 − r21. Außerdem ist |O1O2| = |O2O| + l(O1O) und mit |BO| = |O2O|
folgt |BO| = |O1O2| − l(O1O). Damit wird aber
|O1O|2 = (|O1O2| − l(O1O))2 − r21 = |O1O2|2 − 2|O1O2|l(O1O) + |O1O|2 − r21. Daraus ergibt
sich
l(O1O) =

|O1O2|2−r21
2|O1O2| und mit r1 =

√
|p1|, p1 < 0, folgt

l(O1O) = |O1O2|2+p1
2|O1O2| bzw.

l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| mit p2 = 0.

Damit ist der Fall (3,2)b für p1 < 0, p2 = 0 bewiesen.

Nun nehmen wir noch an, dass im Fall (3,2)b a p1 = 0 und p2 < 0 ist. Jetzt betrachten wir
um O2 den Kreis k2 mit r2 =

√
|p2|. Bezeichnen A und B die Endpunkte des zu g = g(O1O2)

senkrechten Durchmessers von k2, dann muss jetzt |BS| = |O1O| für den Punkt O gelten.
In der Abbildung 100 sind die drei unterschiedlichen Lagemöglichkeiten gezeigt: O1 liegt
außerhalb, auf bzw. innerhalb k2.

Abbildung 100: Bestimmung von O im Fall (3,2)b, p1 = 0, p2 < 0.

Es gilt |O2O|2 = |BO|2 − r22 und mit |BO| = |O1O| ergibt sich |O2O|2 = |O1O|2 − r22. (1)
Für die Lagemöglichkeiten aus Abbildung 100a, b gilt |O2O| = |O1O2| − l(O1O).
Für die Lagemöglichkeit aus Abbildung 100c gilt |O2O| = −|O1O2|+ l(O1O).
Damit erhalten wir |O2O|2 = |O1O2|2−2|O1O2|l(O1O)+|O1O|2 für alle drei Lagemöglichkeiten.
Verwenden wir dies in (1), so ergibt sich

|O1O2|2−2|O1O2|l(O1O)+ |O1O|2 = |O1O|2−r22, woraus l(O1O) =
|O1O2|2+r22
2|O1O2| folgt. Bedenken

wir, dass r2 =
√

|p2|, p2 < 0 und p1 = 0 ist, so können wir dies auch als l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2|

schreiben. Damit ist der Satz für Fall (3,2)b mit p1 = 0 und p2 < 0 bewiesen und damit ins-
gesamt.

Und schließlich im Fall (3,3)b ist O1 ̸= O2 und p1, p2 < 0. Zusätzlich betrachten wir um O1

bzw. O2 die Kreise k1 mit r1 =
√

|p1| und k2 mit r2 =
√
|p2|. Mit A und B bzw. C und

D bezeichnen wir die Endpunkte der zu g = g(O1O2) senkrechten Durchmesser von k1 bzw
k2, wobei A und C auf derselben Seite von g liegen. Dann muss für den Punkt O, nach den
Überlegungen aus dem vorhergehenden Abschnitt, |BO| = |DO| gelten. In der Abbildung 101
sind die drei unterschiedlichen Lagemöglichkeiten gezeigt.

Im Dreieck O1OB gilt |O1O|2 = |BO|2 − r21 und im Dreieck O2OD gilt |DO|2 = |O2O|2 + r22.
Weil |BO| = |DO| ist, folgt |O1O|2 = |O2O|2 + r22 − r21. Da |O2O| = |O1O2| − l(O1O) ist, gilt
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Abbildung 101: Bestimmung von O im Fall (3,3)b.

|O1O|2 = (|O1O2|− l(O1O))2+ r22− r21 = |O1O2|2−2|O1O2|l(O1O)+ |O1O|2+ r22− r21. Daraus
ergibt sich

l(O1O) =
|O1O2|2+r22−r21

2|O1O2| . Bedenken wir wieder, dass r1 =
√

|p1| und r2 =
√
|p2| mit p1, p2 < 0,

so folgt l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| und unsere Formel zur Beschreibung der Lage des Punktes O

auf g gilt auch im Fall (3,3)b.

Damit gilt der

Satz 6.17.
Sind O1 und O2 zwei voneinander verschiedene Punkte und p1, p2 zwei reelle Zahlen, so wer-
den dadurch zwei eigentliche Kreisbündel bestimmt, die sich in einem eigentlichen Kreisbüschel
schneiden. Die Mittelpunkte der Kreise dieses Schnittbüschels liegen auf einer zu g = g(O1O2)
senkrechten Geraden p, die g in O schneidet. Die Lage des Punktes O ist auf g durch

l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2| (wobei l(O1O2) > 0 ist) eindeutig bestimmt.

6.6 Eine verallgemeinerte Potenzgerade

Die im Satz 6.17 betrachtete Gerade p ist allein durch O1, O2(̸= O1) und die beiden reellen
Zahlen p1, p2 eindeutig bestimmt. Wenn p1, p2 ≥ 0 sind, dann ist p die Potenzgerade der
Kreise k∗

1 (Mittelpunkt O1, Radius r1∗ =
√
p1) und k∗

2 (Mittelpunkt O2, Radius r2∗ =
√
p2).

Da p auch für p1, p2 < 0 eindeutig bestimmt ist, können wir p als die verallgemeinerte
Potenzgerade zu O1, O2(̸= O1) mit dem Potenzen p1und p2 bezeichnen.

Definition 6.2 (verallgemeinerte Potenzgerade).
Gegeben sind zwei voneinander verschiedene Punkte O1 und O2, zwei reelle Zahlen p1 und

p2 und auf g = g(O1O2) der eindeutig bestimmte Punkt O mit l(O1O) = |O1O2|2+p1−p2
2|O1O2|

(wobei l(O1O2) > 0 ist). Dann heißt die, zu g senkrechte Gerade p, die durch O geht, die
verallgemeinerte Potenzgerade der beiden Punkte O1 und O2 mit den Potenzen p1 und p2.

Bedenken wir, dass durch O1 mit p1 und O2 mit p2 jeweils genau ein eigentliches Kreisbündel
bestimmt ist, das sich wiederum in einem eigentlichen Kreisbüschel schneidet. Dann wissen
wir nach den obigen Überlegungen, dass die Mittelpunkte der Kreise dieses Schnittbüschels
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auf der verallgemeinerten Potenzgeraden zu O1 mit p1 und O2 mit p2 liegen. Außerdem hat
O1 bzw. O2 zu allen Kreisen des Schnittbüschels die Potenz p1 bzw. p2, da diese Kreise ja zu
beiden Kreisbündeln gehören.

Daher gilt der

Satz 6.18.
Auf der verallgemeinerten Potenzgeraden p der beiden voneinander verschiedenen Punkte O1

und O2 mit den beiden reelle Zahlen p1 und p2 liegen die Mittelpunkte aller Kreise zu denen
O1 die Potenz p1 und O2 die Potenz p2 hat.

In der Abbildungen 102 und 103 sind zu verschiedenen Lagemöglichkeiten von O1 und O2

und Werten von p1 und p2 die verallgemeinerte Potenzgerade sowie Kreise des zugehörigen
Kreisbüschels dargestellt.

Abbildung 102: Verallgemeinerte Potenzgerade in verschiedenen Situationen

Wir sehen hier auch, dass alle drei Arten von Kreisbüscheln auftreten können.
Büschel sich nicht schneidender oder sich berührender Kreise können nur dann auftreten,
wenn p1, p2 > 0 ist.
Ist p1 ≤ 0 oder p2 ≤ 0, dann sind es immer Büschel sich schneidender Kreise.
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Abbildung 103: Verallgemeinerte Potenzgerade in verschiedenen Situationen

Nachdem wir die verallgemeinerte Potenzgerade zu zwei Punkten O1 mit der Potenz p1
und O2 mit der Potenz p2 betrachtet haben, stellt sich die Frage, ob sich auch die drei
verallgemeinerten Potenzgeraden zu drei Punkten, die nicht auf einer Geraden liegen, in
einem Punkt schneiden. Das wäre dann eine Verallgemeinerung zum Satz 3.3

Die Antwort gibt der folgende

Satz 6.19 (verallgemeinerter Potenzpunkt).
Sind M1, M2 und M3 drei voneinander verschiedene Punkte (mit l(M1M2) > 0, l(M2M3) > 0
und l(M3M1) > 0), die nicht auf einer Geraden liegen, und sind p1, p2 und p3 drei reelle Zah-
len, so schneiden sich die drei zugehörigen verallgemeinerten Potenzgeraden in genau einem
Punkt, dem verallgemeinerten Potenzpunkt der drei Punkte M1, M2 und M3 mit den zu-
gehörigen Potenzen p1, p2 und p3.
Liegen die drei Punkte M1, M2 und M3 auf einer Geraden, dann gibt es keinen zugehörigen
eindeutig bestimmten verallgemeinerten Potenzpunkt. Fallen in bestimmten Lagebeziehungen
die drei verallgemeinerten Potenzgeraden zusammen, dann gibt es unendlich viele verallge-
meinerte Potenzpunkte für die drei Punkte M1, M2 und M3 mit den zugehörigen Potenzen
p1, p2 und p3.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir drei Punkte M1, M2 und M3, die voneinander verschie-
den sind und nicht auf einer Geraden liegen, sowie drei reelle Zahlen p1, p2 und p3, die den
drei Punkten entsprechend zugeordnet sind.
Nun unterscheiden wir zwei verschiedene Fälle bezüglich der Größen der drei zugeordneten
reellen Zahlen.

1. Fall: p1, p2, p3 > 0. In diesem Fall fallen die verallgemeinerten Potenzgeraden mit den Po-
tenzgeraden zu den Kreisen k1(M1, p1), k2(M2, p2) und k3(M3, p3) zusammen. Daher schnei-
den sich die verallgemeinerten Potenzgeraden in einem Punkt S, und der Satz ist in diesem
Fall bewiesen.

In der Abbildung 104 sind verschiedene Lagemöglichkeiten der drei Punkte gezeigt.

Liegt S außerhalb der drei Kreise (Abbildung 104a, b), dann gibt es um S einen Kreis k∗,
sodass pot(Oi, k

∗) = pi, i = 1, 2, 3 ist. Damit ist k∗ der Durchschnitt der drei Kreisbündel, die
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Abbildung 104: M1, M2, M3 liegen nicht auf einer Geraden, p1, p2, p3 > 0

zu Mi mit pi (i = 1, 2, 3) gehören. k∗ ist also der einzige Kreis, der gleichzeitig zu den drei
betrachteten Kreisbündeln gehört.
Liegt S auf dem Rand aller drei Kreise (Abbildung 104c), dann entartet k∗ zum Punkt. Die
drei Kreisbündel haben dann keinen Kreis, sondern nur einen Punkt gemeinsamen.
Liegt S im Innern aller drei Kreis (Abbildung 104d), dann haben die drei betrachteten
Kreisbündel weder einen Punkt noch einen Kreis gemeinsam.

2. Fall: Einer der drei Werte p1, p2, p3 ist kleiner oder gleich 0, die andern beiden sind be-
liebig. Wir gehen hier o.E.d.A. von p1 ≤ 0 aus. Nun betrachten wir die (gerichtete) Strecken
M1M2 und M3M1 mit den verallgemeinerten Potenzgeraden p12 und p31. Diese beiden Gera-
den müssen sich in einem Punkt S schneiden, da sie nicht parallel zueinander sein können.
Auf diesen beiden Geraden liegen die Mittelpunkte aller Kreise, die beim Schnitt der Kreis-
bündel mit den Zentren M1 und M2 und den zugehörigen Potenzen p1 und p2 bzw. mit
den Zentren M1 und M3 und den zugehörigen Potenzen p1 und p3 entstehen. Wie wir im
Beweis von Satz 6.16 gesehen haben bilden in diesem Fall (p1 ≤ 0) die Kreise jeweils ein
Kreisbüschel sich berührender oder sich schneidender Kreise. Das bedeutet aber auch, dass
zu jedem Punkt von p12 bzw. p23 genau ein Kreis des betreffenden Kreisbüschels gehört, also
auch zum Schnittpunkt S. Um S gibt es genau einen Kreis, der zum Kreisbüschel gehört,
deren Mittelpunkte alle auf p12 und genau einen Kreis der zum Kreisbüschel gehört, de-
ren Mittelpunkte alle auf p23 liegen. Diese beiden Kreise müssen aber identisch sein, da M1

bezüglich der beiden Kreise die selbe Potenz p1 hat. Diesen Kreis bezeichnen wir mit k∗.
Da nun M2 und M3 bezüglich k∗ die Potenzen p2 und p3 haben, liegt S auf p23, der verall-
gemeinerten Potenzgeraden von M2M3. Damit ist aber auch im 2. Fall unser Satz bewiesen
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und damit insgesamt.

Abbildung 105: M1, M2, M3 liegen nicht auf einer Geraden, p1 < 0

Im 2. Fall gibt es den Kreis k∗ (der dann der einzige gemeinsame Kreis ist), der zu den drei
durch M1, M2 und M3 mit den Potenzen p1, p2 und p3 bestimmten Kreisbündeln gehört,
immer.

In Abbildung 105 sind verschiedene Situationen für den 2. Fall dargestellt. Dabei kann man
p1 = p2 = p3 = 0 hervorheben (Abbildung 105d), in der k∗ der Umkreis des DreiecksM1M2M3

ist.

Abschließend befassen wir uns noch mit einer weiteren Eigenschaft der verallgemeinerten
Potenzgeraden zu zwei Punkten M1 und M2 mit den zugehörigen Potenzen p1 und p2, wobei
p1, p2 ∈ R ist. p sei die zugehörige verallgemeinerte Potenzgerade.

Sind p1 ≥ 0 und p2 ≥ 0, dann stimmt p mit der Potenzgeraden der beiden Kreise k1 und k2
um M1 bzw. M2 mit den Radien

√
p1 bzw.

√
p2 überein. Jeder Punkt X von p hat folglich

zu k1 und k2 dieselbe Potenz, d.h., es gilt:
|XM1|2 − r21 = |XM2|2 − r22 bzw. (|XM1|2 − r21)− (|XM2|2 − r22) = 0, also (|XM1|2 − p1)−
(|XM2|2 − p2) = 0.

Ist wenigstens einer der beiden Potenzen p1 oder p2 kleiner als Null, dann gibt es um je-
den Punkt X von p genau einen Kreis k mit dem Radius r so, dass pot(M1, k) = p1 und
pot(M2, k) = p2 ist. Es gilt also |XM1|2 − r2 = p1 und |XM2|2 − r2 = p2.
Stellen wir die letzten beiden Gleichungen nach r2 um und setzen sie dann gleich, so erhalten
wir |XM1|2 − p1 = |XM2|2 − p2 bzw. (|XM1|2 − p1)− (|XM2|2 − p2) = 0.
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Damit gilt aber die

Folgerung 6.2.
Sind M1 und M2 zwei voneinander verschiedene Punkte mit den zugehörigen Potenzen p1
und p2 (p1, p2 ∈ R) und ist p die zugehörige verallgemeinerte Potenzgerade, dann gilt für
jeden Punkt X ∈ p stets (|XM1|2 − p1)− (|XM2|2 − p2) = 0.

Kann die Differenz (|XM1|2 − p1) − (|XM2|2 − p2) auch Null werden, wenn X nicht auf p
liegt? Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir zwei voneinander verschiedene Punkte
M1 und M2 mit den zugehörigen Potenzen p1 und p2 und die zugehörige verallgemeinerte
Potenzgerade p.
X ist ein beliebiger Punkt und wir fragen jetzt nach der Differenz (|XM1|2−p1)− (|XM2|2−
p2).

Abbildung 106: Zur Differenz von |XM1|2 − p1 und |XM2|2 − p2.

Durch X zeichnen wir die Parallele g′ zu g = g(M1M2) und legen fest, dass diese beiden
Geraden dieselbe Richtung haben, wobei l(M1M2) > 0 sein soll. X ′ ist der Schnittpunkt von
g′ mit p und O′ der Fußpunkt des Lotes von X auf g (Abbildung 106). Dann ist
|M1X|2 − p1 − |M2X|2 + p2
= (l(M1O) + l(X ′X))2 + |O′X|2 − p1 − ((|M1M2| − (l(M1O) + l(X ′X)))2 + |O′X|2) + p2
= −p1 − |M1M2|2 + 2|M1M2| · (l(M1O) + l(X ′X)) + p2.

Ersetzen wir l(M1O) mit l(M1O) = |M1M2|2+p1−p2
2|M1M2| nach Satz 6.17, so erhalten wir

|M1X|2 − p1 − |M2X|2 + p2 = 2|M1M2| · l(X ′X).
Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Casey (Satz 3.4). GeoGebra

030
Satz 6.20 (Verallgemeinerter Satz von Casey).
Sind M1 und M2 zwei voneinander verschiedene Punkte, p1 und p2 zwei reelle Zahlen, p die
zugehörige verallgemeinerte Potenzgerade, X ein beliebiger Punkt und X ′ der Fußpunkt des
Lotes von X auf p. Weiterhin seien die Geraden g(M1M2) und g(X ′X) gleich gerichtet, wobei
l(M1M2) > 0 gelte. Dann ist (|XM1|2 − p1)− (|XM2|2 − p2) = 2|M1M2| · l(X ′X).

Dieser Satz besagt auch, dass auf jeder Parallelen zur verallgemeinerten Potenzgerade zweier
Punkte alle Punkte liegen, für die die Differenz (|XM1|2 − p1)− (|XM2|2 − p2) konstant ist.
In Analogie zur Fastpotenzgeraden (vgl. Kapitel 3) wollen wir diese Gerade verallgemeinerte
Fastpotenzgerade mit dem Wert 2|M1M2| · l(X ′X) nennen.
Damit ist auch klar, dass ein Punkt X genau dann auf der verallgemeinerten Fastpotenzge-
raden p liegt, wenn (|XM1|2 − p1)− (|XM2|2 − p2) = 0 ist.
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Zum Abschluss unserer Betrachtungen fragen wir uns noch, ob es auch zu den Sätze 3.5 und
Satz 3.6 analoge Sätze für die verallgemeinerten Fastpotenzgeraden gibt.

Zuerst beweisen wir den

Satz 6.21 (Schnitt von drei verallgemeinerten Fastpotenzgeraden).
Sind M1, M2 und M3 drei voneinander verschiedene Punkte (mit l(M1M2) > 0, l(M2M3) > 0
und l(M3M1) > 0), die nicht auf einer Geraden liegen, und sind p1, p2 und p3 drei reelle
Zahlen, dann schneiden sich die drei zugehörigen Fastpotenzgeraden f12, f23 und f31 mit dem
Wert w12, w23, w31 in genau einen gemeinsamen Punkt S∗, wenn einer dieser Werte gleich
dem Produkt aus der Summe der anderen beiden Werte mit −1 ist.

Abbildung 107: Verallgemeinerte Fastpotenzge-
raden zu drei nicht kollinearen Punkten.

Beweis: M1, M2 und M3 sind drei vonein- GeoGebra
030ander verschiedene Punkte, die nicht auf ei-

ner Geraden liegen. Weiterhin sind p1, p2
und p3 drei reelle Zahlen (Abbildung 107).
Mit p12, p23 und p31 bezeichnen wir die
zugehörigen verallgemeinerten Potenzgera-
den, die sich nach Satz 6.19 in einem Punkt
S schneiden.
Nun betrachten wir drei (zu p12, p23 und p31
gehörende) verallgemeinerte Fastpotenzge-
raden f12, f23 und f31 mit den Werten
w12, w23 und w31. Da die drei Punkte M1,
M2 und M3 nicht auf einer Geraden liegen
schneiden sich f12 und f23 in genau einem
Punkt S∗. Wegen Satz 6.20gilt:
w12 = (|M1S

∗|2 − p1)− (|M2S
∗|2 − p2) und

w23 = (|M2S
∗|2 − p2)− (|M3S

∗|2 − p3).
Addieren wir diese beiden Gleichungen, so
erhalten wir
w12 + w23 = (|M1S

∗|2 − p1)− (|M3S
∗|2 − p3) bzw.

(|M3S
∗|2 − p3)− |M1S

∗|2 − p1) = −(w12 + w23).

Zeichnen wir nun eine Parallele f31 durch S∗ zu p31, dann ist f31 eine verallgemeinerte Fast-
potenzgerade mit dem Wert w31 = (|M3S

∗|2 − p3) − |M1S
∗|2 − p1) = −(w12 + w23). Damit

ist aber unser Satz bewiesen.

Ist w12 = 0, w23 = 0 und w31 = 0 dann ist der Satz natürlich auch richtig und entspricht
dem Satz 6.19, da in diesem Fall die verallgemeinerten Fastpotenzgeraden mit den verallge-
meinerten Potenzgeraden zusammenfallen.

Nun beweisen wir noch den

Satz 6.22 (Parallele verallgemeinerte Fastpotenzgeraden).
M1, M2 und M3 sind drei voneinander verschiedene Punkte, die auf einer gerichteten Geraden
g liegen (l(M1M2) > 0), und p1, p2 und p3 sind drei reelle Zahlen. Weiterhin sind f12, f23
und f31 drei zugehörigen Fastpotenzgeraden mit dem Wert w12, w23, w31. F12, F23 und F31

bezeichnen die Schnittpunkte von f12, f23 und f31 mit g.
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Dann gilt l(F23F31)
l(M1M2)

= l(F31F12)
l(M2M3)

= l(F12F23)
l(M3M1)

genau dann, wenn einer der Werte w12, w23, w31

gleich dem Produkt aus der Summe der anderen beiden Werte mit −1 ist.

Abbildung 108: Verallgemeinerte Fastpotenzge-
raden zu drei kollinearen Punkten.

Beweis: M1, M2 und M3 sind drei von- GeoGebra
031einander verschiedene Punkte, die auf einer

durch l(M1M2) > 0 gerichteten Geraden g
liegen. Weiterhin sind p1, p2 und p3 drei re-
elle Zahlen (Abbildung 108).
p12, p23, p31 sind die zugehörigen verallge-
meinerten Potenzgeraden, die g in O12, O23,
O31 schneiden. Mit f12, f23, f31 bezeichnen
wir die verallgemeinerten Fastpotenzgera-
den, die zu p12, p23, p31 gehören und die w12,
w23, w31 haben. Die verallgemeinerten Fast-
potenzgeraden schneiden g in den Punkten
F12, F23, F31.

Zur Bestimmung der Verhältnisse l(F23F31)
l(M1M2)

,
l(F31F12)
l(M2M3)

und l(F12F23)
l(M3M1)

stellen wir zuerst einige Beziehungen bereit.

Da p12, p23, p31 verallgemeinerte Potenzgeraden sind, gilt nach Satz 6.17:

l(M3O31) =
|M3M1|2+p3−p1

2l(M3M1)
(1), l(M3O23) =

|M3M2|2+p3−p2
2l(M3M2)

(2),

l(M2O23) =
|M2M3|2+p2−p3

2l(M2M3)
(3), l(M2O12) =

|M2M1|2+p22−r21
2l(M2M1)

(4),

l(M1O12) =
|M1M2|2+p1−p2

2l(M1M2)
(5), l(M1O31) =

|M1M3|2+p1−p3
2l(M1M3)

(6).

Unter Verwendung des Satzes 6.20 erhalten wir:

Weil F23 zu f23 und damit zu M2 und M3 gehört, gilt w23 = 2l(M2M3)l(O23F23),
woraus l(O23F23) =

w23

2l(M2M3)
folgt. (7)

Weil F31 zu f31 und damit zu M3 und 11 gehört, gilt w31 = 2l(M3M1)l(O31F31),
woraus l(O31F31) =

w31

2l(M3M1)
folgt. (8)

Weil F12 zu f12 und damit zu M1 und M2 gehört, gilt w12 = 2l(M1M2)l(O12F12),
woraus l(O12F12) =

w12

2l(M1M2)
folgt. (9)

Nun bestimmen wir die drei Verhältnisse l(F23F31)
l(M1M2)

, l(F31F12)
l(M2M3)

und l(F12F23)
l(M3M1)

. Dazu benutzen wir

die Rechnung von Seite 23ff zum Beweis des Satzes 3.1, wobei wir in dieser Rechnung nur r21,
r22 und r23 durch p1, p2 und p3 ersetzen müssen. Wir erhalten:

l(F23F31)
l(M1M2)

= 1
2
· [ l(M2M3)w31−l(M3M1)w23

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− p1

l(M3M1)l(M1M2)
− p2

l(M1M2)l(M2M3)
− p3

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

l(F31F12)
l(M2M3)

= 1
2
· [ l(M3M1)w12−l(M1M2)w31

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− p1

l(M3M1)l(M1M2)
− p2

l(M1M2)l(M2M3)
− p3

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

l(F12F23)
l(M3M1)

= 1
2
· [ l(M1M2)w23−l(M2M3)w12

l(M1M2)l(M2M3)l(M3M1)
− p1

l(M3M1)l(M1M2)
− p2

l(M1M2)l(M2M3)
− p3

l(M2M3)l(M3M1)
− 1].

Für den Fall p1 = p2 = p3 = 0 ist der Beweis unseres Satzes erbracht.
In diesem Fall können wir sogar l(O23O31)

l(M1M2)
= l(O31O12)

l(M2M3)
= l(O12O23)

l(M3M1)
schreiben.

Für den Fall, dass eine der Zahlen p1, p2, p3 ungleich Null ist, folgt ebenfalls mit den
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Überlegungen von Seite 25 zum Beweis des Satzes 3.6, dass eine Gleichheit der drei Verhältnisse
genau dann eintritt, wenn sich einer der Werte w12, w23, w31 gleich dem Produkt aus der Sum-
me der anderen beiden Werte mit −1 ist.

Damit ist unser Satz insgesamt bewiesen.

Mit diesem Ergebnis beenden wir unsere Betrachtungen zur Potenz eines Punktes bezüglich
eines Kreises und dem was alles daraus folgen kann.
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