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Modulare Ringe mit 9, 10, 12 Ecken

Michael Schmitz

Die folgende Betrachtung setzt die Untersuchungen aus [2] und [3] fort. Ausgangspunkt war ein mo-
dularer achteckiger Sternenkranz (vgl. Abb. 1a) der in [1] beschrieben wurde. Das Modul entstand
aus einem quadratischen Faltpapier, das parallel zu einer Kante halbiert wurde (vgl. Abb. 1b-d). An-
schlieffend wurde D nach vorn und A nach hinten an der Faltlinie M K umgefaltet. Dabei wurde der
Punkt K so bestimmt, dass der Winkel ¢ in S (vgl. Abb. 1d) die GroBe des Innenenwinkels eines
regelméfligen Achtecks hatte.
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Abbildung 1: Der Sternenkranz und das Achteckmodul

Durch Verdnderung des dort verwendeten Moduls entstanden neue Module fiir andere regelméflige
n-Ecke. Nun wollen wir Module fiir regelméflige n-Eck-Ringe mit n = 9,10, 12 entwickeln. Der Fall
n = 11 bleibt einem eigenen Mathegami (vgl. [4]) vorbehalten.

1 Ein Neuneck

Fiir den Ring, der zu einem regelméfigen Neuneck fiithrt, wollen wir das Modul

wieder analog aus einem quadratischen Papier falten. Dazu miissen wir den

Punkt K (vgl. Abb. 1) so bestimmen, dass der Winkel ¢ bei S sie Grofle 140° .
hat. 140° entspricht der Grofle des Innenwinkels eines regelméfiigen Neunecks

(vgl. Abb. 2), denn es ist g = 180° — g = 180° — 360° — 140°. "
Nun iiberlegen wir uns die Grole des Winkels <N M K, damit wir K auf NC 4 ‘
bestimmen konnen (vgl. Abb. 3). Dazu bedenken wir, dass ¢ = 140° ist, woraus

|<NSC’| = 40° folgt.

Weil MK die Achse der Spiegelung ist, die D auf D’ und C auf C’ abbildet, Al?b’ildung 2: Regel-
gehen die drei Geraden, die durch D’ und C’, durch M und K und durch D méBiges Neuneck
und C' gehen, durch einen gemeinsamen Punkt K*. Daher ist |[<C'K*C| =
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|<<NSC’| = 40° (Winkel an geschnittenen Parallelen). Weil M K die Spiegelachse ist, ist M K auch die
Winkelhalbierende von <C’'K*C'. Folglich ist |[<K K*C| = 20°. Damit hat auch der gesuchte Winkel
<NMK die GroBen 20° (Winkel an geschnittenen Parallelen).

Nun wissen wir, wie wir das Modul fiir das regelméfliige Neuneck falten
miissen. Wir miissen auf NC den Punkt K so bestimmen, dass der
Winkel <NM K die Grofle 20° hat.

Jetzt denken wir noch daran, dass sich ein regelméfliges Neuneck nicht
mit Zirkel und Lineal konstruieren ldsst. Daher kann man auch keinen
Winkel mit der Groie 20° mit Zirkel und Lineal konstruieren. Ande-
rerseits ist aber 20° ein Drittel von 60°. Ein Winkel mit der Gréfie 60°
ldsst sich gut mit Zirkel und Lineal konstruieren und demzufolge auch
gut durch Falten erzeugen. Die Teilung eines beliebigen Winkel in drei
zueinander kongruente Teile ist mit Zirkel und Lineal natiirlich auch
nicht moglich. Allerdings ist sie mit zusétzlichen Hilfsmitteln, z.B., ei-
nem Einschiebelineal, zu bewerkstelligen. Der Prozess des Einpassens beim Einschiebelineal l&sst sich
auch beim Papierfalten nutzen, sodass wir einen beliebigen Winkel mit dem Falten von Papier dritteln
konnen. Dies wird in [5] ausfiihrlich beschrieben.

Abbildung 3: Regelméfiges
Achteck

Nun kénnen wir uns dem Falten des Neuneckmoduls zuwenden. Der Faltprozess ist in Abb. 4 darge-
stellt.
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Abbildung 4: Falten des Neuneckmoduls

Die Halbierungslinien LRy, Ly R2 und der freie Schenkel M H des 60°-Winkels werden nur im oben
liegenden Rechteck M NCD gefaltet (Abb. 4b-d). Die Drittelung des 60°-Winkels erfolgt in Abb. 4f.
Dabei falten wir M so auf LoRs, dass L1 auf M H fillt. Dieses Einpassen der Strecke M L1 zwischen
die Strecken Lo Ry und M H ist mit Zirkel und Lineal nicht durchfiithrbar. Mit dem Falten von Papier
kann man dies aber sehr gut realisieren. <NM M’ ist der gesuchte Winkel mit der Grofie 20°. Die
Faltlinie durch M und M’ schneidet NC im Punkt K. Abb. 4h zeigt das fertige Modul.
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In Abb. 5a-c ist das Zusammensetzen von zwei dieser Module gezeigt. Dabei wird wieder das erste
mit dem zweiten Modul verbunden, indem wir die iiberstehenden Ecken des ersten Moduls in das
zweite Modul hineinfalten. Abb. 5d zeigt den fertigen Neuneckring, in dessem Inneren das regelméflige

Neuneck zu sehen ist.
d
Abbildung 5: Zusammenbau und fertiger Neuneckring
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2 Ein Zehneck

Weil der Zentriwinkel aqg im regelméfi-
gen Zehneck eine Grofle von 36° hat,
betrigt die Grofle des Innenwinkels ¢1q
des regelméfigen Zehnecks 144° (vgl.
Abb. 6a). Daraus leitet sich auch, wie
beim Neuneck, die Faltplanung fiir das
Zehneckmodul ab (vgl. Abb. 6b). In
Analogie folgt aus der Grofie 144° des
Winkels ¢, dass |[<NMK| = 18° sein
muss.

Abbildung 6: Regelméfliges Zehneck und Zehneckmodul
Wir miissen also an M N einen Winkel

der GroBe 18° falten, um den Punkt K auf NC' zu bestimmen. Falten wir dann an M K, so entsteht
unser Zehneckmodul.

Fiir das Falten eines Winkels der Grofie 18° konnen wir auf das Falten des Fiinfecksmoduls zuriick-
greifen (vgl. [3]). Dort wurde ein Winkel mit der Grofle 36° gefaltet, der nun nur noch zu halbieren
ist. Abb. 7 und Abb. 8 zeigen die zugehorige Faltfolge und Abb. 8k den fertigen Zehneckring.
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Abbildung 7: Faltfolge fiir das Zehneckmodul (Teil 1)
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3 Ein Zwolfeck

Weil der Zentriwinkel aqo im re-
gelméBigen Zwolfeck eine Grole von
30° hat, betrégt die Grofle des Innen-
winkels 19 des regelméfligen Zehn-
ecks 150° (vgl. Abb. 9a). Daraus lei-
tet sich auch, wie beim Neun- bzw.
Zehneck, die Faltplanung fiir das
Zwolfeckmodul ab (vgl. Abb. 9b). In
Analogie folgt aus der Grofie 150° des
Winkels ¢, dass |[<NM K| = 15° sein

Abbildung 8: Fortsetung von Abb.7 - Faltfolge fiir das Zehneckmodul und fertiger Zehneckring

Abbildung 9: RegelméBiges Zwolfeck und Zwolfeckmodul

Wir miissen also an M N einen Winkel der Gréfie 15° falten, um den Punkt K auf NC' zu bestimmen.
Falten wir dann an M K, so entsteht unser Zwolfeckmodul. Damit koénnen wir die Faltfolge fiir das
Zwolfeckmodul von der des Sechseckmoduls (vgl. [2]) iibernehmen und nur noch die Winkelhalbierende
des 30°-Winkels zusétzlich falten. Diese Faltfolge ist in Abb. 10a-e dargestellt.

Fiihren wir diese Faltung mit einem quadratischen Ausgangsfaltpapier durch, so konnen wir feststellen,
dass nach dem Umfalten die Quadratseite C'D durch den Punkt N geht. Um dies genauer zu untersu-
chen, ob dies tatséchlich so ist, betrachten wir Abb. 10d noch einmal und zeichnen dort das Lot von Hs
auf M N ein, wie es in Abb. 10f dargestellt ist. H5 bezeichnet den Lotfupunkt auf M N. Dort haben
wir zusétzlich das Dreieck M H5Hy an M N gespiegelt. Weil |M H5*| = |M Hz| und |<H3*MHs| =
2 - 30° = 60° sind, ist das Dreieck M H3*Hj gleichseitig. Es gilt also |M H3*| = |M Hsy| = |H3* Ha|.
Da |H3*Hs| gerade der Seitenléinge des Ausgangsquadrates entspricht, ist |M Ha| = |[M N| und beim
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Falten an MK (vgl. Abb. 10e) geht D'C’ tatséchlich durch N. Damit fillt auch N mit S zusammen.
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Abbildung 10: Faltfolge fiir das Zwdolfeckmodul

Nach diesen Uberlegungen ergibt sich auch eine vereinfachte Faltfolge fiir das Zwoélfeckmodul. Wir
miissen ndmlich nach dem Halbieren des quadratischen Faltpapiers nur noch die Ecke N so auf C'D

falten, dass die Faltlinie durch M geht. Schon ist unser Modul fertig. Die zugehorige Faltfolge ist in
Abb. 11 zu sehen.
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Abbildung 11: Neue Faltfolge fiir das Zwolfeckmodul

Zwolf dieser Module werden wie iiblich ineinander geschoben. Dabei
entsteht im Innern kein regelmifliges Zwolfeck, da alle Module sich
um den Punkt N anordnen. Abb. 12 zeigt den fertigen Zwolfeckring.

Abbildung 12: Zwolfeckring
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Schlussbemerkung
Die hier gezeigten Faltbeispiele sollen Anregungen geben, im Mathematikunterricht unserer Schulen

das Falten von Papier zu nutzen, um mathematische Inhalte entdecken zu lassen, einzufithren oder zu
iitben. Die Moglichkeiten dazu sind vielfiiltig.

Auf der Internetseite www.mathegami .de findet man weitere Beispiele.

Ich wiirde mich freuen, von Ihnen Hinweise, Anregungen oder Erfahrungsberichte zu dieser Thematik
zu erhalten. Schreiben Sie mir eine E-Mail (michael.schmitz@uni-jena.de).
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