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Kurzzusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Faltverfahren vorgestellt, welches in ein gegebenes Rechteck ein
regelméfliges Fiinfeck mit grofitmoglichem Fldcheninhalt entstehen ldsst. Gegentiber bereits
bekannten Faltungen hat dieses Verfahren den Vorteil, dass es keine Naherung darstellt, son-
dern exakt ist und sich auf verschiedene Papierformate anwenden ldsst. Sowohl die Korrekt-
heit des Verfahrens als auch die Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal werden gezeigt. Die
Idee zu diesem Faltverfahren entstand im Rahmen meiner wissenschaftlichen Hausarbeit an
der Friedrich—Schiller-Universitat Jena [5].

1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit soll mittels mathematischen Origamis ein Faltverfahren fiir ein re-
gelméfiiges Flinfeck aus einem rechteckigem Blatt vorgestellt werden. Im Gegensatz zu den be-
reits bekannten Faltverfahren von D. Brill [1] erhdlt man mit dem hier vorgestellten Verfahren
nicht nur eine Naherung eines regelmafsigen Fiinfecks. Die Fehlerrechnung zum Néaherungs-
verfahren von Brill ist in [5] nachzulesen. Von anderen exakten Faltanleitungen, z. B. von D.
Dureisseix [2] oder J. Sakoda [4] grenzt sich mein Verfahren durch betrachtliche Flexibilitdt des
Ausgangsformates ab. Weiterhin besitzt dieses gefaltete, exakte, regelmafsige Fiinfeck maxima-
len Flacheninhalt beziiglich des Ausgangsformates, dafiir aber keine Taschen und Laschen zum
Zusammenstecken zu einem Korper.

Zu Beginn der Arbeit wird die Konstruktionsidee mittels Origami vorgestellt und danach
detailliert erkldrt. Anschlieflend wird die Korrektheit des Faltverfahrens bewiesen. Schliefilich
wird die Konstruktion eines regelméfiigen Fiinfecks mit Zirkel und Lineal gezeigt, welche aus
dem vorgestellten Faltverfahren abgeleitet wurde. Die Korrektheit dieser Konstruktion wird
ebenfalls bewiesen.

2 Voraussetzungen und Konstruktionsidee

Voraussetzung fiir die Faltung ist ein rechteckiges Blatt. Darin soll ein regelméafiges Fiinfeck mit
maximalen Flacheninhalt (Abbildung 1a) gefaltet werden. a sei die Seitenldnge des gesuchten
regelméfiigen Fiinfecks und h dessen Hohe (Abbildung 1c). Die Hohe entspricht der Summe
aus In- und Umkreisradius. Fiir den Inkreisradius r; und den Umkreisradius r, im regelméafligen
Fiinfeck gilt nach [5]:
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Das Faltverfahren setzt ein Blatt Papier im Seitenverhiltnis von mindestens 1:1,26 voraus.!

Somit konnen beispielsweise DIN-A-Papier (1:1/2), ein Doppelquadrat (1:2) oder Papier mit
dem amerikanischen Format Letter/A (ca. 1:1,3) verwendet werden. Das Verfahren wird im
Folgenden anhand des Ausgangsformat DIN-A beschrieben, da dieses in Europa weit verbreitet
ist.
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(a) Regelmifiges Fiinfeck mit maxi- (b) Regelméfiges Fiinfeck mit maxi- (c) Skizze mit verwendeten Bezeich-
malem Flacheninhalt in einem DIN- malem Flacheninhalt in einem DIN- nungen
A-Blatt A-Blatt

Abbildung 1: Regelméfiiges Filinfeck

Im Unterschied zu den korrekten Faltanleitungen in [2] oder [4] nutzt dieses Verfahren nicht
primér die Eigenschaft des Goldenen Schnittes im regelméfsigen Fiinfeck aus. Vielmehr wird
genutzt, dass die Hohe des gesuchten Fiinfecks der Summe aus dessen In- und Umkreisradius
entspricht (h = r; 4 r,). Um ein regelméfsiges Fiinfeck mit maximalem Fladcheninhalt in ein DIN-
A-Blatt zu konstruieren, ist leicht ersichtlich, dass die kiirzere Seite des Ausgangsformates der
Hohe h des regelmifligen Fiinfecks entsprechen muss (Abbildung 1a). Das ldsst sich mit Hilfe
von Abbildung 1b zeigen, indem man ein Fiinfeck, welches anderes in das Ausgangsformat
einbeschrieben ist, so um einen Eckpunkt dreht, dass die gegeniiberliegende Seite parallel zur
Seite des Ausgangsformates ist. Nun ist klar, dass sich dieses Fiinfeck innerhalb des DIN-A-
Blattes noch vergrofsern ldsst.

Fiir die Faltung wird der Mittelpunkt M des regelmifligen Fiinfecks benotigt. Dieser teilt die
Hohe in Um- und Inkreisradius. In Formel (3) wird dieses Teilungsverhaltnis hergeleitet.

ﬁ_%\/ v /3+f 5+2\/+1 NI
: h‘ (3)

O 3w

== pu— 1
1-1 1- L ~ 0,55

Gemafs Formel (3) entspricht der Umkreisradius eines regelméfiigen Fiinfecks ungefihr 55%
der Hohe dieses Fiinfecks und der Inkreisradius circa 45%. Der Mittelpunkt eines regelméfligen
Fiinfecks teilt demnach die Hohe im Verhaltnis - Nk (1 - ﬁ . Da die Hohe h des regelméfligen
Fiinfecks der kiirzeren Seite des DIN-A-Blattes entspricht ist es Ziel der Faltung, die kurze Seite

des Ausgangspapiers im Verhiltnis r; : r, = % : (1 - %) zu teilen und so den Mittelpunkt
des gesuchten Fiinfecks zu bestimmen.

Der gefundene Mittelpunkt M (Abbildung 2f) wird anschliefiend genutzt, um die Eckpunkte
des gesuchten Fiinfecks zu bestimmen. Ein Eckpunkt (Punkt P in Abbildung 2g) entspricht dem
LotfuSpunkt von M auf der lingeren Seite des Ausgangsrechtecks. Zwei weitere Eckpunkte (R

und Q in Abbildung 2i) liegen auf der gegeniiber liegenden Seite des Ausgangsrechtecks.

IDas exakte Verhiltnis lautet 1 : % + % V5425 (3\/5 — 5> und errechnet sich aus der Summe von % und

der Lange der halben Diagonale des regelméafligen Fiinfecks mit der Hohe /. Diese Herleitung ist aus Abbildung 2i
ersichtlich. Das gelbe Rechteck hat genau das benotigte Format.



3 Faltung

In der Abbildung 2 wird das Verfahren anhand von Skizzierungen und Erlduterungen zu den
einzelnen Faltschritten vorgestellt. In der Abbildung sind neu entstandene Faltlinien griin dar-
gestellt. Die Hilfslinien werden mit hellblau gekennzeichnet. Die Riickseite des Faltpapiers ist
gelb gefarbt. Die gleiche farbliche Markierung (aufSer griin und grau) von Winkeln oder Linien
bedeutet, dass diese die gleiche Grofie haben. Die ersten sechs Faltschritte dienen der Ermitt-
lung des Mittelpunktes. Ausgehend von diesem Punkt wird in in den drei weiteren Skizzen das
Falten des gesuchten Fiinfecks OPWQRS erklért.
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(a) Ausgangsformat sei ein Recht-
eck ABCD. AD wird auf CD gefal-
tet, dabei kommt A auf dem neuen
Punkt E zum Liegen, der entstehen-
de Bruch verlduft durch D und den
neuen Punkt F. Nun wird eine Falt-
linie durch E senkrecht zu CD gefal-
tet. Das Rechteck EFBC wird nach
hinten gefaltet.
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(d) Durch L wird eine Faltlinie or-
thogonal zu AB gefaltet und es ent-
steht Punkt K. Dabei kommt A auf
A’ und D auf D’ zum Liegen. An-
schlieflend ist eine Faltlinie durch A’
und D’ zu falten.

(b) Punkt G halbiert AD und H hal-
biert DG. E wird auf H gefaltet, I]
heifst die neu entstandene Faltlinie.
L sei der Punkt, auf welchem EF
und AB sich schneiden.
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(e) D wird so auf A’D’ gelegt, dass
die Faltlinie durch A verlduft. Die-
se Linie verlduft durch den neu ent-
standenen Punkt Z. D kommt auf
dem neuen Punkt N zum Liegen.
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(g) M ist der Mittelpunkt des Fiinf-
ecks und P der erste Eckpunkt.

(h) Q und R entstehen, indem P auf
CD gelegt wird, sodass die Faltlinie
durch M verlauft.
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(c) Zu sehen sind die entstandenen
Faltlinien nach dem Entfalten sowie
die Hilfslinien HI, EH und HL. Die
Winkel a, B und 7y werden fiir den
Korrektheitsbeweis benotigt.
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(f) KL wird auf A’D’ gelegt. Es ent-
steht OP. N wird so auf OP gefaltet,
dass der Faltlinie durch O verlduft.
N kommt auf dem neuen Punkt M
zum Liegen.
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(i) Nach Faltung durch F und R
kommt Q auf V zum Liegen. V
kommt auf dem Punkt W zum Lie-
gen, wenn die Faltlinie OP nochmals
gefaltet wird.

Abbildung 2: Faltung eines regelméfigen Fiinfecks



Beweis

Der Korrektheitsbeweis des in Abbildung 2 dargestellten Faltverfahrens wird in drei Schritten
gefiihrt. Zuerst wird gezeigt, dass die Strecke D'E die Lange £|AD| besitzt. Mit diesem Wissen
wird im zweiten Schritt |ON| = %|AD| gezeigt. Folglich ist |[MP| der Umkreisradius des regel-

maBigen Fiinfecks mit der Hohe h = |AD|. Im letzten Schritt wird gezeigt, dass es sich bei der
in Abbildung 2i entstehenden Fldche um ein regelmafiiges Fiinfeck handelt.

1. Fiir den ersten Beweisschritt wird Abbildung 2c betrachtet. Die Strecke EH hat nach dem
Satz von Pythagoras eine Lange von 4/ h? + Zi =t 1V 17. Somit gilt fiir die Winkel & und :

) 1
sing = ——, cosa = —,
V17 V17
15
sin B = sin(90° — 2a) = cos(2a) = cos®a — sin®a = 7
. 8 sinf 15
= 1 - 2 = 5 t = - —.
cos B sin” B 7 anpf cosf 8

Die Dreiecke ADHI und AALH sind dhnlich. Nach der Definition des Tangens gilt im
Dreieck AALH (Abbildung 2c):

|AH| |AH| _ 8
ta = = —|AH|.
anp =g <AL= anp = 15141
Da |AH| = 3|AD| ist, gilt fiir |AL|:
8 3

Folglich haben die Strecken AL, LA" und DK eine Linge von 2h sowie LF und KE eine
Lange von 3h . Durch den Faltschritt in Abbildung 2d ergibt SlCh fiir die Strecke |A'F| =

D'E| = &
2. Fur den zweiten Beweisschritt wird Abbildung 2e betrachtet. Daftir werden folgende Win-
kelgrofsen benotigt:
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Dasine = % gilt, ist eine Kathete der Dreiecke AAZD und AANZ doppelt so lang wie die

andere Kathete. Somit ist 3|AD| = |DZ| = [NZ| und Z ist der Mittelpunkt von DE. Nach
dem Satz des Thales ist das Dreieck ADNE rechtwinklig mit dem Umkreismittelpunkt Z.
Folglich kann der Kathetensatz angewendet werden:

EN| = /|D'E| - |DE| = ,/’;

Nach dem Faltschritt aus Abbildung 2f gilt |[EN| = |[NO| = |MO|, zudem ist |[MP| =

h(1— 7) der Umkreisradius.




3. Wie aus dem Faltschritt in Abbildung 2h hervorgeht, haben P, Q sowie R den gleichen Ab-
stand von M und das Dreieck APQR hat die Hohe /. Diese drei Punkte sind Eckpunkte des
entstehenden regelmaéfiigen Fiinfecks. Dessen weitere Eckpunkte liegen auf den Strecken
HT und SU, den Symmetrieachsen des Fiinfecks und werden durch eine Faltung durch R
und M ermittelt. Dadurch sind die Strecken |RQ| und |RV| gleich lang. Analog entsteht W
durch Faltung durch OP und es ergibt sich |VP| = |WP| sowie |RV| = |QW]|. Folglich ist
OPWQRYV ein regelméfsiges Fiinfeck. ]

4 Konstruktion

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zum Konstruieren eines regelméafiigen Fiinfecks mit
vorgegebener Hohe mittels Zirkel und Lineal vorgestellt. Diese Konstruktion ist direkt aus dem
vorgestellten Faltverfahren abgeleitet.
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(a) Die Konstruktion beginnt mit
einem Quadrat JAFED mit der
Seitenldnge /i, welches zu einem
Rechteck im DIN-A-Format ergénzt

wird.
h
g OD'=D'E= H c

(d) Um O wird ein Kreisbogen mit
dem Radius ON konstruiert. Dessen
Schnittpunkt mit der Orthogonalen
von ED durch O ergibt den Punkt
M. P sei der Schnittpunkt dieser Or-
thogonalen mit AB. Die Hilfslinien
fir den Beiweis sind farbig darge-
stellt.

(b) Die Strecke ED wird in funf
gleichgrofie Abschnitte geteilt. Es er-
geben sich die Punkte O und D’.

(c) Um Z, dem Mittelpunkt von ED,
wird ein Kreisbogen mit Radius DZ
konstruiert. Sein Schnittpunkt mit
der Orthogonalen zu ED durch D’
ergibt den Punkt N.
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(e) Um M wird ein Kreis konstruiert,
welcher den Radius MP besitzt. Die
Schnittpunkte des Kreise mit CD er-
geben die Punkte R und Q auf CD.

(f) Um R und Q wird jeweils ein
Kreis mit dem Radius RQ kon-
struiert. Die Schnittpunkte mit dem
Kreis um M ergeben die Punkte
V und W. Es entsteht das Fiinfeck
OPWQRV.

Abbildung 3: Konstruktion eines regelmafiigen Fiinfecks

Beweis

Der Konstruktionsschritt in Abbildung 3a dient nicht der Erzeugung des Fiinfecks, sondern soll
die Analogie zum zuvor beschriebenen Faltverfahren zeigen. Die Seitenldnge des Quadrats sei
h.Nach der Konstruktion hat das erzeugte Rechteck ein Format von 1 : V2 und entspricht einem
Blatt im DIN-A-Format.

In Abbildung 3c ist ersichtlich, dass der Satz des Thales angewendet wird. N liegt auf dem
Thaleskreis mit Mittelpunkt Z, wodurch das Dreieck ADNE rechtwinklig ist. Der Hypotenu-
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senabschnitt D'E hat nach dem Konstruktionsschritt in Abbildung 3b die Lange . Damit hat
nach dem Kathetensatz die Seite |[EN| eine Lange von % Da D’O nach Konstruktionsschritt 3b
ebenfalls £ betragt, gilt [EN| = |[ON| = |OM]| nach Konstruktionsschritt 3d. Nach Formel (3)
ist M der gesuchte Umkreismittelpunkt des regelmafligen Fiinfecks und P der erste Eckpunkt.

Es ergeben sich in Abbildung 3e die Eckpunkte R und Q. Im Konstruktionsschritt 3f erhdlt man
schliefilich die Eckpunkte V und W durch das Abtragen der bekannten Seitenldnge. O

5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass zur Faltung eines regelméfsigen Fiinfecks nicht
zwingend von der Eigenschaft des Goldenen Schnittes als Verhéltnis innerhalb des Fiinfecks
Gebrauch gemacht werden muss. Vorteile dieses Faltverfahrens sind

¢ hohe Effektivitdt durch den maximalen Flacheninhalt des Fiinfecks innerhalb des Papiers,
e Flexibilitat durch die Ubertragbarkeit des Verfahren auf verschiedene Papierformate,

e gute praktische Realisierbarkeit, da stets nur eine Papierschicht gefaltet wird und somit
Faltungenauigkeiten reduziert werden,

iibersichtliche Anzahl von Faltschritten,
o mathematisch bewiesene Korrektheit.

Ein Nachteil ist das Fehlen von Taschen und Laschen zum Zusammenstecken mehrerer Fiinfecke
zu einem Dodekaeder. Diese konnen nachtrdaglich gefaltet werden, eine Anleitung ist in [3] zu
finden. Durch das Hinzufiigen der Taschen und Laschen geht jedoch ein Teil der Effektivitat
verloren, da sich der Flacheninhalt verkleinert. Ein mogliches Ziel fiir weitere Arbeiten besteht in
der Entwicklung eines Verfahrens, welches ein regelmafliges Fiinfeck mit Taschen und Laschen
sowie einem grofien Flacheninhalt ergibt.
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