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Zusammenfassung
In diesem kleinen Beitrag beginnen wir mit dem Falten eines Moduls fiir einen Wiirfel nach
Mitsunobu Sonobe. Aus diesem Modul entwickeln wir ein Modul fiir eine Pyramide mit quadra-
tischer Grundfliche. Modifikationen dieses Moduls fithren uns zu quadratischen Pyramiden mit
verschiedenen Hohen.

Dabei finden wir auch eine Pyramide, deren Hthe der halben Kantenléinge des Grundquadrates
entspricht, sodass sich mit sechs kongruenten Exemplaren dieser ein Wiirfel zusammensetzen lésst.
Durch “Umstiilpen” dieses Wiirfels kommen wir zum Rhombendodekaeder.

In diesem Beitrag wird besonderer Wert auf die Entwicklung eines Moduls zum Bau von Pyramiden
gelegt. Es wird nicht nur die Faltanleitung angegeben, sondern auch der Weg dorthin steht im
Mittelpunkt der Betrachtungen.

Wir beginnen damit, ein Wiirfelmodul von Mitsunobu Sonobe (vgl. [4]) zu falten. Die Faltanleitung
ist dem Bild 1 zu entnehmen.
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Bild 1a Bild 1b Bild 1c Bild 1d Bild 1e Bild 1f Bild 1g

Im Bild 1le ist angedeutet, dass die beiden umgefalteten Dreiecke jeweils unter die gegeniiberliegenden
Rechtecke geschoben werden. Haben wir das Modul bis Bild 1g gefaltet, so gibt es zwei Moglichkeiten
der Fortsetzung: Wir falten entlang der eingezeichneten Faltlinie entweder nach vorn oder nach hinten.

Hier sollen beide Varianten gezeigt werden. Zuerst falten wir nach vorn und fertigen weitere fiinf dieser
Module an. Vier von diesen werden entsprechend der Bildfolge aus Bild 2 zusammengesetzt. Dabei
liegen die “Steckverbindungen” dann im Inneren des Wiirfels. Die restlichen beiden Module werden
analog eingefiigt, sodass der Wiirfel aus Bild 3a entsteht.

Bild 2a Bild 2b Bild 2¢ Bild 3a Bild 3b




Fertigen wir sechs weitere Module entsprechend der Faltanleitung aus Bild 1 an und falten alle ent-
sprechend der im Bild 1g eingezeichneten Faltlinie nach hinten, so kénnen wir auch einen Wiirfel
zusammensetzen. Jetzt liegen allerdings die “Steckverbindungen” auflerhalb der Wiirfels. Der fertige
Wiirfel ist im Bild 3b zu sehen.

Beide Wiirfel gehen durch “Umstiilpen” auseinander hervor, das Innere des einen Wiirfels ist das
AuBere des anderen.

Gehen wir fiir beide Wiirfel von einem quadratischen Faltpapier mit der Kantenléinge a aus, so haben
beide Wiirfel jeweils die Kantenlédnge §. Folglich betréigt das Volumen der Wiirfel Vi = %a?’ .

Dieses Ergebnis steht mit unserer Erfahrung im Einklang, dass ein Wiirfel mit der Kantenlédnge a in
acht kongruente Wiirfel, jeweils mit der Kantenlinge 5, zerlegt werden kann. Fertigen wir acht solche
Wiirfel mit der Kantenlinge § an, so konnen wir diese auch praktisch zu einem groflen Wiirfel mit

der Kantenlénge a zusammenlegen.

Beim Zusammenbau der ersten vier Wiirfelmodule (Bild 2c¢) fillt uns eine quadratische Grundflidche
auf, an der vier Dreiecke anschlieffen. Diese vier Dreiecke lassen sich aber nicht zu einer Pyramide
mit quadratischer Grundfliche aufrichten. Wir kénnen dies aber erreichen, indem wir die quadratische
Grundfldche zusammengesteckt lassen, aber die daran anschliefenden Dreiecke entfalten, sodass Recht-
ecke entstehen (Bild 4). Nun werden diese Rechtecke zu gleichschenkligen Dreiecken, deren Basis eine
Kante der quadratischen Grundfléiche ist, gefaltet. Dies ist im Bild 5a fiir ein Modul dargestellt. Nun
lassen sich die vier Dreiecke zu einer geraden quadratischen Pyramide aufrichten. Diese Dreiecke halten
aber noch nicht zusammen, da sie untereinander noch nicht verankert sind. Dies kénnen wir erreichen,
indem wir eines der am gleichschenkligen Dreieck iiberstehenden Dreiecke in eine Tasche verwandeln
und das andere als Lasche benutzen. Das Vorgehen wird wieder nur fiir ein Modul in den Bildern 5b
bis 5d gezeigt. Wir miissen darauf achten, dass alle vier Module gleich behandelt werden, damit am
Ende alles gut zusammenpasst. Bild 5b zeigt, wie das linke Dreieck zu einer Tasche nach innen gefaltet
wird. Die zugehorigen Faltlinien sind bereits vorhanden, miissen nur entgegengesetzt gefaltet werden.
Im Bild 5c¢ ist zu sehen, wie das kleine iiberstehende Dreieck unter dem gegeniiberliegenden Rechteck
verschwindet. Nun wird das rechte Dreieck, die Lasche, noch einmal {iber das gleichschenklige Dreieck
und der iiberstehende Rest nach hinten gefaltet. Dann wird die Lasche wieder aufgefaltet und das Er-
gebnis ist im Bild 5d zu sehen. Nachdem die quadratische Grundfliche wieder zusammengefiigt wurde
(Bild 5e), konnen nun die Dreiecke nach oben aufgerichtet und untereinander verbunden werden. Die
fertige Pyramide ist im Bild 6 zu sehen.

Bild 5a  Bild 5b Bild 5¢  Bild 5d Bild 5e

Diese Pyramide hat eine besondere Eigenschaft, die wir erken-
nen, wenn wir beachten, dass sowohl die Hohe der dreieckigen
Seitenflichen der Pyramide als auch die Kanten der quadrati-
schen Grundfliche die Lénge § haben. Betrachten wir ndmlich
die in Bild 7 dargestellte Pyramide, so sehen wir, dass das Drei-
eck LRS gleichseitig ist und die Seitenléinge § hat. Folglich hat
der Neigungswinkel der Seitenflichen der Pyramide gegeniiber
der Grundfléiche eine GroBe von 60°. Auch die Neigungswinkel

zweier gegeniiberliegender Seitenflichen hat eine Gréfe von 60°.

Damit kénnen wir sechs solche Pyramiden “Seite an Seite” um
die Spitze S oder um eine Kante der Grundfliche zu einem Ring
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zusammenlegen. Die Bilder 8a und 8b zeigen beide Moglichkeiten. (Etwas Klebeband hilft beim Zu-
sammenhalten der sechs Pyramiden.)

Nun bestimmen wir noch die Hohe h der Pyramide im Dreieck
SHR (Bild 7). Nach dem Satz des Pythagoras erhalten wir h? =
(9)2—(%)?, also h = %1/3. Damit kénnen wir auch das Volumen
der Pyramide berechnen: Vp = %AG -h = é(%)2

Vp = 23,

- 3V3, also

Abschlielend berechnen wir noch die Linge s der Pyramiden-

kanten von der Spitze S zu eine Ecke der Grundfliche. Wir er- Bild 8a Bild 8b
halten im Dreieck SHC: s? = h%(@ﬁ = (2V3)%+(4V2)% =
%az, also s = %\/5

Als néchstes bestimmen wir die Grofle des Neigungswinkels zweier
Seitenflichen der Pyramide, die eine gemeinsame Kante haben. Wir
betrachten dazu die beiden Seitenflachen AB.S und BC'S. Von A fiillen
wir das Lot auf BS und bezeichnen den Lotfulpunkt mit X (Bild 9).
Da sich das Dreieck ABS um BS so drehen ldsst, dass A nach C' geht,
ist auch C'X senkrecht zu BS. Um den gesuchten Neigungswinkel zu
bestimmen, miissen wir die Grofle des Winkels <AX C bestimmen.

Da AX und CX senkrecht auf BS ist, ist auch die durch A, C' und
X bestimmte Ebene senkrecht zu BS. Folglich ist auch HX senk-

Bild 9 recht auf BS und wir kénnen |BX| mit Hilfe des Kathetensatzes im
2
rechtwinkligen Dreieck SH B bestimmen: |HB|? = |BX| - |BS]|, also |BX| = ‘Hfl = g—z = V5.

Damit kénnen wir im rechtwinkligen Dreieck ABX die Linge von AX berechnen: |[AX|? = |AB|? —
IBX|2 = (9)% — (£V5)2 =€ — @ — @ als0 |[AX| = ¢v/5 und damit auch |[CX| = ¢+/5.

Nun koénnen wir mit Hilfe des Kosinussatzes die GroBe ¢ des gesuchten Winkels im Dreieck AC'X
bestimmen: |AC|?> = |AX|? + |CX|* -2 |AX]|-|CX|- cosp. Wir erhalten mit den bisher berechneten
Werten: ($v/2)? = “5—2 + % -2 a—; - COS( Woraus cosp = —i, also ¢ ~ 104, 48" folgt.

Damit ist klar, dass diese Pyramide kein “Raumfiiller” ist.

Die eben gefaltete Pyramide verwenden wir zum
Bau eines neuen Korpers. Unsere Pyramide hat
néamlich die Eigenschaft, dass ihre Grundfliche zu
den Seitenflichen des Ausgangswiirfels kongruent
ist. Daher konnen wir sechs solche Pyramiden auf
die Seitenflichen der Wiirfels setzen, wodurch ein
neuer, sternformiger Korper entsteht. Im Bild 10a
sehen wir drei auf den Wiirfel aufgesetzte Pyra- Bild 10a Bild 10b Bild 10c
miden. Wir sehen, dass an einer Wiirfelkante zwei

Seitenflichen von Pyramiden zusammentreffen. Daher miisste es moglich sein, diesen sternférmigen
Korper direkt aus Modulen aufzubauen. Diese Module entstehen aus dem bisher gefalteten Pyrami-
denmodul (Bild 5a bis 5d). Wir miissen nur die untere Hilfte, die bisher die Grundfliche der Pyramide
ergab, so wie die obere Hilfte falten, die dann ein weiteres Dreieck ergibt. Dieses Modul ist im Bild
10b gezeigt. Nun kénnen wir aus 12 solchen Modulen den sternférmigen Koérper zusammenstecken.
Bild 10c zeigt den fertigen Korper, der von 24 kongruenten gleichschenkligen Dreiecken begrenzt wird.

Als néchstes stellen wir uns die Frage, ob wir — in dhnlicher Weise wie oben — auch Pyramiden herstellen
konnen, die eine andere Hohe haben. Dazu miissen wir das quadratische Faltpapier durch rechteckiges
ersetzen. Beachten miissen wir, dass im unteren Teil die Faltung aus Bild 5a bis d erhalten bleibt,
damit sich die quadratische Pyramidengrundfliche bilden lasst.

In den Bildern 11a bis 11j ist die Faltanleitung fiir ein DIN A5 Blatt gezeigt.
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Bild 11g Bild 11h  Bild 11i  Bild 11j Bild 11k Bild 11m

Nachdem wir die Faltung bis Bild 11j durchgefiihrt haben, falten wir die Lasche wieder auseinander.
Bild 11k zeigt ein Foto des fertig gefalteten Moduls. Wir schneiden noch oben an der Lasche einen Teil
entsprechend der Markierung ab, damit das Zusammenstecken der dreieckigen Seitenflichen moglich
wird. Bild 11m zeigt die fertige Pyramide.

Natiirlich kénnen wir hier auch das Volumen dieser Pyramide, Neigungswinkel von Flichen, ... be-
rechnen. Aber vielleicht ist es wichtiger, dieses Modul von den Schiilern selbst entwickeln zu lassen.

Die Faltanleitung aus Bild 11a bis 11j eignet sich natiirlich auch fiir andere Rechteckformate. Lediglich
bei den Laschen miissen wir beachten, dass die Module gut zusammenpassen.

Wir setzen mit einer weiteren Pyramide fort. Dazu be-
trachten wir in einem Wiirfel (Bild 12a) die Raum- H G
diagonalen. Dadurch wird der Wiirfel in sechs kon-

gruente Pyramiden eingeteilt. Eine diese Pyramiden E |

ist im Bild 12b dargestellt. Da sechs dieser Pyrami- LSS

den zu einem Wiirfel zusammengesetzt werden kénnen '% TP C

und mit Wiirfeln der Raum schlicht und liickenlos AL e 5

ausgefiillt werden kann, ist diese Pyramide auch ein 2

“Raumfiiller”, im Gegensatz zu der am Anfang be- Bild 12a Bild 12b

trachteten Pyramide.

Wir wollen im Folgendem auch diese Pyramide aus gefalteten Modulen herstellen und dann mit sechs
solcher Pyramiden einen Wiirfel zusammensetzen. Dazu miissen wir uns zuerst iiberlegen, wie grof3
das rechteckige Faltpapier sein muss, das entsprechend der obigen Beschreibung des Pyramidenmoduls
gebraucht wird. Da die Linge der Grundkante der zu bauenden Pyramide wieder § sein soll, muss
das rechteckige Faltpapier die Breite a haben. Die Hohe dieses Rechtecks setzt sich aus zwei Teilen
zusammen: Der untere Teil, aus dem dann die Grundfliche der Pyramide entstehen soll, muss die
Hohe § haben. Der obere Teil, der dann eine Seitenfliche der Pyramide bildet, hat die Hohe |SR]

(Bild 12b). Dies entspricht der Liange der Hohe einer Seitenfliche der Pyramide.

Wir berechnen zuerst diese Hohe. Dazu benutzen wir die Bezeichnungen aus Bild 12b. Da die Pyramide
durch die Raumdiagonalen des Wiirfels (Bild 12a) gebildet wird, ist sofort klar, dass fiir die Hohe der
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Pyramide h = ¢ gilt. Im rechtwinkligen Dreieck SM R berechnen wir |RS|? = h*+|MR|? = ($)*+($)?,
also |RS| = 4v/2.
Weil § + %\/i ~ 0,85a < a ist, konnen wir mit quadratischem Faltpapier

der Kantenlédnge a beginnen, das wir in einer Richtung auf die Kantenlénge
(14 £/2)% kiirzen, wie es im Bild 13 gezeigt ist.

Nun falten wir entsprechend der Uberlegungen von oben. Die entsprechende

Faltreihenfolge ist in den Bildern 14a bis 14g dargestellt. Bild 14h zeigt das

fertige Modul und Bild 14i die aus vier Modulen zusammengesetze Pyrami-  y

de. |<—a —>|
Bild 13
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Bild 14a Bild 14b Bild 14c Bild 14d Bild 14e Bild 14f

Wir miissen allerdings darauf hinweisen, dass bei dieser
Pyramide die Seitenflichen nicht so gut zusammenhal- ‘

ten, wie bei der vorhergehenden. Das liegt daran, dass

sich die Pyramidenmodule nicht so gut ineinander ver- \
ankern. Etwas Klebestreifen hilft bei diesem Problem.

Um aus einem quadratischen Faltpapier mit der Kan-
tenléinge a ein Rechteck zu machen, bei dem ein Paar Bild 14g Bild 14h Bild 14

paralleler Kanten die Léinge (1 + %\/5)% hat, geniigt

es fiir unsere Faltarbeiten einfach 0,85a auszurechen und dies auf das quadratische Faltpapier zu
iibertragen.

Aber natiirlich wollen wir auch wissen, wie wir dies allein durch Falten erreichen kénnen.

Gehen wir also von einem quadratischen Faltpapier ABCD mit der Kantenléinge a aus (Bild 15a),
dann ist die Frage, wie wir die Linie EFF durch Falten bestimmen koénnen, sodass die in Bild 15a
gezeigten Mafle entstehen.

Dabei bezeichnen N, G

und H die Mittelpunkte N N V N VW
der entsprechenden Sei- [E) ' |C:: D ' c E ,,,,,,,,, PQ)E”C::
ten. Die Punkte E und C* 4%

F sind gesucht, sodass
EF||GH und |HF| =
V2 ist.
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Die Grundidee ist schnell | - a—>| B

gefunden: Eine Strecke Bild 15a Bild 15b Bild 15¢
der Lange %ﬂ kann auf-

gefasst werden als eine Diagonale in einem Quadrat mit der Seitenlédnge §.

Ein solches Quadrat ldsst sich im Ausgangsquadrat leicht erzeugen. Dazu falten wir C' auf N, wodurch
die Faltlinie UV entsteht (Bild 15b).

Nun falten wir C' auf GH, sodass die Faltlinie durch H geht, C’ ist dabei der Bildpunkt von C' beim
Falten. Diese Faltline geht natiirlich auch durch N, und C” ist der Mittelpunkt des Quadrates.
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Die Faltlinie UV schneidet die Faltlinie HN im Punkt X und die Faltlinie GH in J. Weil HJ X ein
bei J rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck mit der Kathetenlédnge ¢ ist, folgt |[HX| = %\/5

Nun miissen wir nur noch HX auf HC von H aus {ibertragen. Dies kénnen wir aber leicht mit einer
Spiegelung an der Winkelhalbierenden von <CHN erreichen. Dazu falten wir C' so auf HN, dass
die Faltline durch H geht (Bilde 15c). C* ist der zugehorige Bildpunkt. Mit W bezeichnen wir den
Schnittpunkt dieser Faltline mit C'D. Nun miissen wir nur noch durch X so falten, dass W auf HW
zu liegen kommt. Diese Faltlinie schneidet BC' im gesuchten Punkt F'.

Abschlieflend falten wir C' auf BF', sodass die Faltlinie durch F' geht. Auf diese Weise entsteht auf AD
der Punkt F. Jetzt kdnnen wir das quadratische Ausgangspapier entlang EF kiirzen und erhalten das
passende, rechteckige Faltpapier fiir das Pyramidenmodul.

Beim Einzeichnen der Strecke E'F fillt uns auf, dass diese Strecke scheinbar durch C* geht. Falls unsere
Vermutung richtig ist, verkiirzt sich unsere Faltanleitung zur Bestimmung der Strecke E'F' erheblich.
Diese Vermutung werden wir jetzt {iberpriifen, indem wir von C* das Lot auf C'D fillen und dessen
Linge h bestimmen. Diese Linge muss dann mit |[FC| = a — %v/2— % = %(2 — /2) verglichen werden.

Zur Bestimmung von h betrachten wir das Dreieck NC*W. Dieses Dreieck ist bei C* rechtwinklig
und wegen |<CHN| = 45° ist auch |<C*NW| = 45°. Damit ist das Dreieck NC*W gleichschenklig
mit |C*N| = |C*W| = r. Wegen der Faltung von C nach C* ist auch |CW| = r. Mit dem Satz des

Pythagoras erhalten wir im Dreieck NC*W: r? 4 r? = (4 — r)2.

Daraus ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir r: r? + ar — % = 0. Diese Gleichung hat die beiden

Losungen 71/ = —§ + \/aff + %. Da r positiv ist, entféllt die negative Losung der quadratischen
Ausgangsgleichung und wir erhalten r = —§ + %\/ﬁ =g(=1+ V2).

Nun kénnen wir A berechnen. Weil NC*W ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck ist, kénnen
wir dieses als ein halbes Quadrat auffassen, in dem NW eine Diagonale ist. Dann ist h die halbe
Lénge der anderen Diagonale dieses Quadrates. Es gilt demzufolge h = %rﬂ = % -5(=1+ V2)V2 =
4(2 —/2) = |FC|. Damit stimmt tatséichlich 2 mit FC iiberein und unsere Vermutung ist bewiesen.
Damit kénnen wir die Linie EF in unserem quadratischen Faltpapier schneller bestimmen: Zuerst
wird die Linie HN gefaltet (Bild 15a). Anschlieflend falten wir C' so auf HN, dass die Faltlinie durch
H geht. Dabei entsteht auf HN der Punkt C*. Nun falten wir C'D so parallel um, dass die Faltline
durch C* geht, womit wir die gesuchte Linie E'F' schon gefunden haben.

Betrachten wir noch einmal Bild 15¢ und davon das rechte obere Viertel
C'HCN vergrélert im Bild 15d. C'HCN ist natiirlich ein Quadrat mit
der Seitenlinge §. Bezeichnen wir nun noch den Fufipunkt des Lotes von
C* auf CN mit Z und den Schnittpunkt von FC* und NC’ mit Y, dann
sind die beiden Dreiecke YC*Z und ZNC* kongruent zueinander. Bei-
de Dreiecke stimmen in NC* und den beiden dort anliegenden Winkeln
iiberein. Folglich ist auch |YC*| = h. Das heifit: Falten wir eine Ecke
(hier C) eines Quadrates mit der Seitenlédnge § auf die gegeniiberliegen-
de Diagonale (hier HN), so hat die umgefaltete Ecke (hier C*) von zwei
Quadratkanten, die sich in einem Endpunkt der betrachteten Diagonale
treffen, jeweils gleichen Abstand. Der kiirzere dieser beiden Abstéinde ist
unser gesuchter Abstand h.

Ubertragen wir diese Uberlegung (Streckung mit dem Faktor 2) auf unser g2
Ausgangsquadrat ABC'D mit der Seitenldnge a (Bild 16) und falten B
auf die Diagonale AC'. Dann hat der Bildpunkt B* von B auf AC insbe- 2

sondere von C'D den Abstand 2h. Wir miissen also nur noch C'D parallel
so umfalten, dass die umgefaltete Kante durch B* geht. Die zugehorige
Faltlinie ist unsere gesuchte Strecke EF'. Damit haben wir aber noch eine Bild 16

weitere Variante gefunden, das rechteckige Faltpapier fiir unser Pyramidenmodul herzustellen.

Als né#chstes falten wir ein Pyramidenmodul aus einem quadratischen Faltpapier, in dem die Faltlinie

Seite 6



EF nach Bild 16 gefaltet wurde. Allerdings trennen wir jetzt das schmale Rechteck nicht ab. Damit
losen wir gleichzeitig des obige Problem der Verankerung der Pyramidenmodule untereinander. Die
Bilder 17a bis 17k zeigen die neue Faltreihenfolge, wobei wir mit einem Quadrat, das nach Bild 16
vorbereitet wurde, starten.

- rechte Seite entfalten - rechte Seite wieder

- linke obere Ecke zurlick falten
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Bild 17a Bild 17b Bild 17¢ Bild 17d  Bild 17e Bild 17f Bild 17h

nach innen falten

C nach hinten
. falten |’ ‘
- \\\ | ? u '
A .
%, | nach hinten
\| falten
Bild 17i Bild 17j Bild 17k Bild 17m Bild 17n Bild 170

Im Bild 17m ist das fertige Modul zu sehen und im Bild 17n ist dieses Modul aufgerichtet, so wie es
anschlieflend verbaut wird. In diesem Bild ist auch deutlich der Anker zu sehen, der die Seitendreiecke
der Pyramide dann gut zusammenhélt. Bild 170 zeigt schliellich die fertige Pyramide.

Der Zusammenbau von vier solchen Modulen zu einer Pyramide ist etwas
kniffelig, insbesondere das Einfiihren der letzten Lasche, um die Pyramide
zu schliefen. Hier kénnen wir notfalls etwas schummeln, indem wir von der
letzten Lasche den Anker einfach nach hinten umfalten, so wie es im Bild
17p zu sehen ist. Diese Lasche lésst sich nun problemlos in die Tasche des
entsprechenden Seitendreiecks einfiithren, ohne das eine Verankerung mit
dem darauffolgenden Seitendreieck erfolgt. Die Pyramide hélt trotzdem gut
zusamimen. Bild 17p

Nun erinnern wir uns wieder daran, weshalb wir eigentlich diese Pyramide

gebaut haben. Sie ist etwas besonderes, denn sechs solche Pyramiden lassen

sich um die Pyramidenspitze so zusammenlegen, dass ein Wiirfel entsteht. Um dies zu verdeutlichen
fertigen wir fiinf weitere Pyramiden dieser Art an.

Die Grundflachen dieser sechs Pyramiden lassen sich nun zu einem Wiirfelnetz zusammenlegen, wie es
im Bild 18a gezeigt ist. Wir nutzen Klebepunkte, um zwei aneinanderstoflende Grundflichen wie mit
einem Scharnier zu verbinden. Nun kénnen wir das Wiirfelnetz zu einem Wiirfel mit der Kantenléinge
5 zusammenfalten, wie es im Bild 18b zu sehen ist. Die Pyramidenspitzen treffen sich im Wiirfelmit-
telpunkt. Bild 18c zeigt unseren Wiirfel, der aus Pyramiden zusammengesetzt ist im Vergleich zu dem

Wiirfel, den wir am Anfang gebaut haben.

Die Pyramide, die wir hier verwenden, hat aufgrund ihrer Konstruktion die folgenden Eigenschaften:
- Die GroBe des Neigungswinkels von zwei gegeniiberliegenden Seitendreiecken betriigt 90°.

- Die GroBe des Neigungswinkels von zwei benachbarten Seitendreiecken betrigt 120°.

- Die GroBe des Neigungswinkels eines Seitendreiecks gegeniiber der Grundfliiche betrigt 45°.

Seite 7



Bild 18a Bild 18b Bild 18c

Natiirlich kénnen wir das Wiirfelnetz aus Bild 18a nicht nur so zum Wiirfel zusammenfalten, dass
die sechs Pyramiden im Innern des Wiirfels liegen. Wir kénnen das Wiirfelnetz auch so zum Wiirfel
zusammenfalten, dass die sechs Pyramiden nach auflen zeigen (Bild 19a). Bild 19b zeigt den kompletten
Korper, der sich daraus ergibt. Wir sehen, dass zwei Seitendreiecke, die eine Wiirfelkante gemeinsam
haben, in einer Ebene liegen und einen Rhombus bilden. Dies liegt an der oben genannten Pyrami-
deneigenschaft, dass die Grofie des Neigungswinkels jedes Seitendreiecks gegeniiber der Grundfléiche
459 betrigt.

Da unser neues Polyeder durch 6 - 4 = 24 kongruente gleichschenklige Dreiecke begrenzt wird, von
denen je zwei einen Rhombus bilden, entsteht ein Korper der durch 12 kongruente Rhomben begrenzt
wird. Dieser Korper wird Rhombendodekaeder genannt und er entsteht durch das “Umstiilpen” eines
Wiirfels mit den inneren Pyramiden.

Bild 19a Bild 19b

Das Rhombendodekaeder hat 14 Fcken, davon sechs Pyramidenspitzen und acht Wiirfelecken. Damit
gibt es auch zwei Sorten von Ecken: In den sechs Pyramidenspitzen treffen jeweils vier Rhomben (mit
dem spitzen Winkel) und in den acht Wiirfelecken treffen jeweils drei Rhomben (mit den stumpfen
Winkeln) zusammen.

Weil die Neigungswinkel zweier benachbarter Rhomben immer eine Gréfie von 120° haben, ist das
Rhombendodekaeder auch ein “Raumfiiller”.

Weiterhin kénnen wir aus unserer Konstruktion sofort ablesen, dass das Rhombendodekaeder eine
Inkugel besitzt, deren Mittelpunkt der Wiirfelmittelpunkt ist und die jede Rhombenfliche im Kanten-
mittelpunkt des Wiirfels beriihrt. Der Wiirfelmittelpunkt ist auch der Mittelpunkt der Umkugel des
Rhombendodekaeders. Weil die Kantenléinge des Rhombendodekaeders gleich der Lénge der halben
Raumdiagonalen des Wiirfels ist, geht diese Umkugel durch alle 14 Korperecken.

Das Volumen des Rhombendodekaeders ist gleich dem doppelten Volumen des einbeschriebenen Wiirfels.
Da der Wiirfel aus quadratischem Faltpapier der Kantenldnge a entstanden ist und damit eine Kan-
tenlinge von § hat, ist das Wiirfelvolumen Vi = %a3. Folglich ist das Volumen des Rhombendodeka-

eders gleich Vg, = ;11a3

Weil die Kantenldnge s des Rhombendodekaeders gleich der halben Lénge der Raumdiagonalen eines
Wiirfels mit der Seitenlénge gist, ist s = %%\/5 Daraus folgt a = %x/gs. Fiir das Volumen Vgy, erhalten
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wir damit Vg, = $(35v3)% = 2£/3s3. Somit haben wir das Volumen eines Rhombendodekaeders in
Abhéangigkeit von seiner Kantenldnge bestimmt.

Weitere interessante Figenschaften und Anwendungsmdoglichkeiten zum Rhombendodekaeder findet
man in [1] und [2].

Natiirlich kénnen wir durch Modifikation unseres Pyramidenmoduls auch ein Modul fiir ein Rhom-
bendodekaeder herstellen. Wir miissen nur in der Faltanleitung nach Bild 17a - 17k die untere Hiilfte
des Moduls genau so falten wie die obere, d.h. insbesondere miissen wir auch von der unteren Qua-
dratkante (Bild 17a) den Abstand h abtragen. Die Bilder 20a und 20b zeigen das fertige Modul. Aus
12 dieser Module ldsst sich ein Rhombendodekaeder zusammenstecken, das in Bild 20c gezeigt ist.

e

Bild 20a Bild 20b Bild 20c

An dieser Stelle soll auch noch auf ein Modul fiir ein Rombendodekaeder aus [3] hingewiesen werden.
Dieses Modul wird aus einem DIN A4-Papier hergestellt. Auch rhombische Tetraeder und Pyramiden
werden dort gebaut.
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Schlussbemerkung
Die hier gezeigten Faltbeispiele sollen Anregungen geben, im Mathematikunterricht unserer Schulen

das Falten von Papier zu nutzen, um mathematische Inhalte entdecken zu lassen, einzufiihren oder zu
iiben. Die Moglichkeiten dazu sind vielfaltig.

Auf der Internetseite www.mathegami.de findet man weitere Beispiele. Ich wiirde mich freuen, von
Ihnen Hinweise, Anregungen oder Erfahrungsberichte zu dieser Thematik zu erhalten. Schreiben Sie
mir eine E-Mail (michael.schmitz@uni-jena.de) oder benutzen Sie das Forum auf der oben genannten
Internetseite.
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