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Eine interessante Eigenschaft

unseres Schreibpapiers
Michael Schmitz

Zusammenfassung

Fillt man von einer Ecke eines DIN A4 Blattes das Lot auf die Diagonale durch die benachbarten
Eckpunkte, so schneidet das Lot die gegeniiberliegende Rechteckseite in ihrem Mittelpunkt. Diese
interessante Eigenschaft ist der Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen in dieser kleinen Betrachtung.
Dabei wird gezeigt, dass diese Eigenschaft nur fiir Rechtecke gilt, die zum DIN A4 Blatt dhnlich
sind. Bei unseren Uberlegungen lernen wir auch einen Briefumschlag zu falten und finden eine
Moglichkeit ein DIN A4 Blatt durch Falten sowohl ldngs als auch quer zu dritteln.

Betrachten wir ein Rechteck ABCD mit den Sei-
tenlingen a und av/2, z.B. ein DIN A4 Blatt (vgl.
[1]). Zuerst falten wir in dieses Rechteck die Dia-
gonale BD (Bild 1a). Anschliefend falten wir D
so auf BD, dass die Faltlinie durch A geht (Bild
1b). Diese Faltlinie steht natiirlich senkrecht auf
R BD und sie schneidet die Rechteckseite C'D im
\B Punkt O, F4 bezeichnet dabei den zugehorigen
Bild 1a Bild 1b Lotfulpunkt auf BD. Falten wir C auf D, so stel-

len wir fest, dass O der Mittelpunkt von C'D sein

D 0 C B* konnte.

a2

\,\,/D

,/ Wir iiberlegen uns nun, dass diese Vermutung
\Q>:/\FA richtig ist. Dazu drehen wir ABCD um C
7 /! mit einem Drehwinkel von 90° im mathema-

tisch positiven Drehsinn und erhalten das Recht-

eck A*B*CD* mit der Diagonalen B*D* (Bild

A i > /
B/ 2).Wegen der Drehung durch 90° und wegen
AOLBD ist B*D*||[AO. Nun verschieben wir
D* A* ABCD so, dass D nach A geht und erhalten das
Rechteck A’B’BA.
A B’ Betrachten wir die beiden iibereinander liegen-

den Rechtecke ABC'D und A’ B’ BA als ein grofies
Rechteck A’B’C'D, so ist in diesem Rechteck das
Seitenverhiltnis |A'D| : |[A'B'| = aQ\—“ﬁ = /2, also
z.B. ein DIN A3 Blatt. A’B’CD ist natiirlich zu D*A*B*C #hnlich. Diese beiden Rechtecke liegen
auch so, dass die Diagonalen D*B* und A'C zueinander parallel sind. Da D*B* auch parallel zu AO
ist, ergibt sich A’C||AO. Nun erkennen wir im Bild 2 eine Strahlensatzfigur mit dem Scheitel bei D,
den beiden von D ausgehenden Strahlen DCT und DA™ und den beiden Parallelen AO und A'C.
Da A die Mitte von A’D ist, muss wegen des Strahlensatzes auch O die Mitte von C'D sein. Unsere

Behauptung ist damit bewiesen.

Bild 2



Da die Ahnlichkeit zwischen einem Rechteck und dessen Halfte nur fiir Rechtecke mit dem Seiten-
verhéltnis /2 (also solchen, die zu einem DIN A4 Blatt dhnlich sind) erfiillt ist, ergibt sich aus unserer
Uberlegung, dass unsere Vermutung auch nur fiir solche Rechtecke richtig ist.

Es ergibt sich damit:

Genau dann, wenn ein Rechteck das Seitenverhiltnis v/2 hat, gilt:

Das Lot von einer Ecke des Rechtecks auf die Diagonale durch die benachbarten Ecken schneidet die
Gegenseite in ihrem Mittelpunkt.

Dies ist eine interessante Eigenschaft eines DIN A4 Blattes.

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir diesen Satz an. Dazu betrachten wir jetzt ein Rechteck
ABCD mit den Seitenléngen a und b (Bild 3). Es sei |DO| = u, |OC| = v, |[£ZDAO| = a und
|/FaDA| = 6. Dann gilt tana = 3 und tand = §.

Weil o = 90° — § ist, gilt tan(90° — 6) = %. Da aber tan(90° — §) =

v C %83:?; = g;’flg = mius ist, ergibt sich tana = ﬁ, bzw. § = %,
woraus u = % folgt.
N b Bedenken wir noch, dass v =a—u =a— % = @ ist, so ergibt sich
) fiir v = v sofort % = ‘ﬁf;bz. Daraus erhalten wir aber % =2.
a \\B Damit ist aber ABCD ein Rechteck, das zu einem DIN A4 Blatt &hn-
Bild 3 lich ist und unser Satz ist noch einmal beweisen.

Wir falten, ausgehend von Bild 1b, weiter die Senkrechte von C auf BD, die AB in ihrem Mittelpunkt
U (Bild 4a) schneidet — wie wir inzwischen wissen.
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Bild 4a Bild 4b Bild 4c

Mit F¢ bezeichnen wir den zugehorigen Lotfufipunkt auf BD. Wir
falten C' auf F (Bild 4b). Die entstehende Faltlinie schneidet F-C' in
Sc, ist dort senkrecht und S¢ ist der Mittelpunkt von FoC'. Aufgrund
des Strahlensatzes ergibt sich, dass diese Faltlinie durch O geht und
die Seite BC' im Mittelpunkt R schneidet.

Falten wir noch B auf F (Bild 4c), so schneidet die entstehende Falt-
linie BD in Sp und steht dort senkrecht. Sg ist natiirlich der Mittel-
punkt von BF¢c und wegen des Strahlensatzes geht die Faltlinie durch
R. Weiterhin schneidet diese Faltlinie AB in M, dem Mittelpunkt
von UB. Damit ist [MB| = 1av2 und |AM| = 3av/2. AuBerdem
ist [/MRO| = 90°. Falten wir nun B und C auf Fg, so ergibt sich
|OM| = %aﬂ. Daher kénnen wir A auf O falten, so dass die Faltlinie
durch M geht (Bild 4d). Diese Faltlinie schneidet AO in S4 und ist
dort senkrecht. Weiterhin schneidet diese Faltlinie AD in N. Aufgrund
des Strahlensatzes (Zentrum A) ergibt sich [ND| = La. Bild 4e zeigt
die Situation nachdem die drei Dreiecke umgefaltet wurden.

Bild 4e

Nun betrachten wir noch einmal Bild 4c. Dort erkennen wir mit Hilfe
des Strahlensatzes (Zentrum D), dass F4 der Mittelpunkt von DF¢
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ist. Ebenso folgt mit dem Strahlensatz (Zentrum B), dass Fo der Mittelpunkt von F4 B ist. Folglich

gilt |DFA‘ = ’FAFO| = |FCB|,

d.h., Fy und Fg¢ teilen BD in drei gleich grofie Strecken ein. Daher

geht beim Umfalten von D um S40 der Punkt D auf Fio (Bild 4f) und es entsteht ein neues Rechteck

SAMRO.
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Bild 4¢g

Als néchstes berechnen wir die Seitenléngen dieses Rechtecks. Dazu
betrachten wir das entfaltete Rechteck ABCD mit allen Faltlinien
(Bild 4g).

| M R| ergibt sich mit Hilfe des Satzes des Pythagoras im rechtwinkligen
Dreieck MBR, in dem |BR| = 3a und |MB| = }av/2 ist. Es gilt
ME| = /(§a)? + (Jav2)? = § V6.

Da beim Umfalten von D und B auf F¢ die Diagonale BD doppelt
iibereinander liegt, gilt [SaM| = 3|BD| = 31/a? + (av2)? = 2/3.
Damit sind aber die Langen der Seiten des Rechtecks SaM RO be-
rechnet.

Nun bestimmen wir das Verhiiltnis der Seitenléngen dieses Rechtecks.

‘i\fl%' = g\/g = /2. Damit ist dieses Rechteck aber
4

zum Ausgangsrechteck ABC' D dhnlich. Auch dies ist eine interessante
Eigenschaft des DIN A4 Blattes.

Das zusammengefaltete Rechteck Sy M RO kann als Brief (Bild 5) ver-

Wir berechnen

wendet werden, wenn man vorher die Innenseite beschrieben hat und die drei, iiber F» zusammen-
treffenden Ecken des Ausgangsrechtecks z.B. mit Siegellack, einem Aufkleber mit der Absenderadresse
oder ganz einfach nur mit einem Klebepunkt fixiert.

Bild 5

Betrachten wir Bild 4g noch einmal, so sehen wir, dass das Rechteck S4M RO durch die Faltlinien
in vier kleinere Rechtecke zerlegt wird. Wir wollen nun noch die Seitenldngen und Seitenverhéltnisse
dieser Rechtecke bestimmen. Dazu bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von NM und UC mit Sy.

Wir beginnen mit dem Rechteck Fa4FcScO:

|FaFc| = 3|BD| = 31/a® + (av2)? = §V3,

[FeScl = 1SR = \/IBRI2 — (4 FeB)? = /(3a)2 = (4 - 1v30)? = &6 und

a

|[FaFe| _ gf — /2. Damit ist aber FyFoScO zu ABCD ihnlich.

‘FCSC‘ - G

Nun betrachten wir FoSgRSc:

|FoSp| = §|FeB| = §|FaFc| =

|SpR| = §v6 und

1 _
5'%\/§—%\/§7
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&fji“ = E\/g = /2. Damit ist aber auch FoSgRSc zu ABCD ahnlich.
6

Als nichstes Rechteck betrachten wir Sy M SgFe:
|SuM| = |FoSp| = §V/3,

SuM| _ 2V3
[MSpg| 26

= /2. Damit ist aber auch SyMSgFo zu ABCD #hnlich.

Zum Abschluss betrachten wir S Sy FoFa:

Qwle

<5

1SaSul = %V3, |SuFe| = V6 und ;ggf,g‘ = 2~ = 2v/2. Damit ist keine Ahnlichkeit von
12

SaSuFcF4 zu ABCD vorhanden. Aber wir bemerken, dass [S4Sy| = $v/3 =2-%v/3 =2-[Sy M| ist.
Folglich kénnen wir das Rechteck S4SyFoF 4 in zwei Rechtecke, die zu Sy M SpFo kongruent sind,
zerlegen.

Auflerdem bemerken wir, dass [SpR| = 46 =

D O C D o) C 2-{v6 = 2-|MSp| ist, womit sich auch

NG S ’ N N FoSpRSe in zwei, zu SyMSpFc kongruente

N \\:x/: Q \\,{/ : Rechtecke, zerlegen lasst. Damit konnen wir aber

\/‘,a/\FA\‘;i/\ *SC 1R \\,{/\ v v R auch FAFcScO in vier solche kleine Rechtecke

SA\‘/\ (F 7 . :}\’:\ zerlegen. Dadurch wird SyM RO insgesamt in

] g& /\As‘,i\\ VAN ANE AN AN neun, zu Sy M SpFc kongruente Rechtecke zer-
A u M B A u B legt, wie es im Bild 6a gezeigt ist.

Bild 6a Bild 6b

Ergiénzen wir die Figur durch weitere passende
Faltlinien, so erhalten wir eine Einteilung des Ausgangsrechtecks ABCD in kleine, zu FoSpRSco
kongruente Rechtecke und Reststiicke, die sich paarweise zu solchen kleinen Rechtecken ergédnzen
(Bild 6b). Durch Abzihlen finden wir, dass fiir die Flicheninhalte |Sy M SpFc| = 5|ABCD] gilt.

Damit ergibt sich fiir die Fliche unseres Briefumschlages |[SAMRO| = 2|ABCD| = 3|ABCD| <
%|ABCD\. Wenn unser Ausgangsrechteck ABC'D ein DIN A4 Blatt war, dann ist der gefaltete Brief-
umschlag also etwas kleiner als ein DIN A5 Blatt.

Greifen wir nun noch einmal die Eigenschaft der Punkte F4 und
D 0 . C Fe auf BD (Bild 4g) auf. Wir hatten oben festgestellt, dass diese
> VA ’ beiden Punkte die Strecke BD in drei kongruente Teile teilen. Fal-
ten wir nun durch F4 und F jeweils die Parallelen zu AB bzw.
BC (Bild 7), so ergibt sich aufgrund des Strahlensatzes, dass diese
Faltlinien das Rechteck ABC' D sowohl parallel zur langen, als auch
, A . parallel zur kurzen Rechteckseite dritteln. Diese Aufgabenstellung
A U B haben wir auch schon in [2] behandelt.

Eine weitere interessante Eigenschaft unseres Schreibpapiers wird
in [3] erldutert:

Schneidet man von einem Rechteck, das zu einem DIN A4-Papier dhnlich ist, das Quadrat tiber einer
kurzen Seite und anschlieffend vom dibrig gebliebenen Rechteck ebenfalls das Quadrat iber einer kurzen
Seite ab, so erhdlt man ein Rechteck, welches zum Ausgangsrechteck dhnlich ist.

Daraus ergibt sich ein Beweis fiir die Irrationalitit von /2, sowie eine Kettenbruchdarstellung dieser
Zahl.

Auch eine Umkehrung zur oben genannten Eigenschaft wird in [3] untersucht:

Schneidet man von einem Quadrat ein Rechteck ab, dessen eine Seite mit einer Quadratseite tiber-
einstimmt und das zu einem DIN A4-Papier dhnlich ist, bleibt ein Rechteck ibrig. Dieses Rechteck
lisst sich in zwei zueinander kongruente Quadrate und ein Rechteck, welches zu einem DIN Aj-Papier
ahnlich ist, einteilen.
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Daraus ergibt sich dann die Moglichkeit ein regelméafliges Achteck aus einem quadratischen Papier zu
falten.
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Schlussbemerkung

Die hier gezeigten Faltbeispiele sollen Anregungen geben, im Mathematikunterricht unserer Schulen
das Falten von Papier zu nutzen, um mathematische Inhalte entdecken zu lassen, einzufiihren oder zu
iiben. Die Moglichkeiten dazu sind vielfiltig.

Auf der Internetseite www.mathegami.de findet man weitere Beispiele. Ich wiirde mich freuen, von
Ihnen Hinweise, Anregungen oder Erfahrungsberichte zu dieser Thematik zu erhalten. Schreiben Sie
mir eine E-Mail (michael.schmitz@uni-jena.de) oder benutzen Sie das Forum auf der oben genannten
Internetseite.
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