Einige Folgerungen aus
dem Eulerschen Polyedersatz

Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich
nur auf konvexe Polyeder. Flir diese Poly-
eder gilt der Eulersche Polyedersatz:

Ist P ein konvexes Polyeder mit e Ecken,

Jf Flichen und k& Kanten, so gilt
vetf—k=2, 1

Dieser Satz wurde bereits in der alpha,

Heft 4/1983 behandelt.

Jedoch wollen wir noch einmal darauf hin-

weisen, dafl es auch nichtkonvexe Polyeder

. gibt, fir die (1) gilt.
Ein soiches Beispiel zeigt Bild 1.
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Bild 2 zeigt aber ein nichtkonvexes Poly-
eder das (1) nicht erfiillt.

Die folgenden Ergebnisse stammen von Le-
onhard Euler (1707 bis 1783). In dem Buch
Vorlesungen iiber die Theorie der Polyeder
von Ernst Steinitz (1871 bis 1928) ' sind
diese Ergebnisse (ebenfalls) zusammenfas-
send dargestellt.

Nun betrachten wir fur das Weitere ein
konvexes Polyeder P mit e Ecken, f Fli-
chen und & Kanten und bezeichnen mit
Di, Pz, ..., b die Anzahl der Kanten jeder
Fliche sowie mit ¢y, g5, ..., ¢. die Anzahl
der Kanten, die von jeder Ecke von P aus-
gehen.

1. Da P ein konvexes Polyeder ist, hat na-
tiirlich jede Polyederfliche mindestens drei
Kanten, und vop jeder Polyederecke gehen

ebenfalls mindestens drei Kanten aus. Es

gilt also

piz3 und g =3, (2

wobel i=1,2,.., f und jE1,2,.55€
gilt.
Summieren wir nun die Zahlen py, p,, ...,
prund die Zahlen gy, ¢>, ..., §., 50 erhalten
wir jeweils die doppelte Anzahl der Kan-
ten, da bei dieser Addition jede Kante dop-
pelt gezdhlt wurde. Es gehdrt ndmlich jede
Kante zu genan zwei Flichen, und zu jeder
Kante gehoren genau zwel Ecken des Po-
lyeders. Damit geiten

3
und

2k=py+p+..+p
k=gt gt tg.

Aus den Gleichungen (3) folgt aber mit (2)

sofort, daB

2k=p +p+ .+ pz3f

und 2k=g,+qg+..+gq.=3e
also  2kz=3f “)
und 2k=3e gelten. (5)

© Nehmen wir zu der Ungleichung (4) noch-

die Fulersche Formel (1) hinzu, so
erhalten wir 2k =3f=3Q2 + k— e),
woraus 3ez k+6 folgt. Zusammen mit
der Ungleichung (5) gilt dann

2kz3ezk+6. 6)
Analog folgt aus (5) unter Verwendung der
Eulerschen Formel (1) und der Unglei-
chung (4), daBl

2kz3fzk+6 gilt. (7
Aus (6) und (7) folgt gleichzeitig, daB
2k z k + 6 ist, und damit gilt fiir jedes kon-
vexe Polyeder P

kz6. (8)
Damit hat also jedes konvexe Polyeder
mindestens sechs Kanten; die Tetraeder

(dreiseitige Pyramiden) haben genau sechs

Kanten. Es ist erstaunlich, daB es kein kon-
vexes Polyeder gibt, das genau sieben Kan-
ten hat. Wir werden dies gleich zeigen. Mit
der Ungleichung (8) konmen wir aus (6)
und (7) sofort schluBfolgern, dall
ez4 und fz=4 gilt (E)]

Nun nehmen wir an, dall es ein konvexes
Polyeder P, mit genau sieben Kanten gibt.
Da fiir dieses Polyeder auch die Eulersche
Formel (1) mit k=7 gelten mubB, haben
wir e + f— 7 =2 und damit

e+f=0. 10
Wegen der Ungleichungen (9) kann P; nur
ein Polveder mite=4 und f=5o0dere=25
und f=4 sein.
Im ersten Fall bedenken wir, daBl das ein-
zige Polyeder mit e =4 nur ein Tetrasder
sein kann. Ein Tetraeder hat aber nur
4 Fldchen.
Im zweiten Fall bedenken wir, daB ein Po-
lyeder mit f=4 auch nur ein Tetraeder
sein kann. Dieses Tetraeder hat aber genau
4 Ecken.

Folglich gibt es kein solches Polyeder P,
und damit gibt es kein konvexes Polyeder
mit genau sieben Kanten.

Aufgabe 1

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit k = 8,
9, 10, ... Kanten gibt.

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit e =5,
6, 7, ... Ecken gibt.

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit /=5,
6, 7, ... Flichen gibt.

2. Bevor du hier weiterliest, versuche ein
konvexes Polyeder zu finden, das entweder
nur von Sechseckflichen begrenzt wird,
oder bei dem von jeder Ecke genau sechs
Kanten ausgehen. . :
Selbst nach lingerem Probieren wirst du
wohl kein solches Polyeder gefunden ha-
ben, und wir vermuten, dafl es solche nicht
geben kann. Zum Beweis dieser Vermu-
tung bezeichnen wir mit

" +p2; S8 die mittlere Kanten-
zahl der Flichen und mit

_mTet ..t
R
zahl der Ecken eines konvexen Poly-
eders P. Wegen (3) gilt

die mittlere Kanten-

2k
== 11
By (an
und q=—zek {(12)

Nun stellen wir (7} etwas um.

Es gili sicher k + 6 = 3f, woraus sofort
2k = 6f— 12 folgt.

Daraus erhalten wir

2k 12
e 13
7 7 (13)
] hson
Weil T stets positiv ist, ist

Gi= % < 6 stets richtig. Damit gilt

3 < 6 und mit der Beziehung (11) gilt

i
p<6. (142)

- Analog erhalten wir aus der Ungleichung

(6) unter der Verwendung der Bezichun
(12), daB )

g<6 gilt (14b)
Aus der Ungleichung (14 a) folgt nun, dafl
es kein konvexes Polyeder gibt, das nur
durch Sechseckfldichen begrenzt wird. Ent-
sprechend folgt aus (14 b), daf es kein kon-
vexes Polyveder gibt, bei dem von jeder
Ecke genau sechs Kanten ausgehen.

3. Um eine weiters interessante Eigen-
schaft von konvexen Polyedern herzulei-
ten, bezeichnen wir mit f;, fi, ... die An-
zahl der Flichen mit genau 3, 4, ... Kanten
und mit es, ¢4, ... entsprechend die Anzahl-
der Ecken, von denen genau 3, 4, ... Kan-
ten ausgehen.

Es ist klar, daB

Lthtft..=f und

e teget . o= st {15);
wobei die linken Seiten dieser Gleichun-
gen natiirlich aus endlich vielen Summan-
den bestehen. Auflerdem {iberlegen wir uns
leicht, daB

AL Fdf + 5
Je; +dey+ Ses+ ...

=2k und

=2k (16)
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gilt. Aus den Gleichungen (15) folgt
af, +4f; + 4fs+ ... =4f und
des + dey+des+ ... =4e an
Subtrahieren wir nun die Gleichungen (16)
von den entsprechenden Gleichungen (17),
so erhalten wir
fi—ifi=2f;—...=4f—2k und
& —les—2e~ ... ~4e— 2k (18)
Die beiden Gleichungen (18) werden nun
nach f bzw. e; umgestellt. ~
Wir erhalten
fy=Af =20+ 1fs + 26 + ...
ey =4de—2k+les+2et ...
Nun addieren wir noch diese beiden Glei-
chungen und erhalten
fitey=4f+de—4k+(fit+es).
el e
Nun ist aber fi+es=0, fitez=0, ...,
und folglich erhalten wir
fiteazd(fre—k). (19
Nun erkennen wir sofort, daB wir wieder
die Eulersche Polyederformel (1) anwen-
den kbnnen, und wir erhalten aus der Un-
gleichung (19), daB :
Atez8 st 20y
Das heiBt, daB in jedem konvexen Polyeder
die Summe aus der Anzah! der Dreiecks-
flichen und der Fcken, von denen genau
drei Kanten ausgehen, mindestens acht
ist.
FEine abgeschwichte, aber auch interes-
" sanite Interpretation von (2) besagt, dall es
kein Polyeder gibt, in dem gleichzeitig
Dreiecksflichen und Ecken mit genau drei
Kanten fehlen.
Oder: Ein Polyeder ohne Dreiscksflichen
hat mindestens acht Bcken, von denen ge-
nau drei Kanten ausgehen. :
Ein Beispiel dazu ist der Wiitfel.
Da§ Oktaeder liefert uns ein Beispiel fir
sin Polyader, das keine Ecken hat, von de-
nen genau drel Kanten ausgehen. Das Ok-
taeder hat aber acht Dreiecksflichen.
Beim Tetracdet ist ey =/f3 =4,

und

Aufgabe 2

Fwel konvexe Polyeder sollen vormn glei-
chen Typ heifien, wenn sie dieselbe Anzahl
von 'Flichen, Bcken und Kanten haben,
und wenn von einander entsprechenden
Ecken die gleiche Anzahl von Kanten aus-
geht. Zum Beispiel gehbren Witrfel und
Quader zum selben Typ. Im Bild 3 sind
zwel konvexe Polyeder dargestellt, die je-
weils fiinf Flichen haben, aber nicht vom
gleichen Typ sind.

 Bild 3
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Unter allen konvexen Polyedern mit genau
fiinf Fliachen gibt es nur die zwei oben ge-
zeigten Typen.

Beweise diese Aussage!

Versuche alle Typen von kenvexen Poly-
edern zu finden, die genau sechs Flichen
haben.

Gib zu jedem Typ ein Beispiel an!

Aufgabe 3

Unter einem Flichenwinkel eines konve-
xen Polyeders P vetsichen wir einen In-
nenwinkel eines Polygons von I

Zeigs, daf die Summe aller Flichenwinkel
cines konvexen Polyeders stets 2mi(k —f)
ist.

Aufgabe 4

Gibt es Tetraeder, bei denen jede Kante
Schenkel eines stumpfen Winkels von
einem Flichenwinkel ist?

M. Schmitz

~

Die Lisungen erscheinen im Heft 4/90

aus: Funktio, Helsinki

Ala Jeu de billes :

Placez dans chacune des sphéres vides 'un
des nombres suivants: 6-7-9-10-11-14
—16-17-20-23-24-25~28-31~-33-37
_41-42-51~57, de maniére & toujours ob-
tenir le méme total de 249 en additionnant
les valeurs contenues dans neuf sphéres si-
tuées dans un méme plan.

N.B.: les sphéres’ concernées sont réparties
dans neuf plans différents. :

aus: Logigram, Paris

a2 4 C ypenmoM, 3ANMCAHHBIM Ha HOCKE,
DHBPEIAETCS NPOMSBOAHTE CHENYIOLING
omepanfn: Iubo B3aMEHATH ET0 YOBOSH-
HpiM, AuB0 CTHPATh ero  HOCIETHIOO
tucppy. Kag ¢ mOMOMIB0 STHX OTEpAaIi
onysHTh Wa dpcna 458 weemo 147

aus: Quant, Moskau

a3a Stll Square—but up in the air
The drawing shows twelve matches put to-
gether to form three unit squares. Using
the same number of matches, can you
make six unit squares? : ‘

Sasr
i

aus: Fun with methematics, Toronto

Kein niederlindisches Worterbuch im Haus?
Probiert es doch mal ohnel =
ada Uegeven zijn twee op elkaar vob-
gende priemgetalien p en g, beide groter
dan 2 (tussen p en g bevinden zich dus
geen andere priemgetalien). Bewijs dat de
som p++ g geschreven kan worden als het
produki van drie natuurlijke petalien groter
dan 1. aus: Pythagoras,
Awpsterdam



Losungen

Losungen zu: Zwei Eigenaufgaben
aus der MSG Greifswald
Heft 2/90

Aufgabe von Jan Fricke

Wenn der Stapel gleich viele Biichsen jeder
Sorte enthalten soll, muB die Gleichung

+ e

e Lt e 21 £
Die Bedingungen n=% und n, ke N ge-
statten die Losungen n=14, k=5 und
n=k=0. Die letztere ,ist keine Ldsung
im Sinn der Aufgabenstellung, sie ist je-
doch praxisndher* (J. F.).

gelten.

Aufgaben von René Schine

Der Winkel o= 5 DAB variiert zwischen
o und o mit cos e = % und cos o = %,
wobei & und &, die Winkel des Dreiecks
mit den Seitenlidngen 3x, 3x, 2x sind, wel-
ches als Grenzfall entsteht, wenn D auf AC
oder C auf BD liegt. Aus Symmetriegriin-
den braucht nur der Fall 60° < o < o be-
handelt werden. Sei M der Mittelpunikt des
Inkreises. Wir verwenden

pi= % als Parameter und erhalten

= T+72
00 =G24y 9) -

41 0 o o g 1
Es gilt p 2undc:oszf.,’-klu.

3
Diese Gleichung ist fiir \/;g p= \[3—

eindeutig umkehrbar. Dort ist § monoton

: ; ; B
wachsend, nimmt sein Maximum — bei 3

o)

an, « = 60° Das Minimum 5§ wird erst im

[3
Entartungsfall p = 7 » &= oy angenom-

men.

Losung zu:
Kryptarithmetische Knobelaufgabe
Heft 3/90

Wir sind es gewohnt, bei Additionen oder
Subtraktionen die betreffenden Zahlen
senkrecht untereinander zu schreiben. Da-
mit erhalten wir z. B. folgende Gleichung:
) e

I'H M
GBC
Wegen: C — H=C folgt H=10 und wegen
1—1= B folgt B=0! Also steckt der Feh-
ler schon hier in dieser Gleichung!
Eine weitere Gleichung ist:

I1-DC=BCG.

2)
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Hieraus folgt aber, daB B nicht Null sein
kann! Damit haben wir die Aussage H=10
und B =0! Deshalb ist in der Gleichung
(1) ein Buchstabe I durch K zu erset-
zen!

Weil der Ausdruck IH falsch ist, (unter
Voraussetzung, die wir eben begriindet ha-
ben) schreiben wir dafiir jetzt KH. Damit
heift die Gleichung (1) jetzt:

EIC-KH=GBC.
Die Losung der Aufgabe ist:

924 — 50 =874
3 + =
22 - 34 =748
42 +84 =126 -

Die einzelnen Buchstaben haben folgende
Ziffernzuordnung:

A=1,B=7,C=4,D=3E=9,
F=6,G=8 H=0,1=2 K=5.

Lésungen zu: Einige Folgerungen

aus dem Eulerschen Polyedersatz

Heft 3/90

Ala a) Wir geben zuerst je ein Beispiel
fiir ein Polyeder mit k=8, k=9 und
k=10 an (Bild 1):

Bild 1

Errichten wir nun iiber einer Dreiecksfl-
che jedes-Polyeders ein Tetraeder, so ent-
steht ein neues Polyeder, das jeweils drei
Kanten mehr als das Ausgangspolyeder so-
wie weitere Dreiecksflichen enthilt. Au-
Berdem kann man die Hohe des angesetz-
ten Tetraeders stets so wihlen, daB} das neu
entstandene Polyeder konvex ist. Dieses
Verfahren konnen wir fortsetzen, womit
die Aufgabe gelost ist.

b) Wir konnen sehr leicht Beispiele fiir Po-
lyeder mit e= 5, 6, 7, ... Ecken angeben.
Dazu betrachten wir in der Ebene ein re-
gelmiBiges (e — 1)-Eck, ez 5, und errich-
ten dariiber eine gerade Pyramide. Damit
ist ein konvexes Polyeder mit e=35, 6, 7,
... Ecken entstanden.

¢) Als Beispiel fiir Polyeder mit =5, 6, 7,
... Flichen eignen sich ebenfalls die gera-
den Pyramiden mit regelméBiger Grundfla-
che. VergroBern wir nfimlich die Anzahl
der Ecken der Grundfliche um eins, so er-
héht sich die Anzahl der Flichen des Po-
lyeders ebenfalls um eins. Da es eine ge-
rade Pyramide mit fiinf Flichen (quadrati-
sche Grundfliche) gibt, ist diese Aufgabe
geldst.

A2 a Wir zeigen, daB es unter allen kon-
vexen Polyedern mit genau fiinf Flichen
genau zwei Typen gibt.

Dazu bedenken wir, daB es keine Polyeder-
ecke eines Polyeders mit genau fiinf Fla-
chen geben kann, in der finf Flichen zu-
sammentreffen. AuBerdem treffen in jeder
Polyederecke mindestens drei Flichen zu-
sammen.

Es entstehen zwei Fille:

1. Ein Polyeder mit genau fiinf Flichen
enthilt (mindestens) eine Ecke, in der ge-
nau vier Flichen zusammentreffen.

Dann muB8 die fiinfte Flache aber die ande-
ren vier Flichen schneiden, und es ent-
steht eine Pyramide mit viereckiger Grund-
fliche.

2. Ein Polyeder mit genau fiinf Flichen
enthdlt nur Ecken, in denen genau drei
Fliachen zusammentreffen.

Aus dem Eulerschen Polyedersatz folgt

dann mit =5 und k=%-e, daB e=6

und k=9 ist. Enthélt ein Polyeder ein p-
Eck, so hat dieses Polyeder wenigstens
2p Kanten. Folglich enthilt ein Polyeder
mit genau fiinf Flichen in diesem Fall
hochstens Vierecke.

Wiirde ein solches Polyeder nur Vierecke

1
enthalten, so hitte es 7-4 - f=10 Kanten.

‘Wiirde ein solches Polyeder nur Dreiecke

enthalten, so hitte es —;— 3. f=17,5 Kanten.

Folglich muf ein Polyeder mit genau fiinf
Flichen in diesem Fall. wenigstens ein
Dreieck und ein Viereck enthalten. Dann
muB} es eine Kante QR geben, an der ein
Dreieck und ein Viereck zusammentreffen
(Bild 2).

T

Bild 2

P sei der dritte Eckpunkt des Dreiecks und
S, T die weiteren Ecken des Vierecks. Da
in diesem Fall von'jeder Ecke genau drei
Kanten ausgehen, muB von P, § und T je-
weils noch genau eine weitere Kante ausge-
hen. Damit haben wir bereits die neun
Kanten, die uns zur Verfiigung stehen, ver-
brauchi, denn P kann nicht mit § bzw. T
durch eine Kante verbunden werden. Da
unser Polyeder sechs Ecken hat, miissen
sich die freien Kanten von P, § und T in
einem Punkt U treffen. Das entstandene
Polyeder hat genau fiinf Flichen. Damit ist
gezeigt, daBl es genau zwei Typen von Po-
Iyedern mit genau fiinf Flidchen gibt. Ohne
Beweis soll mitgeteilt werden, daB3 es sie-
ben verschiedene konvexe Polyedertypen
mit genau sechs Flichen gibt. Die Bilder
zeigen zu jedem Typ ein Beispiel.

Bild 3



)_______

A3 A P sei ein konvexes Polyeder mit
e Ecken, f Flichen und k& Kanten. f;, f;,
... ist die Anzahl der Flichen mit genau 3,

4, ... Ecken. Dann kann man die Summe

der Flachenwinkel 3 or wie folgt berech-

nen:

Ye=mnfi+2nfi+3nfs+ ...
=n(fi+2f+3f+..)
=nAGL+44+55+..)

=2t fatfit )
=m: 2k - 2f)
=2m(k —f).

A4 a Wir versuchen im folgenden ein
Tetraeder ABCS zu konstruieren, bei dem
jede Kante Schenkel eines stumpfen Win-
kels ist. .

In einem 1. Fall nehmen wir an, daB alle
stumpfen Winkel, die am Tetraeder ABCS
vorkommen, an genau einer Ecke liegen.
Dann konnen aber hochstens drei Kanten
als Schenkel von stumpfen Winkeln auftre-
ten, und damit erfullt ein solches Tetraeder
nicht die gestellten Anfurderungen.

In einem 2. Fall, nehmen wir an, daf} es im
gesuchten Tetraeder an genau zwei Ecken
stumpfe Winkel gibt. Dann gibt es hdch-
stens funf Kanten, die Schenkel eines
stumpfen Winkels sind, denn die beiden
betrachteten Ecken sind durch genau eine
Kante verbunden.

Also miissen bei dem gesuchten Tetraeder
an wenigstens drei Ecken stumpfe Winkel
liegen.

Nehmen wir nun in einem 3. Fall an, da3
an genau drei Ecken des gesuchten Tefra-
eders stumpfe Winkel liegen. 4, B und C
‘seien diese drei Ecken. Dann muB jedes
der Dreiecke ABS, BCS und CAS genau
einen stumpfen Winkel enthalten, da A4S,

BS und CS Kanten von stumpfen Winkeln
sein sollen. AuBerdem kann das Dreieck
ABC noch stumpfwinklig sein.

Ist x S4B stumpf, so folgt, daB dann auch
A SBC und ASCA stumpf sein miissen.
Durch mehrmaliges Anwenden der Drei-
ecksungleichung folgt |SC| > |BS|>|4S5]
>|8C|, womit sich ein Widerspruch zu
|SC| = |SC| ergibt. Folglich kann auch die-
ser Fall nicht auftreten. -

Als letzte Moglichkeit fiir unser gesuchtes
Tetraeder bleibt im 4. Fall, dafl an jeder
Tetraederecke ein stumpfer Winkel liegt.
Da aber ein Tetraeder genau vier Flichen
hat, folgt sofort, daB es im letzten Fall ge-
nau vier stumpfe Winkel gibt.

Ist x ASB stumpf, so gibt es fiir die Lage
des stumpfen Winkels an der Ecke 4 zwei
Moglichkeiten: entweder ist xSAC oder
5 CAB stumpf. Ist xASB und xS4C
stumpf, so folgt sofort, daB entweder % SBC
und 2ACB (Bild 4) oder 5ABC und
4 BCS (Bild 5) ebenfalls stumpf sind. Ist
A4 ASB und 5 CAB stumpf, so folgt sofort,
daB auch XSBC und xACS stumpf sind
(Bild 6).

; s
C ‘ (&
Y
N
A 8 A 8
Bild 4 5 Bild 5

Bei der Verteilung der stumpfen Winkel
nach Bild 5 folgt durch mehrmaliges An-
wenden der Dreiecksungleichung, daB
|AB| > |BS| > |CS| > |AC| > |4AB| gilt.

Bei der Verteilung nach Bild 6 folgt analog,
daB

|AB| 5 |4S8| > |SC| > |BC| > |AB| gilt.

In beiden Fillear entsteht also ein Wider-
spruch zu |4B|=|4B|, und folglich kén-
nen diese beiden Verteilungsmoglichkeiten
nicht auftreten.

Nun bleibt noch die Verteilungsmoglich-
keit der stumpfen Winkel nach Bild 4 zu
untersuchen. Hier hilft uns die Anwen-
dung der Dreiecksungleichung nicht wei-
ter. :

Bild 7

Um festzustellen, daB auch diese Vertei-
lungsmoglichkeit nicht zu realisieren ist,
klappen wir das Dreieck ABS in die Ebene
des Dreiecks ABC. S’ sei das Bild von §
(Bild 7). Es ist klar, daB

|4 SAC| < |4 8"AC| und |4 SBC| < |4 .8 BC|
ist.

Folglich gilt :

|5 SAC|+| 4 SBC|<|4S'AC|+|4 §'BC|. (1)
Weil das Dreieck ACB bei C stumpfwink-
lig ist, gilt .

|5 CAB| + |5 CBA| < 90°. 2)
Weil das Dreieck ASB bei S stumpfwinklig
ist, gilt

|4 SAB|+ |5 SBA| <90°, bzw.
|5 S’AB| + |5 8'BA| < 90°. (3)
Aus (2) und (3) folgt

|4 S"AC| + |5 8'BC| = |4 S'AB| + |4 CAB|
+|48'BA|+ |5 CBA| < 180°. 5
Dieses ergibt zusammen mit (1), daB :
|5 SAC| + |5 SBC| < 180° ist. Damit ent-
steht aber ein Widerspruch zu der Tatsa-
che, daB die Summe von zwei stumpfen

- Winkeln stets groBer als 180° ist.

Folglich gibt es kein Tetraeder, bei dem
jede Kante Schenkel eines stumpfen Win-
kels ist.

Losungen zu: Gerechte und
ungerechte Wiirfelspiele, Teil 1
Heft 3/90

Arl A a) Beispielsweise: V erhilt im Falle
des Gewinns von Z 5 Chips, zahlt aber an-
dernfalls an ihn 7 Chips.

b)a:b=1:3

A2a a)l1(36)

b) nicht 'méglich: 2,5; 5,5; 7;
unterschiedlich moéglich:
22,1,1;2,2,2);44, 1, 1; 4,
2,2:4,3,3;4, 4, 4)

CEN3 A 255,302 55504,

4.3 45355 3 55,45 6:4: 6:6,5)
A3a 31

a4 A Beiallen

ASAa QP =7585:545=1,0734;

Opn =21225:20280=1,0466

Teil 2

AbA QP =612:567=1,0794;

Qr® =612:567=1,0794 :
07" = 688:536 =1,2836 =

a7a Da Vergleich mit dem Normalwiir-
fel stets 1 ergibt (Aufgabe 3), geniigen we-
gen der 31 ungewbhnlichen Wiirfel (Auf-
gabe 2) 31-30:2 =465 Berechnungen.

A8 A a) Die Nummern lauten, im Bild 5
bei Nr. 1 beginnend in mathematisch posi-
tivem Drehsinn (entgegen dem Uhrzeiger-
sinn):

1; 5; 6(F); 9; 13; 15; 17; 18(F);

19(2); 22; 26; 29; 30; 31; 32(G)

b) Die Nummern sind die gleichen.

A4 8) Qyr=0ys=18:12=1,5;

Qzn= Q1o =18:12=15

b) Mit den Bezeichnungen von Aufgabe
7a: Nr.18 und Nr.32 sowie Nr.30 und
Nr. 32 (Qig32 = Q3130 = 15: 6 = 2,5);

ferner ist Qig50 =25:11=2,27.

c) In keiner Kette: 5; 9; 13; 22;

in jeder Kette: 1; 6; 19

d 1-19-26—29—18—-6; 1—19—26
=32=17 =6, 1 =19=26=32 —18=16;
1-19-30-15-18—-6;1—-19-30—-29
-18-6.
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